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(qn/2 + ε1)2, (qm/2 + υ1)2 и (q(n−m)/2 + (ε · υ)1)2, перегруппировки множителей и сокращения

дроби получаем

|G : H|2 =

n/2
∏

j=1

Ij(q
2)

m/2
∏

j=1

Ij(q2)
(n−m)/2
∏

j=1

Ij(q2)

.

Из доказательства теоремы 2 видно, что |G : H|2 = 1 тогда и только тогда, когда ψ(n/2) ≥
ψ(m/2). Так как n и m четны, то ψ0(n) = ψ0(m) = 0. Поэтому ψ(n/2) ≥ ψ(m/2) тогда и только

тогда, когда ψ(n) ≥ ψ(m). Теорема доказана.

Теорема 7. Пусть G = PSLn(q), n ≥ 2, q — натуральная степень простого нечетного

числа (если n = 2, то q ≥ 5), V — естественное n-мерное векторное пространство, ас-

социированное с группой G, H — стабилизатор разложения V =
t
⊕

i=1

Vi в прямую сумму t

подпространств Vi одинаковой размерности m (n = mt, t ≥ 2). Тогда H является макси-

мальной подгруппой нечетного индекса в G тогда и только тогда, когда либо m = 2w ≥ 2 и

(n,m, q) 6= (4, 2, 3), либо m = 1, q ≡ 1 (mod 4) и q ≥ 13 в случае n = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Теоретико-групповая структура H известна, кроме того, H мак-

симальна при всех допустимых m за исключением случая (q,m) = (3, 1) (см. [4, табл. 3.5.A,

утв. 4.2.9]). Однако в случае G = PSL4(3) и m = 2 подгруппа H не будет максимальной в G.

Действительно, в соответствии с [5] H < PSU4(2) : 2 ∼= PSp4(3).2 < G. Кроме того, по [5, 6]

при (n,m) = (2, 1) и q ∈ 5, 7, 9, 11 подгруппа H также не будет максимальной в G.

Имеем

H ∼=

[

(q − 1)t−1 (q − 1,m)

(q − 1, n)

]

.(PSLm(q))t.
[

(q − 1,m)t−1
]

.St

и |G : H| = |G|/|H|. По лемме 10 после сокращения дроби получаем

|G : H|2 =

n
∏

j=1

Ij(q)2

( m
∏

j=1

Ij(q)2

)t

(t!)2

= 2(r(q)−1) (G1(mt)−tG1(m)) 2

∞
∑

i=1

Gi(mt)−
∞
∑

i=1

Gi(t)−t
∞
∑

i=1

Gi(m)

.

По лемме 4 число ((r(q) − 1)
(

G1(mt) − tG1(m)
)

неотрицательно. Поэтому

|G : H|2 ≥ 2

∞
∑

i=1

Gi(mt)−
∞
∑

i=1

Gi(t)−t
∞
∑

i=1

Gi(m)

.

Из доказательства леммы 5 видно, что если m не является степенью числа 2, то |G : H|2 ≥ 2.
Пусть m = 2w ≥ 2. Тогда G1(mt) − tG1(m) = 0 и, следовательно,

|G : H|2 = 2

∞
∑

i=1

Gi(mt)−
∞
∑

i=1

Gi(t)−t
∞
∑

i=1

Gi(m)

.

Но по лемме 5 в этом случае

∞
∑

i=1

Gi(mt) −

∞
∑

i=1

Gi(t) − t

∞
∑

i=1

Gi(m) = 0,

следовательно, |G : H|2 = 1.
Если m = 1, то |G : H|2 = 2(r(q)−1)G1(n) и, так как n ≥ 2, то G1(n) ≥ 2. Поэтому |G : H|2 = 1

тогда и только тогда, когда r(q) = 1, т. е. q ≡ 1 (mod 4). Теорема доказана.
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Теорема 8. Пусть G = PSUn(q), n ≥ 3, q — натуральная степень простого нечетного

числа, V — естественное n-мерное векторное пространство, ассоциированное с группой G,

H — стабилизатор ортогонального разложения V =
t
⊕

i=1

Vi в прямую сумму t изометричных

подпространств Vi размерности m (n = mt, t ≥ 2). Тогда H является максимальной подгруп-

пой нечетного индекса в G тогда и только тогда, когда m = 2w ≥ 2 или m = 1, (n, q) 6= (4, 3)
и q ≡ 3 (mod 4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Теоретико-групповая структура H известна, кроме того, H мак-

симальна при всех допустимых m (см. [4, табл. 3.5.B, утв. 4.2.9]). Однако по [5] в случаях

G = PSU4(3) и G = PSU3(5) при m = 1 подгруппа H не будет максимальной.

Имеем

H ∼=

[

(q + 1)t−1(q + 1,m)

(q + 1, n)

]

.(PSUm(q))t.[(q + 1,m)t−1].St

и |G : H| = |G|/|H|. По лемме 10 после сокращения дроби получаем

A(n,m) := |G : H|2 =

n
∏

j=1

(qj − (−1)j)2

( m
∏

j=1

(qj − (−1)j)2

)t

(t!)2

.

1) Если m нечетно и m > 1, то n и t имеют одинаковую четность и

|G : H|2 =

n
∏

j=n−t+1

(qj − (−1)j)2

(qm + 1)t
2

n−t
∏

j=1

(qj − (−1)j)2

(m−1
∏

j=1

(qj − (−1)j)2

)t

(t!)2

=

n
∏

j=n−t+1

(qj − (−1)j)2

(qm + 1)t
2

A(n− t,m− 1).

По лемме 9 при нечетном j имеем (qj + 1)2 = (q + 1)2. При четном j имеем (qj − (−1)j)2 =
(qj/2 − 1)2(q

j/2 + 1)2 > (q + 1)2. Так как t ≥ 2, то в отрезке [n − t + 1, n] есть хотя бы одно

четное число; следовательно, множитель

n
∏

j=n−t+1

(qj − (−1)j)2

(qm + 1)t
2

четен. Поэтому |G : H|2 > 1.

2) Если m четно, то n четно и из лемм 7 и 9 следует, что

|G : H|2 =

(q + 1)
n/2

2

n/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

((q + 1)
m/2

2
)t
(m/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2

=

n/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

(m/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2

.

Из доказательства теоремы 7 видно, что |G : H|2 = 1 тогда и только тогда, когда m/2 = 2w.

Так как q2 ≡ 1 (mod 4), то w ≥ 0.

3) Если m = 1, то ввиду лемм 6 и 7 имеем

|G : H|2 =

[t/2]
∏

j=1

(q2j − 1)2
[(t+1)/2]
∏

j=1

(q2j−1 + 1)2

(q + 1)t
2
(t!)2

=

(q2 − 1)
[t/2]

2
(q + 1)

[(t+1)/2]

2

[t/2]
∏

j=1

Ij(q
2)2

(q + 1)t
2
(t!)2
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=
(q − 1)

[t/2]

2
([t/2]!)2

(t!)2
=

(q − 1)
[t/2]

2

2[t/2]
.

Поэтому |G : H|2 = 1 тогда и только тогда, когда (q − 1)2 = 2, т. е. q ≡ 3 (mod 4). Теорема

доказана.

Теорема 9. Пусть G = PSpn(q), n четно, n ≥ 4, q — натуральная степень простого

нечетного числа, V — естественное n-мерное векторное пространство, ассоциированное с

группой G, H — стабилизатор ортогонального разложения V =
t
⊕

i=1

Vi в прямую сумму t

изометричных подпространств Vi размерности m (n = mt, t ≥ 2). Тогда выполняются сле-

дующие утверждения:

(i) m четно;

(ii) H является максимальной подгруппой нечетного индекса в G тогда и только тогда,

когда m = 2w ≥ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Утверждение взято из [4, табл. 3.5.C].

(ii) Теоретико-групповая структура H известна, кроме того, H максимальна при всех до-

пустимых m (см. [4, табл. 3.5.C, утв. 4.2.10]). Имеем

H ∼= (2, q − 1)t−1.(PSpn(q)ıSt)

и |G : H| = |G|/|H|. По лемме 10 после сокращения дроби получаем

|G : H|2 =

n/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

(m/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2

.

Из доказательства теоремы 7 видно, что |G : H|2 = 1 тогда и только тогда когда m/2 = 2w.

Так как q2 ≡ 1 (mod 4), то в точности w ≥ 0, откуда m = 2w ≥ 2. Теорема доказана.

Теорема 10. Пусть G = PΩn(q), n нечетно, n ≥ 7, q — натуральная степень простого

нечетного числа, V — естественное n-мерное векторное пространство, ассоциированное с

группой G, H — стабилизатор ортогонального разложения V =
t
⊕

i=1

Vi в прямую сумму t

изометричных подпространств Vi размерности m (n = mt, t ≥ 2). Тогда выполняются сле-

дующие утверждения:

(i) m нечетно;

(ii) если m = 1, то q — простое число;

(iii) H является максимальной подгруппой нечетного индекса в G тогда и только тогда,

когда m = 1, q — простое число и q ≡ ±3 (mod 8).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Утверждение следует из того, что n нечетно и m делит n.

(ii) Утверждение взято из [4, табл. 3.5.D].

(iii) Теоретико-групповая структура H известна, кроме того, H максимальна при всех

допустимых m, за исключением случая (q,m) = (3, 3) (см. [4, табл. 3.5.D, утв. 4.2.14, 4.2.15]).

1) Пусть m = 1 и q ≡ ±3 (mod 8). Тогда (q2 − 1)2 = 8 и

H ∼= 2n−1.An.

По леммам 6 и 10 получаем

|G : H|2 =

(n−1)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

2n−12(n−1)/2

(n− 1

2
!
)

2

=

(q2 − 1)
(n−1)/2

2

(n−1)/2
∏

j=1

Ij(q
2)2

2n−12(n−1)/2

(n− 1

2
!
)

2
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=
8(n−1)/2

(n− 1

2
!
)

2

8(n−1)/2

(n− 1

2
!
)

2

= 1.

2) Пусть m = 1 и q ≡ ±1 (mod 8). Тогда (q2 − 1)2 ≥ 16 и

H ∼= 2n−1.Sn.

По леммам 6 и 10 получаем

|G : H|2 =

(n−1)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

2n2(n−1)/2

(n− 1

2
!
)

2

=

(q2 − 1)
(n−1)/2

2

(n−1)/2
∏

j=1

Ij(q
2)2

2n2(n−1)/2

(n− 1

2
!
)

2

≥
16(n−1)/2

(n− 1

2
!
)

2

2 · 8(n−1)/2

(n− 1

2
!
)

2

=
2(n−1)/2

2
≥ 2.

3) Пусть m > 1. Тогда

H ∼= (2t−1 × Ωm(q)t.2t−1).St

и |G : H| = |G|/|H|. По лемме 10 после сокращения дроби получаем

|G : H|2 =

(n−1)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

( (m−1)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2 2t−1

=

(n−1)/2
∏

j=(n−t+2)/2

(q2j − 1)2

2t−1

(n−t)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

( (m−1)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2

≥

(n−1)/2
∏

j=(n−t+2)/2

(q2j − 1)2

2t−1
.

В произведении
(n−1)/2
∏

j=(n−t+2)/2

(q2j −1)2 содержится (t−1)/2 множителей, каждый из которых

делится на 8. Поэтому |G : H|2 ≥ 2. Теорема доказана.

Теорема 11. Пусть G = PΩε
n(q), n четно, n ≥ 8, ε ∈ {+,−}, q — натуральная степень

простого нечетного числа, V — естественное n-мерное векторное пространство, ассоции-

рованное с группой G, H — стабилизатор ортогонального разложения V =
t
⊕

i=1

Vi в прямую

сумму t изометричных подпространств Vi размерности m (n = mt, t ≥ 2). Тогда выполня-

ются следующие утверждения:

(i) если m четно и Vi имеют знак υ, то υt = ε;

(ii) если m нечетно, то D(V ) = 1;

(iii) если ε = − и m четно, то t нечетно и υ = −;

(iv) если m = 1, то q — простое число;

(v) H является максимальной подгруппой нечетного индекса в G тогда и только тогда,

когда либо m = 1, q — простое число, q ≡ ±3 (mod 8) и (n, ε) 6= (8,+), либо m = 2w ≥ 2,
D(V ) = D(Vi) = 1 и (q,m, ε) 6= (3, 2,±), (5, 2,+).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. (i)—(iv) Утверждения взяты из [4, табл. 3.5.E, 3.5.F, утв. 2.5.11,

4.2.11, 4.2.14, 4.2.15].

(v) Теоретико-групповая структура H известна, кроме того, H максимальна при всех до-

пустимых m, за исключением случаев (q,m) = (3, 3), (q,m) = (3, 2), (q,m, ε) = (5, 2,+) (см. [4,

табл. 3.5.E, 3.5.F, утв. 4.2.11, 4.2.14, 4.2.15]). Заметим, что в отличие от [4] в [6,8] указано, что

в случае (n,m, ε) = (8, 1,+) при q ≡ ±3 (mod 8) подгруппа H не будет максимальной в G. Мы

будем учитывать этот результат.

1) Пусть m = 1 и q ≡ ±3 (mod 8). Тогда D(V ) = 1, (q2 − 1)2 = 8,

H ∼= 2n−2.An

и |G : H| = |G|/|H|. По лемме 11 после умножения числителя и знаменателя на (qn/2 + ε1)2=2

получаем

|G : H|2 =

(n)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

2n(n!)2
.

Как в доказательстве теоремы 10, по лемме 6 получаем |G : H|2 = 1.

2) Пусть m = 1 и q ≡ ±1 (mod 8). Тогда D(V ) = 1, (q2 − 1)2 ≥ 16,

H ∼= 2n−2.Sn

и |G : H| = |G|/|H|. По лемме 11 после умножения числителя и знаменателя на (qn/2+ε1)2 = 2
получаем

|G : H|2 =

n/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

2n+1(n!)2
.

Как в доказательстве теоремы 10, по лемме 6 получаем |G : H|2 ≥ 2.

3) Пусть m > 1 и m нечетно. Тогда D(V ) = 1,

H ∼= (2t−2 × Ωm(q)t.2t−1).St

и |G : H| = |G|/|H|. По лемме 10 после умножения числителя и знаменателя на (qn/2 + ε)2 = 2
и сокращения дроби получаем

|G : H|2 =

n/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

2t

( (m−1)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2

=

n/2
∏

j=(n−t+2)/2

(q2j − 1)2

2t

(n−t)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

( (m−1)/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2

≥

n/2
∏

j=(n−t+2)/2

(q2j − 1)2

2t
.

В произведении
n/2
∏

j=(n−t+2)/2

(q2j − 1)2 содержится t/2 множителей, каждый из которых де-

лится на 8. Поэтому |G : H|2 ≥ 2.

4) Пусть m четно и D(V ) = −1. Тогда D(Vi) = −1, t нечетно,

H ∼= (2t−1 × Ωυ
m(q)t.2t−1).St
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и |G : H| = |G|/|H|. Ввиду лемм 10 и 11 после умножения числителя и знаменателя дроби на

(qn/2 + ε1)2 ≥ 4 и на (qm/2 + υ1)t
2
≥ 4t получаем

|G : H|2 =
(qm/2 + υ1)t

2

(qn/2 + ε1)2 2t−1

n/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

(

m/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2

≥
(qm/2 + υ1)t

2

(qn/2 + ε1)2 2t−1
.

Из нечетности t следует, что ε = υ, откуда ввиду лемм 9 и 11 имеем (qn/2+ε1)2 = (qm/2+υ1)2 ≥4.
Поэтому |G : H|2 ≥ 2.

5) Пусть m четно, D(V ) = D(Vi) = 1. Тогда

H ∼= 2t−1.PΩυ
m(q)t.22(t−1)).St

и |G : H| = |G|/|H|. Ввиду леммы 11 после умножения числителя и знаменателя на (qn/2 +
ε1)2 = 2 и на (qm/2 + υ1)t

2
= 2t получаем

|G : H|2 =

n/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

(

m/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2

.

Из доказательства теоремы 7 видно, что |G : H|2 = 1 тогда и только тогда, когда m = 2w ≥ 2.

6) Пусть m четно, D(V ) = 1, D(Vi) = −1. Тогда

H ∼= (2t−2 × Ωυ
m(q)t.2t−1).St

и |G : H| = |G|/|H|. По лемме 11 после умножения числителя и знаменателя дроби на (qn/2 +
ε1)2 = 2 и на (qm/2 + υ1)t

2
≥ 4t получаем

|G : H|2 =
(qm/2 + υ1)t

2

2t−1(qn/2 + ε1)2

n/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

(

m/2
∏

j=1

(q2j − 1)2

)t

(t!)2

≥
(qm/2 + υ1)t

2

2t−1(qn/2 + ε1)2
=

(qm/2 + υ1)t
2

2t
≥ 2.

Теорема доказана.

Теорема 12. Пусть G = PΩε
n(q), n четно, n ≥ 10, n/2 нечетно, ε ∈ {+,−}, q — на-

туральная степень простого нечетного числа, V — естественное n-мерное векторное про-

странство, ассоциированное с группой G, и H — стабилизатор в G ортогонального разложе-

ния пространства V в прямую сумму не изометричных подпространств U и W одинаковой

размерности n/2. Тогда выполняются следующие утверждения:

(i) D(V ) = −1;
(ii) q ≡ −ε1 (mod 4);
(iii) индекс H в G всегда четен.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (i)—(ii) Утверждения взяты из [4, табл. 3.5.E, 3.5.F, утв. 2.4.13,

4.2.16].

(iii) Теоретико-групповая структура H известна, кроме того, H максимальна при всех

допустимых m (см. [4, табл. 3.5.E, 3.5.F, утв. 4.2.16]). Имеем

H ∼= SOn/2(q) × SOn/2(q)
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и |G : H| = |G|/|H|. По леммам 10 и 11 после сокращения дроби получаем

|G : H|2 =

(n−2)/2
∏

j=1

Ij(q
2)2

(

(n−2)/4
∏

j=1

Ij(q2)2

)

2
= 2

(n−2)/2
∏

j=1

Ij(q
2)2

(

(n−2)/4
∏

j=1

Ij(q2)2

)

2

(2!)2

.

Из доказательства теоремы 7 видно, что |G : H|2 ≥ 2. Теорема доказана.

Автор благодарит своего научного руководителя профессора А.С.Кондратьева за поста-

новку задачи и внимание к работе.
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О ХОРОШИХ ПАРАХ ВЕРШИН

В РЕБЕРНО РЕГУЛЯРНЫХ ГРАФАХ С k = 3b1 − 1 1

А.А. Махнев, Н. В.Чуксина

Пусть Γ является связным реберно регулярным графом с параметрами (v, k, λ) и k = 3b1−1. Получены

верхние оценки для числа вершин v, зависящие от наличия хороших и почти хороших пар и троек вершин

в графе.

Ключевые слова: реберно регулярный граф, хорошие и почти хорошие пары вершин, почти хорошие

тройки вершин.

Введение

Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер. Если a, b — вер-

шины графа Γ, то через d(a, b) обозначается расстояние между a и b, а через Γi(a) — подграф

графа Γ, индуцированный множеством вершин, которые находятся в Γ на расстоянии i от

вершины a. Подграф Γ(a) = Γ1(a) называется окрестностью вершины a и обозначается через

[a], если граф Γ фиксирован. Через a⊥ обозначается подграф, являющийся шаром радиуса 1

с центром a.

Граф Γ называется регулярным графом степени k, если [a] содержит точно k вершин

для любой вершины a из Γ. Граф Γ называется реберно регулярным графом с параметрами

(v, k, λ), если Γ содержит v вершин, является регулярным степени k и каждое ребро Γ лежит

в λ треугольниках. Граф Γ называется вполне регулярным графом с параметрами (v, k, λ, µ),
если Γ реберно регулярен и подграф [a] ∩ [b] содержит µ вершин в случае d(a, b) = 2. Вполне

регулярный граф диаметра 2 называется сильно регулярным графом. Число вершин в [a]∩ [b]
обозначим через λ(a, b) (через µ(a, b)), если d(a, b) = 1 (если d(a, b) = 2), а соответствующий

подграф назовем (µ-) λ-подграфом.

Пусть Γ — реберно регулярный граф с параметрами (v, k, λ) и b1 = k−λ− 1. Пара вершин

{u,w} называется (почти) хорошей, если d(u,w) = 2 и µ(u,w) равно k−2b1 +1 (равно k−2b1 +
2). Тройка вершин (u,w, z) называется (почти) хорошей, если w, z ∈ Γ2(u) и µ(u,w) + µ(u, z)
не больше 2k − 4b1 + 3 (равно 2k − 4b1 + 4).

Через Km1,...,mn обозначим полный n-дольный граф с долями порядков m1, ...,mn. Если

m1 = ... = mn = m, то соответствующий граф обозначается через Kn×m. Если m ≥ 2, то

граф K1,m называется m-лапой. Треугольным графом T (m) называется граф с множеством

неупорядоченных пар из X в качестве вершин, |X| = m, и пары {a, b}, {c, d} смежны тогда

и только тогда, когда они имеют единственный общий элемент. Граф на множестве вершин

X ×Y называется m×n-решеткой, если |X| = m, |Y | = n и вершины (x1, y1), (x2, y2) смежны

тогда и только тогда, когда x1 = x2 или y1 = y2. Для подграфа ∆ через |∆| обозначим число его

вершин, а через Xi(∆) обозначим множество вершин из Γ−∆, смежных точно с i вершинами

из ∆.

Если вершины u,w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u,w) (через ci(u,w)) обозна-

чим число вершин в пересечении Γi+1(u) (пересечении Γi−1(u)) с [w]. Заметим, что в реберно

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 08-01-00009).
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регулярном графе с параметрами (v, k, λ) значение b1(u,w) не зависит от выбора ребра {u,w}
и равно k − λ − 1.

В [1] получена верхняя оценка для числа вершин связного реберно регулярного графа диа-

метра 2 с параметрами (v, k, λ) и k = 3b1 + δ, δ ≥ −2. В данной работе с помощью результатов

о почти хороших тройках эта оценка уточняется для графов с k = 3b1 − 1.

Теорема 1. Пусть Γ — реберно регулярный граф с k = 3b1 − 1, µ(u,w) + µ(u, z) = 2b1 + 2
для различных w, z из Γ2(u), ∆ = [u]∩[w]∩[z] и δ = |∆|. Тогда выполняется одно из следующих

утверждений:

(1) вершины w, z не смежны и δ = 0;

(2) ∆ = {a}, [u] ∩ [w] − a⊥ содержит единственную вершину c, [u] ∩ [z] − a⊥ содержит

единственную вершину e и [w] ∪ [z] − [u] ⊂ {w, z} ∪ ([w] ∩ [z]);

(3) ∆ является 2-кокликой, [w] − ([u] ∪ z⊥) содержит единственную вершину z∗ и [z] −
([u] ∪ w⊥) содержит единственную вершину w∗;

(4) ∆ является 2-кликой.

Следствие. Пусть Γ — связный неполный реберно регулярный граф с параметрами (v, k, λ)
и k = 3b1 − 1. Тогда либо граф Γ является многоугольником или графом икосаэдра, либо вы-

полняется одно из утверждений:

(1) для некоторой вершины u в Γ найдутся две вершины w, z, образующие хорошие пары

с u, и либо вершины w, z смежны и v ≤ 5b1, либо вершины w, z не смежны и v ≤ 6b1 − 8;

(2) в Γ нет вершин, лежащих в двух хороших парах, некоторая вершина u образует

хорошую пару с w, и v ≤ 6b1 − 6;

(3) в Γ нет хороших пар и либо

(i) Γ не содержит почти хороших пар и v ≤ 6b1 − 6, либо

(ii) Γ содержит почти хорошую тройку (u,w, z), вершины w, z смежны и v ≤ 5b1 +
(b1 − 3)/2, либо

(iii) Γ не содержит почти хороших троек (u,w, z) со смежными вершинами w, z и

v ≤ 6b1 − 9 + 16/(b1 + 2).

Для конкретных параметров аналогичный результат можно получить при более слабых

предположениях.

Теорема 2. Пусть Γ — связный реберно регулярный граф с параметрами k = 17 и b1 = 6.
Тогда v = 30 и в Γ нет хороших и почти хороших пар вершин.

1. Предварительные результаты

В этом параграфе приведены некоторые вспомогательные утверждения.

Лемма 1.1. Пусть Γ — реберно регулярный граф с параметрами (v, k, λ) и b1 = k−λ−1.
Если вершины u,w находятся на расстоянии 2 в Γ, то выполняются следующие утвержде-

ния:

(1) степень любой вершины в µ-подграфе из Γ не меньше k − 2b1;

(2) вершина d имеет степень α в графе [u]∩ [w] тогда и только тогда, когда [d] содержит

точно α − (k − 2b1) вершин вне u⊥ ∪ w⊥;

(3) если µ(u,w) = k − 2b1 + 1, то подграф [u] ∩ [w] является кликой и [d] ⊂ u⊥ ∪ w⊥ для

любой вершины d ∈ [u] ∩ [w];

(4) если Γ − (u⊥ ∪ w⊥) содержит единственную вершину z, то µ(u, z) = µ(w, z).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть d ∈ [u] ∩ [w]. Тогда |[d] − [u]| = |[d] − [w]| = b1. Поэтому

по крайней мере k − 2b1 вершин из [d] содержится в [u] ∩ [w]. Утверждение (1) доказано.
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Пусть d ∈ [u]∩[w] и степень d в этом µ-подграфе равна α. Тогда k = α+2b1−|[d]−(u⊥∪w⊥)|.
Поэтому [d] содержит α − (k − 2b1) вершин вне u⊥ ∪ w⊥. Утверждение (2) доказано.

Утверждение (3) следует из (1), (2).

Пусть {z} = Γ − (u⊥ ∪ w⊥). Так как число ребер между [u] − [w] и [w] − [u] равно b1|[u] −
[w]| − µ(u, z), то µ(u, z) = µ(w, z).

Лемма 1.2. Пусть Γ — сильно регулярный граф, имеющий параметры (v, k, λ, µ). Тогда

либо k = 2µ, λ = µ − 1 (так называемый половинный случай), либо неглавные собственные

значения n − m, −m графа Γ — целые числа, где n2 = (λ − µ)2 + 4(k − µ), n − λ + µ = 2m и

кратность n − m равна
k(m − 1)(k + m)

µn
. Далее, если m — целое число, большее 1, то m − 1

делит k − λ − 1 и

µ = λ + 2 + (m − 1) −
k − λ − 1

m − 1
, n = m − 1 +

k − λ − 1

m − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это лемма 3.1 из [2].

Лемма 1.3. Пусть Γ — связный реберно регулярный граф с параметрами (v, k, λ). Если

λ ≥ k + 1/2 −
√

2k + 2, то Γ — дополнительный граф для сильно регулярного графа ∆ с

µ(∆) ≤ 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это второе утверждение теоремы 1.4.3 из [3].

Сильно регулярные графы с собственным значением −2 были классифицированы Зейде-

лем [3, теорема 3.12.4]. Любой Зейделев граф — это либо полный многодольный граф Kr×2,

либо решетчатый или треугольный граф, либо один из графов Шрикханде, Чанга, Петерсена,

Клебша или Шлефли.

Лемма 1.4. Пусть Γ — сильно регулярный граф, имеющий целочисленные собственные

значения, и b1 = k − λ − 1. Тогда:

(1) если b1 — простое число, то Γ является полным многодольным графом Kr×(b1+1) или

Зейделевым графом;

(2) если b1 = 2p, p — простое число, то Γ либо является полным многодольным графом,

либо имеет собственное значение −2 или −3, либо является дополнительным к Зейделеву

графу;

(3) если b1 = 4, то Γ является полным многодольным графом Kr×5, 5× 5-решеткой, тре-

угольным графом T (7) или дополнительным графом к 4×4-решетке, треугольному графу T (6)
или графу Клебша (заметим, что в половинном случае параметры графа равны (17, 8, 3, 4) и

он является графом Пэли).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Это лемма 1.4 из [4].

Лемма 1.5. Пусть Γ — реберно регулярный граф с k ≥ 3b1−3, µ(u,w)+µ(u, z) = 2k−4b1+4
для двух вершин w, z из Γ2(u), ∆ = [u] ∩ [w] ∩ [z] и δ = |∆|. Тогда выполняется одно из

утверждений:

(1) вершины w, z несмежны, δ ≤ 1 и в случае δ = 1 имеем k = 3b1 − 3;
(2) ∆ содержит две несмежные вершины, δ = 2 и k ≤ 3b1 − 1;
(3) вершины w, z смежны, ∆ является кликой и если δ > 1, то либо

(i) подграф ∆ содержит единственную вершину d, смежную с вершиной вне u⊥∪[w]∪[z],
δ ≤ 2, k ≤ 3b1−2 и для e ∈ ∆(d) подграф [d]∪ [e] содержит [w]∩ [z]− [u], а [d]∩ [e] содержится

в {u,w, z} ∪ ([u] ∩ ([w] ∪ [z])) ∪ ([w] ∩ [z] − [u]), либо

(ii) подграф ∆ не содержит вершин, смежных с вершиной вне u⊥∪[w]∪[z], и для любых

двух вершин d, e ∈ ∆ подграф [d] ∩ [e] содержит λ − 1 + γ вершин из {u,w, z} ∪ ([u] ∩ ([w] ∪
[z])) ∪ ([w] ∩ [z] − [u]), где γ = |[w] ∩ [z] − ([d] ∪ [e])|.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Все утверждения леммы, кроме оценок для k, следуют из лем-

мы 1.7 из [1].

Пусть вершины w, z смежны и d — вершина из ∆, смежная с вершиной вне u⊥ ∪ [w] ∪ [z].
Если δ = 1, то |[u] ∩ [d]| ≥ 2(k − 2b1 + 1) и k = 3b1 − 3. Аналогичные рассуждения применимы

к случаю, когда вершины w, z не смежны и d ∈ ∆.

Если δ = 2, то |[u] ∩ [d]| ≥ 1 + 2(k − 2b1) и k ≤ 3b1 − 2.

Пусть ∆ содержит две несмежные вершины a, b. Тогда δ = 2, |[u] ∩ [d]| ≥ 2(k − 2b1) и

k ≤ 3b1 − 1.

Лемма 1.6. Пусть Γ — реберно регулярный граф. Тогда:

(1) если Γ содержит хорошую тройку (u,w, z), то |[u] ∩ [w] ∩ [z]| < 2;

(2) если k = 3b1 − 1, b1 ≤ 5 и Γ содержит хорошую пару, то либо b1 = 1 и Γ является

n-угольником для n ≥ 5, либо b1 = 2 и Γ является графом икосаэдра;

(3) если k = 3b1 − 1, b1 ≤ 6 и Γ содержит почти хорошую пару, то b1 = 1 и Γ —

четырехугольник.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение (1) следует из лемм 4, 5 [5]. По лемме 2.1 из [1]

если b1 ≤ 4 и Γ содержит хорошую пару, то выполняется заключение леммы. Пусть b1 = 5. По

теореме из [6] Γ является полным многодольным графом Kr×6, графом Шлефли или графом

Ω2,3, где Ω — граф Клейна (единственный дистанционно регулярный локально семиугольный

граф диаметра 3 на 24 вершинах, являющийся 3-накрытием 8-клики). Но в графе Шлефли

k = 16, а граф Ω2,3 не содержит хороших пар. Утверждение (2) доказано.

Пусть k = 3b1 − 1 и Γ содержит почти хорошую пару {u,w}. Если диаметр Γ больше 2, то

по следствию из [7] Γ является многоугольником или графом икосаэдра и не содержит почти

хороших пар. Значит, диаметр Γ равен 2, и если Γ — сильно регулярный граф, то он имеет

собственное значение −2.

Если b1 = 1, то Γ — граф Kn×2. Так как k = 3b1 − 1, то n = 2.

Если b1 = 2, то ввиду предложения 1 из [4] Γ — 3× 3-решетка, треугольный граф T (5) или

граф Петерсена. В любом случае либо k четно, либо k < 3b1 − 1.

Если b1 = 3, то ввиду предложения 2 из [4] Γ — треугольный граф T (6) или граф Клебша.

В любом случае µ > b1.

Если b1 = 4 и k ≥ 10, то ввиду предложения 3 из [4] Γ является треугольным графом T (7);
противоречие с тем, что k = 11, а степень графа T (7) равна 10.

Если b1 = 5 и k ≥ 14, то ввиду теоремы из [6] Γ является графом Шлефли или графом Ω2,3,

где Ω — граф Клейна. Но в графе Шлефли k = 16, а граф Ω2,3 не содержит почти хороших

пар.

Если b1 = 6, то по предложению из [8] Γ не содержит почти хороших пар.

Лемма 1.7. Пусть Γ — реберно регулярный граф с k = 3b1 − 1, µ(u,w) + µ(u, z) = 2b1 + 2
для различных w, z из Γ2(u), ∆ = [u] ∩ [w] ∩ [z] и δ = |∆|. Если δ ≥ 3, то b1/2 + 2 ≤ δ ≤ b1 − 4
и b1 ≥ 12.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду леммы 1.5 вершины w, z смежны и ∆ является кликой,

не содержащей вершин, смежных с вершиной вне u⊥ ∪ [w] ∪ [z]. Положим Σ = [w] ∩ [z] − [u].

Если δ ≤ 2, то либо δ = 2, либо µ(u,w) = µ(u, z) = b1 + 1 и δ = 1.

Пусть δ ≥ 3. Покажем, что δ ≥ b1/2+2. Для различных вершин ai, aj из ∆ подграф [ai]∩[aj]
содержит u,w, z, не менее 2b1 − 2 − δ вершин из [u] ∩ ([w] ∪ [z]) и не более δ − 3 вершин из Σ.

Допустим, что δ < b1/2 + 2. Докажем сначала утверждение

(a) δ = b1/2 + 1.

Пусть δ < b1/2 + 1. Тогда b1 ≥ 7, |Σ| = λ − δ > 3b1/2 − 3 и |Σ − [a1]| > b1/2 − 1 для

любой вершины a1 из ∆. Для различных вершин ai, aj из ∆−{a1} подграф [ai]∩ [aj ] содержит

более 3b1/2 − 3 вершин из [u] ∩ ([w] ∪ [z]) и менее b1/2 − 2 вершин из Σ. С другой стороны,
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[ai] ∩ [aj ] содержит более b1/2 − 3 вершин из Σ. Отсюда b1 = 2t + 1, δ = t + 1 и [ai] ∩ [aj]
содержит точно t− 2 вершин из Σ. Кроме того, произвольная вершина a1 из ∆ смежна ровно

с b1 − 2 = 2t − 1 вершинами из Σ. Противоречие с тем, что [ai] ∩ [aj ] содержит вершину из

[a1] ∩ Σ. Утверждение (a) доказано. Докажем утверждение

(b) каждая вершина из ∆ смежна с b1 − 2 вершинами из Σ.

Ввиду утверждения (a) имеем b1 = 2t, δ = t + 1, |Σ| = 3t − 3 и для любых двух вершин

ai, aj из ∆ подграф [ai]∩ [aj ] содержит не менее 3t−3 вершин из [u]∩ ([w]∪ [z]) и не более t−2
вершин из Σ.

Допустим, что [a1] содержит не более 2t− 3 вершин из Σ. Тогда [a1] содержит точно 2t− 3
вершин из Σ, |Σ − [a1]| = t, [ai] ∩ [aj ] содержит ровно t − 2 вершин из Σ и |[ai] ∩ Σ| = t − 1
для любых ai, aj ∈ Σ− {a1}. Противоречие с тем, что [ai] ∩ [aj] содержит вершину из [a1] ∩Σ.

Докажем утверждение

(c) Σ ⊂ [ai] ∪ [aj ] для любых различных вершин ai, aj из ∆.

Предположим, что две вершины a1, a2 из ∆ не смежны с вершиной y из Σ. Ввиду леммы 1.5

подграф [a1]∪ [a2] содержит Σ−{y}. Поэтому Σ−{y} содержит по t− 2 вершин из [a1]− [a2],
[a2] − [a1] и t вершин из [a1] ∩ [a2]; противоречие.

Теперь число пар несмежных вершин (x, y), где x ∈ Σ, y ∈ ∆ равно (t + 1)(t − 1), но не

больше 3t − 3, поэтому 1 ≤ t ≤ 2; противоречие с леммой 1.6.

Итак, δ ≥ b1/2 + 2.
Допустим, что b1 − 2 ≤ δ. Тогда число ребер между [u] и Γ2(u) равно (3b1 − 1)b1, но не

меньше (2b1 − 6)(b1 + 2) + (b1 + 2)(b1 + 1) и b1 ≤ 5; противоречие.

Пусть δ = b1 − 3. Тогда b1 ≥ 10 и число ребер между [u] и Γ2(u) не меньше (2b1 − 8)(b1 +
2) + (b1 + 3)(b1 + 1). В этом случае Γ2(u) ⊂ [w]∪ [z], v = 6b1 − 5 и b1 ≤ 13. Если b1 равно 10 или

12, то vk нечетно. Если b1 = 11, то vkλ не делится на 3. Поэтому b1 = 13, число ребер между ∆
и [u]− ([w]∪ [z]) не меньше 70 и некоторая вершина e из [u]− ([w]∪ [z]) смежна с 4 вершинами

a1, ..., a4 из ∆. Противоречие с тем, что для двух подходящих вершин ai, aj подграф [ai]∩ [aj]
содержит не менее двух вершин из [u] − ([w] ∪ [z]).

Значит, b1/2 + 2 ≤ δ ≤ b1 − 4 и b1 ≥ 12.

Лемма 1.8. Пусть выполнены условия леммы 1.7 и δ > 2. Тогда каждая вершина из ∆
смежна по крайней мере с δ − 3 вершинами из [u] − ([w] ∪ [z]) и выполняются следующие

утверждения:

(1) b1 ≥ 13;
(2) в подграфе [u] − ([w] ∪ [z]) нет вершин, смежных с 3 вершинами из ∆;

(3) b1 ≥ 16;
(4) если каждая вершина из [u]− ([w]∪ [z]) смежна не более чем с 3 вершинами из ∆, то

b1 ≤ 15.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть δ > 2. Заметим, что каждая вершина из ∆ смежна не

более чем с 2b1 + 1 − δ вершинами из [u] ∩ ([w] ∪ [z]) и по крайней мере с δ − 3 вершинами из

[u] − ([w] ∪ [z]).
Пусть b1 = 12. Тогда δ = 8, k = 35, λ = 22 и v делится на 6. Поэтому v = 30 и Γ2(u) ⊂

[w]∪[z]. Так как число ребер между [u]−([w]∪[z]) и ∆ не меньше 40, то [u]−([w]∪[z]) содержит

не менее 6 вершин, смежных с тройками вершин из ∆. Пусть вершина e из [u]−([w]∪[z]) смежна

с 3 вершинами a1, a2, a3 из ∆. Если вершина a1 смежна с 5 вершинами из [u]−([w]∪ [z]), то [a1]
содержит 8 вершин из Σ. Тогда Σ− [a1] содержится в [a2]∪ [a3], поэтому [a2] и [a3] содержат по

10 вершин из Σ и по 7 вершин из [u]− ([w]∪ [z]). Поэтому число ребер между [u]− ([w]∪ [z]) и

{a1, a2, a3} не меньше 18. Без ограничения общности [a1] содержит 2 вершины e, e′, смежные с

тройками вершин из ∆. Тогда для отличной от a1 вершины a4 из [e′]∩∆ подграф [u]−([w]∪ [z])
содержит 2 вершины из [a2] ∩ [a4] или из [a3] ∩ [a4]; противоречие. Утверждение (1) доказано.

Если некоторая вершина из [u]−([w]∪[z]) смежна с 4 вершинами из ∆, то 4(δ−4) ≤ b1+δ−4,
поэтому 3b1/2 + 6 ≤ 3δ ≤ b1 + 12 и b1 ≤ 12; противоречие. Утверждение (2) доказано.



124 А.А.Махнев, Н.В.Чуксина

Пусть b1 = 13. Тогда δ = 9, k = 38 и λ = 24. Так как число ребер между [u] − ([w] ∪ [z]) и

∆ не меньше 54, то [u]− ([w]∪ [z]) содержит не менее 16 вершин, смежных с тройками вершин

из ∆. Пусть вершина e из [u]− ([w] ∪ [z]) смежна с 3 вершинами a1, a2, a3 из ∆. Если вершина

a1 смежна с 6 вершинами из [u] − ([w] ∪ [z]), то [a1] содержит 9 вершин из Σ. Тогда Σ − [a1]
содержится в [a2] ∪ [a3], поэтому либо [a2] и [a3] содержат по 11 вершин из Σ и по 8 вершин

из [u] − ([w] ∪ [z]), либо [a2] содержит 11 вершин из Σ и 8 вершин из [u] − ([w] ∪ [z]), а [a3]
содержат 10 вершин из Σ и 7 вершин из [u]− ([w]∪ [z]). Но в первом случае число ребер между

{a1, a2, a3} и [u]− ([w]∪ [z]∪{e}) равно 19, а |[u]− ([w]∪ [z]∪{e})| = 18; противоречие. Поэтому

выполняется второй случай и число ребер между [u] − ([w] ∪ [z]) и {a1, a2, a3} равно 21. Без

ограничения общности [a1] содержит 2 вершины e, e′, смежные с тройками вершин из ∆. Тогда

для отличной от a1 вершины a4 из [e′] ∩ ∆ подграф [u] − ([w] ∪ [z]) содержит 2 вершины из

[a2] ∩ [a4] или из [a3] ∩ [a4]; противоречие.

Пусть b1 = 14. Тогда δ ∈ {9, 10}, k = 41, λ = 26 и v делится на 6. В случае δ = 10 число

ребер между [u]− ([w] ∪ [z]) и ∆ не меньше 70 и некоторая вершина из [u]− ([w] ∪ [z]) смежна

с 4 вершинами из ∆. Противоречие с утверждением (2). В случае δ = 9 число ребер между

[u] − ([w] ∪ [z]) и ∆ не меньше 54 и [u] − ([w] ∪ [z]) содержит не менее 14 вершин, смежных с

тройками вершин из ∆. Пусть вершина e из [u] − ([w] ∪ [z]) смежна с 3 вершинами a1, a2, a3

из ∆. Если вершина a1 смежна с 7 вершинами из [u] − ([w] ∪ [z]), то [a1] содержит 10 вершин

из Σ. Тогда Σ− [a1] содержит 7 вершин из [a2]∪ [a3], поэтому [a2] и [a3] содержат по 12 вершин

из Σ и по 9 вершин из [u] − ([w] ∪ [z]). Значит, число ребер между [u] − ([w] ∪ [z] ∪ {e}) и

{a1, a2, a3} не меньше 22; противоречие с тем, что |[u] − ([w] ∪ [z])| = 19.
Пусть b1 = 15. Тогда δ ∈ {10, 11}, k = 44, λ = 28 и v делится на 3. В случае δ = 10 число

ребер между [u]−([w]∪[z]) и ∆ не меньше 70. В случае δ = 11 число ребер между [u]−([w]∪[z])
и ∆ не меньше 88. В любом случае некоторая вершина из [u]−([w]∪ [z]) смежна с 4 вершинами

из ∆. Противоречие с утверждением (2). Утверждение (3) доказано.

Если каждая вершина из [u] − ([w] ∪ [z]) смежна не более чем с 3 вершинами из ∆, то

δ(δ − 3) ≤ 3(b1 + δ − 3). Отсюда δ2 − 6δ − 3b1 + 9 ≤ 0 и δ ≤ 3 +
√

3b1, поэтому b2

1
− 16b1 + 4 ≤ 0

и b1 ≤ 15. Лемма и теорема 1 доказаны.

2. Реберно регулярный граф с k = 17, b1 = 6

В этом параграфе Γ является связным реберно регулярным графом с k = 17, b1 = 6. По

следствию из [8] граф Γ имеет диаметр 2 и не более чем 2k = 34 вершин. Так как λ = 10,
число vk четно и vkλ делится на 6, то v = 30.

Лемма 2.1. Пусть вершины u,w несмежны и µ = |[u] ∩ [w]|. Тогда выполняются следу-

ющие утверждения:

(1) µ ≥ 6 и Γ = u⊥ ∪ w⊥ в случае µ = 6;
(2) Γ не содержит почти хороших пар.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как k−2b1 +1 = 6, то µ ≥ 6, причем в случае µ = 6 получим

Γ = u⊥ ∪ w⊥. Утверждение (1) доказано.

Пусть µ = 7, z ∈ Γ − (u⊥ ∪ w⊥) и [z] содержит l вершин из [u] ∩ [w]. По лемме 1.1 имеем

µ(u, z) = µ(w, z) и 17 = 2µ(u, z) − l, поэтому l нечетно и µ(u, z) = (17 + l)/2.
Пусть Xi — множество вершин из ([u] − [w]) ∪ ([w] − [u]), смежных точно с i вершинами

из [u] ∩ [w], xi = |Xi|. Заметим, что x0 = 0, иначе для a ∈ X0 ∩ ([w] − [u]) имеем λ(w, a) < 10.
Если a ∈ X1 ∩ ([w] − [u]), то либо [a] содержит z и 5 вершин из [u] − [w], либо [a] содержит

6 вершин из [u] − [w]. В любом случае l 6= 7. Иначе для вершины b ∈ [u] ∩ [w] ∩ [a] подграф

[b] − a⊥ содержит u и 6 вершин из [u] ∩ [w]; противоречие.

Если l = 1, y ∈ [u]∩ [w]∩ [z], то [y]−z⊥ содержит u,w и 6 вершин из [u]∩ [w]; противоречие.

Если l = 7, то
∑

xi = 20,
∑

ixi = 56,
∑

(

i
2

)

xi = 42 и x0 +
∑

(

i−1

2

)

xi = 6. Отсюда xi = 0 для

i > 4, x2 = 14 + 2x4, x3 = 6 − 3x4 и (28 + 4x4) + (18 − 9x4) + 4x4 = 56; противоречие.
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Пусть [u] ∩ [w] ∩ [z] = {y1, ..., yl}. Тогда [yi] ∩ [yj] содержит u,w, z, 5 вершин из [u] ∩ [w] и 2

вершины из ([u] − [w]) ∪ ([w] − [u]).

Пусть l = 3. Тогда [yi]−z⊥ содержит u,w и 4 вершины из [u]∩ [w], поэтому [yi]∩([w]− [u]) ⊂
[z]. Отсюда [y1] ∩ [y2] содержит по вершине из [u]− [w] и из [w] − [u]. Противоречие с тем, что

[y3] ∩ [u] − [w] содержит не менее двух вершин из [y1] или из [y2].
Пусть l = 5, Ψ = ([u]− [w])∪ ([w]− [u]). Тогда [yi]∩ [z] содержит 4 вершины из [u]∩ [w] и 6

вершин из Ψ. Если [y1] ∩ [y2] содержит не более одной вершины из Ψ, то [y3] ∩ Ψ содержит не

менее трех вершин из [y1] или из [y2]. Значит, [yi]∩ [yj] содержит точно две вершины из Ψ для

любых различных i, j ∈ {1, ..., 5}. Далее, [y3] содержит обе вершины из Ψ − ([y1] ∪ [y2]) и не

пересекает Ψ∩ [y1]∩ [y2]. Противоречие с тем, что [y5]∩Ψ содержит обе вершины из [y3]∩ [y4].
Лемма доказана.

До конца параграфа будем предполагать, что Γ содержит хорошую пару вершин u,w. По

предложению из [7] имеем µ(u, z) ≥ 8 для любой вершины z ∈ [w] − [u]. Пусть ∆ = [u] ∩ [w],
Xi — множество вершин из ([u]−[w])∪([w]−[u]), смежных точно с i вершинами из ∆, xi = |Xi|.

Лемма 2.2. Выполняются следующие утверждения:

(1)
∑

xi = 22,
∑

ixi = 60,
∑

(

i
2

)

xi = 60 и x0 = x1 = 0;

(2) если z ∈ X2 ∩ ([w] − [u]), ∆ ∩ [z] = {a, a′}, то [a] ∩ [u] содержит не менее 9 вершин из

[w] ∪ [z], [a] ∩ [a′] содержит u,w, z, 4 вершины из [u] ∩ [w] и не менее 2 вершин из [u] ∩ [z];
(3) если вершина a из ∆ смежна с двумя вершинами z1, z2 из X2 ∩ ([w] − [u]), то z1, z2

смежны, [z1] ∩ [z2] содержит a,w, 5 вершин из [a] ∩ [w] − [u] и 3 вершины из [a] ∩ [u] − [w] и

[a] ∩ ([w] − [u]) содержится в z⊥
1
∩ z⊥

2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Подсчитав число ребер между ∆ и ([u]−[w])∪([w]−[u]), а также

число 2-путей с началом и концом в ∆ и средней вершиной в ([u] − [w]) ∪ ([w] − [u]), получим

равенства
∑

xi = 22,
∑

ixi = 60,
∑

(

i
2

)

xi = 60. Ввиду предложения из [6] имеем x0 = x1 = 0.
Утверждение (1) доказано.

Пусть µ(u, z) = 8 для некоторой вершины z ∈ [w] − [u]. Тогда ∆ ∩ [z] = {a, a′} и подграф

[a] ∩ [u] содержит 5 вершин из ∆ и не менее 4 вершин из [u] ∩ [z]. Далее, [a] ∩ [a′] содержит

u,w, z, 4 вершины из ∆ и не менее 2 вершин из [u] ∩ [z]. Утверждение (2) доказано.

Пусть вершина a из ∆ смежна с 2 вершинами z1, z2 из X2∩([w]−[u]). Если ∆∩[z1] = ∆∩[z2],
то вершины z1, z2 смежны, [z1] ∩ [z2] содержит не менее 8 вершин из w⊥ и [u] ∩ [a] содержит

не менее 2 вершин из [z2] − [z1]; противоречие с утверждением (2). Значит, ∆ ∩ [zi] = {a, ai}
и вершины a1, a2 различны. Если вершины z1, z2 не смежны, то [a] ∩ [zi] содержит 5 вершин

из [u] − [w] и не более 4 вершин из w⊥. Значит, вершины z1, z2 смежны, [z1] ∩ [z2] содержит

a,w, 5 вершин из [w] − [u] и 3 вершины из [u] − [w]. Далее, [a] ∩ [u] содержит 5 вершин из ∆,

3 вершины из [z1] ∩ [z2] ∩ ([u] − [w]) и по вершине из [z1] − ([w] ∪ [z2]), [z2] − ([w] ∪ [z1]). Таким

образом, [a] ∩ ([w] − [u]) содержится в z⊥
1
∩ z⊥

2
.

Лемма 2.3. Выполняется одно из следующих утверждений:

(1) x2 = 12, x3 = 4 и x4 = 6;

(2) x2 = 11, x3 = 7, x4 = 3 и x5 = 1;
(3) x2 = x3 = 10, x4 = 0 и x5 = 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду леммы 2.2 любая вершина из ∆ смежна не более чем с

двумя вершинами из X2 ∩ ([w] − [u]).

Пусть y ∈ Xi ∩ ([w] − [u]). Если i = 6, то [w] − [u] содержит 6 вершин из X2 и 4 из X3.

Далее, любая вершина из ∆ смежна точно с 2 вершинами из X2∩([w]− [u]). С другой стороны,

вершина y не смежна с некоторой вершиной из X2 ∩ ([w] − [u]); противоречие с леммой 2.2.

Значит, x6 = 0.

Имеем x2 + x3 + x4 + x5 = 22, 2x2 + 3x3 + 4x4 + 5x5 = 60 и x2 + 3x3 + 6x4 + 10x5 = 60.
Отсюда x2 = 2x4 + 5x5, x3 = 22 − 3x4 − 6x5 и x2 + 3x3 = 60 − 6x4 − 10x5 = 66 − 7x4 − 13x5,
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поэтому x4 = 6 − 3x5. Таким образом, либо x2 = 12, x3 = 4 и x4 = 6, либо x2 = 11, x3 = 7,
x4 = 3 и x5 = 1, либо x2 = x3 = 10, x4 = 0 и x5 = 2.

Лемма 2.4. Параметр x5 меньше 2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть e ∈ X5 ∩ ([w] − [u]), e′ ∈ X5 ∩ ([w] − [u]). Предположим

сначала, что вершины e, e′ не смежны с вершиной a из ∆. Число ребер между ∆ − {a} и

[a]− (∆∪{u,w}) равно 20, поэтому X3 — регулярный 10-вершинный подграф степени 7 из [a].
Если z ∈ X2 ∩ [w], [z] ∩ ∆ = {a1, a2}, то e ∈ [z], иначе степени вершин ai в графе [u] ∩ [z]

равны 6 и [a1]∩ [a2] содержит u,w, z и не менее 8 вершин из [u]. Поэтому [e]∩ [w] содержит по 5

вершин из ∆ и из X2. Так как [a1]∩[a2] содержит e, u,w, z, 4 вершины из ∆ и 2 из [z]∩([u]−[w]),
то [z] содержит 4 вершины из X3 ∩ [w], по 2 из [a1] и из [a2].

Напомним, что µ(a, e) или µ(a, e′) больше 6. Без ограничения общности µ(a, e) ≥ 8. Тогда

[a] ∩ [e] содержит w, пять вершин из ∆ и вершину y из X3 ∩ [u]. Далее, степень y в графе

[a]∩ [e] не меньше 5, поэтому [e] содержит X3 ∩ [u] или 4-клику Y из X3 ∩ [u]. В первом случае

некоторая вершина y из X3 ∩ [u] смежна, по крайней мере, с 4 вершинами из X2 ∩ [u], 3 из

которых не смежны с e, и степень y в графе [a]∩ [e] не меньше 8; противоречие. Так как число

ребер между Y и X2∩[u] не меньше 15, то во втором случае некоторая вершина y из Y смежна,

по крайней мере, с 4 вершинами из X2 ∩ [u], 2 из которых не смежны с e, и степень y в графе

[a] ∩ [e] не меньше 7; противоречие.

Значит, вершина e не смежна с вершиной a из ∆, e′ не смежна с вершиной a′ из ∆. Число

ребер между ∆ − {a} и [a] − (∆ ∪ {u,w}) равно 20, поэтому [a] содержит e′, 7 вершин из X3 и

2 из X2. Симметрично, [a′] содержит e, 7 вершин из X3 и 2 из X2, поэтому [a] ∩ [a′] содержит

u,w и по 4 вершины из X3 и из ∆. Положим X ′

2
= X2 − ([a] ∪ [a′]).

Пусть z ∈ X ′

2
, для определенности, z ∈ [w], [z] ∩ ∆ = {a1, a2}. Ввиду леммы 2.2 подграф

[a1] ∩ [a2] содержит u,w, z, 4 вершины из ∆ и не менее 2 вершин из [u] ∩ [z] − [w]. Отсюда

e ∈ [z] и [a1] ∩ [a2] содержит e, u,w, z, 4 вершины из ∆ и точно 2 вершины из [u] ∩ [z] − [w],
среди которых e′. Таким образом, [e] ∩ [e′] содержит X ′

2
, [e′]− a⊥ = X ′

2
= [e] − (a′)⊥, и [a] ∩ [e′]

содержит u, 5 вершин из ∆ и 4 вершины из (X2 − X ′

2
) ∪ X3.

Число ребер между ∆ − {a, a′} и X2 равно 4 · 1 + 6 · 2, поэтому каждая вершина ai из

∆ − {a, a′} смежна с 4 вершинами из X2 и 4 из X3. По лемме 2.2 подграф X2 ∩ [ai] содержит

по 2 вершины из [u] и из [w].
Пусть [a] ∩ X2 = {z1, z2}, [zi] ∩ ∆ = {a, ai}. Так как X ′

2
= [e] − (a′)⊥, то вершины z1, z2 не

смежны с e. Допустим, что z1 ∈ [w]. Тогда a1 смежна с вершиной e, не лежащей в u⊥ ∪ z⊥
1

,

поэтому [u]∩ [a1] ⊂ [w]∪ [z1] и [u]∩ [z1]− a⊥
1

содержит единственную вершину. Далее, вершина

a1 смежна с отличной от z1 вершиной z из X2 ∩ [w]. Поэтому [u] ∩ [a1] − [w] содержится в

[z1] и содержит 4 вершины из [z]. Противоречие с тем, что вершины z, z1 смежны и [z] ∩ [z1]
содержит 5 вершин из [u] и не менее 6 вершин из w⊥− [u]. Значит, z1, z2 ∈ [u]. Если вершина z1

не смежна с e′, то [a1]∩ [z1] содержит 5 вершин из [w]− [u], в частности, e ∈ [z1]; противоречие.

Итак, z1, z2 ∈ [e′].
Пусть [a′]∩X2 = {z3, z4}, [zi]∩∆ = {a′, ai}. Тогда z3, z4 ∈ [w] и X ′

2
содержит по 3 вершины

из [u] и из [w], следовательно, [u]∩ [e′] содержится в X2 ∪∆. Далее, [e′]∩ [a] содержит u, z1, z2,

4 вершины из ∆ и 3 вершины из [w] ∩ X3. Так как X ′

2
= [e′] − a⊥, то [e′] ∩ [a] ∩ X3 ⊂ [a′].

Симметрично, [e] ∩ [u] содержит 3 вершины из X3 ∩ [a] ∩ [a′]. Противоречие с тем, что |X3 ∩
[a] ∩ [a′]| = 4.

Лемма 2.5. Параметр x5 равен 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из лемм 2.3, 2.4 следует, что x5 ≤ 1. Пусть e ∈ X5, a ∈ ∆ − [e]
и [a] содержит yi вершин из Xi. Без ограничения общности e ∈ [w] − [u]. Число ребер между

∆−{a} и [a]− (∆ ∪ {u,w}) равно 20, поэтому y2 + y3 + y4 = 10 и y2 + 2y3 + 3y4 = 20 и y2 = y4.

Но x4 = 3, поэтому y2 ≤ 3. Так как число ребер между X2 и ∆ − {a} не больше 20, то y2 ≥ 2,
причем в случае y2 = 2 каждая вершина из ∆ − {a} смежна точно с 4 вершинами из X2.
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Пусть z ∈ X2 ∩ ([w] − [e]) и [z] ∩ ∆ = {a1, a2}. Тогда a ∈ [z], иначе степени вершин ai в

графе [u] ∩ [z] равны 6 и [a1] ∩ [a2] содержит u,w, z и не менее 8 вершин из [u]. Пусть, для

определенности, a = a2. Если a1 смежна еще с одной вершиной z1 из X2∩ [w], то вершины z, z1

смежны и [z] ∩ [z1] содержит 5 вершин из [u] и не менее 6 вершин из w⊥ − [u]; противоречие.

Значит, [a] и [a1] содержат по 3 вершины из X2, а каждая вершина из ∆ − {a, a1} смежна с 4

вершинами из X2. Поэтому [e] содержит 4 вершины из X2∩ [w] и |X2∩ [w]| = 5. Отсюда [w]− [u]
содержит e, 5 вершин из X2 и 5 вершин из X3. Противоречие с тем, что [a] ∩ [a1] содержит

u,w, z, 4 вершины из ∆, 3 вершины из [u] ∩ [z] − [w] и 2 вершины из ({e} ∪ X3) ∩ [w].

Таким образом, [w] ∩ X2 содержится в [e], |X2 ∩ [w]| = 5 и [w] − [u] содержит 5 вершин

из X3. Если µ(a, e) = 6, то u ∈ X5([a] ∩ [e]) и, как показано выше, [u] ∩ [a] − ∆ ⊂ X2([a] ∩ [e]);
противоречие. Значит, µ(a, e) ≥ 8.

Допустим, что a смежна с 2 вершинами z1, z2 из X2 ∩ [w]. Положим [zi] ∩ ∆ = {a, ai} для

i = 1, 2. По лемме 2.2 подграф [z1] ∩ [z2] содержит a,w, e, 3 вершины из [a] ∩ [u] − [w] и 3

вершины из [a] ∩ [w] − [u]. Пусть a1 смежна с двумя вершинами из X2 ∩ [w]. Тогда [a] ∩ [a1]
содержит 2 вершины из [w]− [u], поэтому [z1] содержит 4 вершины из X3 ∩ [w] и [z1]∩ [u]− [w]
содержит 5 вершин из [e] ∩ [u] − [w]. Пусть a1 смежна с единственной вершиной из X2 ∩ [w].
Тогда [a1] содержит 3 вершины из X3 ∩ [w]. Если одна из вершин в [a1] ∩ X3 ∩ [w] не смежна

с z1, то [a]∩ [a1] содержит точно одну вершину из [w]− [u]. Если же [a1]∩X3 ∩ [w] содержится

в [z1], то точно одна вершина из [a1] ∩ X3 ∩ [w] попадает в [a]. В любом случае [z1] содержит

5 вершин из X3∩ [w]. Поэтому [z1]∩ [u]− [w] = [e]∩ [u]− [w]. Так как [z1]∩ [z2] содержит a, e, w и

3 вершины из X3 ∩ [w], то [z1]∩ [z2] содержит 4 вершины из [e]∩ [u]− [w]. Противоречие с тем,

что z1, z2 смежны с тройками вершин из X2 ∩ [w] и [z1] ∩ [z2] содержит вершину из X2 ∩ [w].

Допустим, что a не смежна с вершинами из X2 ∩ [w]. Для вершины z из X2 ∩ [w] положим

[z]∩∆ = {a1, a2}. Тогда [a1]∩ [a2] содержит z, e и 2 вершины из [u]− [w], поэтому [z] содержит

не менее 4 вершин из X3 ∩ [w]. Положим [ai]∩X2 ∩ [w] = {z, zi} для i = 1, 2. Если [z] содержит

5 вершин из X3∩ [w], то [z]∩ [u]− [w] содержит 1 вершину из [a1]− [e], 3 из [a1]∩ [e] и 2 вершины

из [e] − [a1]. Аналогично, [z1] ∩ [u] − [w] содержит 2 вершины из [a1] − [e], 2 из [a1] ∩ [e] и 2

вершины из [e]− [a1]. Противоречие с тем, что [z]∩ [z1] содержит a, e, w, 4 вершины из X3 ∩ [w]
и 4 вершины из [u] − [w]. Значит, любая вершина из X2 ∩ [w] смежна точно с 4 вершинами из

X3 ∩ [w] и с 3 из X2 ∩ [w]; противоречие с тем, что число ребер в X2 ∩ [w] равно 15/2.

Итак, a смежна точно с одной вершиной z из X2 ∩ [w]. Тогда [a]∩ [w] содержит 4 вершины

из X3. Положим X3 ∩ [w]− [a] = {c}. Если вершина z смежна с c, то степень z в графе [a]∩ [e]
равна 6, поэтому [a]∩ [e]∩ [z] содержит w, вершину из ∆ и 4 вершины из [u]− [w]. В этом случае

µ(a, e) = 11 и µ(x, e) = 8 для любой вершины x из Γ2(e)−{a, u}. Отсюда Γ− (c⊥ ∪ e⊥) = {a, u}
и µ(a, c)+µ(u, c) = 22. Значит, µ(a, c) = 13 и [a]∩ [c] содержит w, z, 2 вершины из ∆, 4 вершины

из X3 ∩ [w] и 5 из [u] − [w]. Противоречие с тем, что [c] ∩ [e] содержит w, 3 вершины из ∆, 3

вершины из X2 ∩ [w] и не менее 4 вершин из [u] − [w].

Таким образом, вершина z не смежна с c, степень z в графе [a] ∩ [e] равна 5, поэтому

[a] ∩ [e] ∩ [z] содержит w, вершину из ∆ и 3 вершины из [u] − [w]. В этом случае µ(a, e) = 10.
Если µ(c, e) = 8, то Γ− (c⊥ ∪ e⊥) = {a, u} и µ(a, c)+ µ(u, c) = 21. Поэтому µ(a, c) = 12 и [a]∩ [c]
содержит w, 2 вершины из ∆, 4 вершины из X3 ∩ [w] и 5 из [u]− [w]. Противоречие с тем, что

[c] ∩ [e] содержит w, 3 вершины из ∆, 3 вершины из X2 ∩ [w] и не менее 3 вершин из [u] − [w].
Значит, µ(c, e) = 9 и µ(x, e) = 8 для любой вершины x из Γ2(e) − {a, c, u}. Так как степень a в

графе [u] ∩ [z] не больше 6, то Γ − (u⊥ ∪ z⊥) содержит c и вершину z1 из X2 ∩ [w].

Если Γ − (c⊥ ∪ e⊥) содержит вершину y из [w] − [u], то [c] ∩ [w] содержит по 3 вершины

из ∆, X3 ∩ [w] и 4 из X2 ∩ [w]. Так как Γ − (y⊥ ∪ e⊥) = {u, c}, то µ(u, e) = µ(y, c) = 11.
Далее, Γ − (c⊥ ∪ u⊥) = {e, y, z}, µ(u, e) = µ(y, c) = 11 и µ(u, y) = µ(e, c) = 9, поэтому µ(u, z) =
µ(z, c) = 8. Отсюда [c]∩[z] содержит w, по 3 вершины из X2∩[w], X3∩[w] и вершину из [u]−[w].
Аналогично, [c]∩ [e] содержит w, 3 вершины из ∆, 4 из X2 ∩ [w], и вершину из [u]− [w]. Теперь

[u] − ([w] ∪ [c]) содержится в [e] ∩ [z], а подграф [a] ∩ [c] содержит w и по 3 вершины из ∆,

X3 ∩ [w] и из [u] − [w].
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Имеем Γ − (c⊥ ∪ e⊥) = {a, y, u}, µ(a, e) = µ(a, c) = 10, µ(u, e) = 11, µ(u, c) = 9 и µ(e, y) = 8,
поэтому µ(y, c) = 10. С другой стороны, Γ−(y⊥∪e⊥) = {u, c}, µ(u, e) = 11 и µ(u, y) = µ(e, c) = 9,
поэтому µ(y, c) = 11; противоречие.

Если Γ− (c⊥ ∪ e⊥) содержит вершину f из [u]− [w], то [c] ∩ [w] содержит по 3 вершины из

∆, X2 ∩ [w] и 4 из X3 ∩ [w]. В этом случае [c] ∩ [e] содержит w, точно 2 вершины из [u]− [w], 3

вершины из ∆ и 3 из X2 ∩ [w]. Так как µ(u, c) = 9, µ(u, e) = 11, то µ(f, c) − µ(f, e) = 2. Пусть

[f ] содержит δ вершин из [c] ∩ [e]. Если µ(f, e) = 8, то [f ] содержит 8 − δ вершин из [e] − [c] и

10− δ вершин из [c]− [e]. Противоречие с тем, что тогда [f ] содержит 18− δ вершин из [c]∪ [e]
и не более 2 вершин из Γ− (c⊥∪e⊥). Значит, µ(f, e) = 9, [f ] содержит 9− δ вершин из [e]− [c] и

11− δ вершин из [c]− [e]. Таким образом, [f ] содержит 20− δ вершин из [c]∪ [e] и 1+ δ вершин

из {a, u}. Противоречие с тем, что |[c]− [e]| = 8, а [f ] содержит не менее 10 вершин из [c]− [e].

Лемма 2.6. Параметр x5 не равен 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x5 = 0. Тогда x2 = 12, x3 = 4, x4 = 6 и [w]− [u] содержит

6 вершин из X2, 2 вершины из X3 и 3 из X4.

Пусть z ∈ X2 ∩ [w], ∆∩ [z] = {a1, a2}. Тогда [ai]∩X2 ∩ [w] = {z, zi} и по лемме 2.2 подграф

[ai] содержит u,w, 5 вершин из ∆, 3 вершины из ([u] − [w]) ∩ [z] ∩ [zi], по одной вершине

из ([u] − [w]) ∩ ([z] − [zi]) и из ([u] − [w]) ∩ ([zi] − [z]), и 5 вершин из ([w] − [u]) ∩ [z] ∩ [zi].
Поэтому [z] ∩ [w] − [u] содержит z1, z2, вершину из [a1] ∩ [a2], по 2 вершины из [a1] − [a2] и из

[a2] − [a1] и вершину y вне [a1] ∪ [a2]. Отсюда [z] ∩ [z1] ∩ [w] − [u] содержит 3 вершины из [a1],
а также z2 и y. Таким образом, либо ∆ ∩ [z1] = {a1, a3}, ∆ ∩ [z2] = {a2, a4} и ∆ ∩ [y] = {a3, a4},
либо ∆ ∩ [z1] = {a1, a3}, ∆ ∩ [z2] = {a2, a3} и y /∈ X2. Но в первом случае степени вершин

из X2 ∩ [w] − {z, z1, z2, y} в графе X2 ∩ [w] не больше 1; противоречие. Так как вершина y

не смежна ни с одной вершиной из {a1, ..., a3}, то y ∈ X3. Аналогично, X2 ∩ [w] − {z, z1, z2}
является 3-кокликой из окрестности некоторой вершины y′ из X3. Противоречие с тем, что

вершина x из X4 ∩ [w] не смежна с вершинами из X2 ∩ [w] и |[x] ∩ [w]| ≤ 9. Лемма доказана.

Из лемм 2.5 и 2.6 следует теорема 2.

3. Хорошие пары в графах с k = 3b1 − 1

В этом параграфе Γ является связным реберно регулярным графом с параметрами (v, k, λ)
и k = 3b1 − 1. По следствию из [8] граф Γ является многоугольником, графом икосаэдра или

графом диаметра 2 с не более чем 2k-вершинами. Если Γ является n-угольником для n ≥ 5
или графом икосаэдра, то любая пара вершин, находящихся на расстоянии 2 друг от друга,

является хорошей.

Лемма 3.1. Пусть w, z — смежные вершины из Γ2(u), µ(u,w) = b1 и µ(u, z) = b1 + 1.
Тогда [u]∩[w]∩[z] содержит единственную вершину a, [w]−([u]∪z⊥) содержит единственную

вершину z∗, [a] ∩ [u] содержит по b1 − 1 вершин из [w] и из [z], и [a] − u⊥ содержит b1 − 2
вершин из [w] ∩ [z].

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 1.6 подграф [u] ∩ [w] ∩ [z] содержит единственную

вершину a, [a]∩ [u] содержит по b1 − 1 вершин из [w] и из [z]. Так как [w]− z⊥ содержит b1 − 1
вершин из [u], то [w]−([u]∪z⊥) содержит единственную вершину z∗. Так как степень a в графе

[u] ∩ [z] равна b1 − 1, то [a] − u⊥ содержит b1 − 2 вершин из [w] ∩ [z]. Лемма доказана.

В леммах 3.2, 3.3 будем предполагать, что диаметр Γ равен 2, и для некоторой вершины

u ∈ Γ подграф Γ2(u) содержит две вершины w, z, образующие хорошие пары с u.

Лемма 3.2. Пусть вершины w, z смежны. Тогда [w] ∩ [z] не пересекает [u], Γ2(u) =
{w, z} ∪ ([w] ∩ [z]), b1(b1 − 1) делится на 3 и µ(u, y) ≥ b1 + 3 для любой вершины y из [w] ∩ [z].
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что [w] ∩ [z] пересекает [u]. По лемме 1.6 подграф

[u] ∩ [w] ∩ [z] содержит единственную вершину a, [a] ∩ [u] содержит по b1 − 1 вершин из [w] и

из [z].

Если Γ2(u) не содержится в [w]∪ [z], то для x ∈ Γ2(u)− ([w]∪ [z]) получим µ(a, x) ≤ b1 − 2;
противоречие. Поэтому Γ2(u) ⊂ [w] ∪ [z], причем Γ2(u) содержит единственную вершину w∗

вне w⊥ и единственную вершину z∗ вне z⊥. Итак, v = 5b1 + 1, λ = 2b1 − 2, поэтому b1 − 1
делится на 3.

По лемме 1.1 имеем µ(u,w∗) = µ(w,w∗). Пусть [w∗] содержит α вершин из [u] ∩ [z].

Если вершины w∗, z∗ смежны, то [w∗] содержит b1−1 вершин из [u]−([w]∪ [z]) и µ(u,w∗) =
α + b1 − 1. В этом случае [w] ∩ [w∗] содержит z, z∗ и α + b1 − 3 вершин из [w] ∩ [z], поэтому

α + (α + b1 − 3) = 2b1 − 2 и α = (b1 + 1)/2. Если вершины w∗, z∗ не смежны с некоторой

вершиной из [u]− ([w]∪ [z]), то [w∗]− (z∗)⊥ содержит z, (b1 +1)/2 вершин из [u]∩ [z] и (b1−3)/2
вершин из [w]∩ [z]−{d}. Противоречие с тем, что [w∗]∩ [z∗] содержит b1 − 1 вершин из [u] и b1

вершин из [w] ∩ [z]. Если вершины w∗, z∗ несмежны с разными вершинами из [u] − ([w] ∪ [z]),
то [w∗]− (z∗)⊥ содержит z, вершину из [u]− ([w]∪ [z]), (b1 +1)/2 вершин из [u]∩ [z] и (b1 − 5)/2
вершин из [w] ∩ [z] − {d}. Противоречие с тем, что [w∗] ∩ [z∗] содержит b1 − 2 вершин из [u] и

b1 + 2 вершин из [w] ∩ [z].

Значит, вершины w∗, z∗ не смежны. Поэтому [w∗] содержит b1 вершин из [u] − ([w] ∪ [z]) и

µ(u,w∗) = α + b1. В этом случае [w]∩ [w∗] содержит z и α + b1 − 1 вершин из [w]∩ [z], поэтому

α + (α + b1 − 1) = 2b1 − 2 и α = (b1 − 1)/2. По лемме 1.1 подграф [u] − ([w] ∪ [z]) является

b1-кликой.

Пусть d ∈ [w] ∩ [z] − {a} и [d] содержит γ вершин из [u] − ([w] ∪ [z]).

Если d ∈ [w∗]∩ [z∗], то [d] содержит по b1 − 1− γ вершин из [u]∩ [w]−{a}, [u]∩ [z]−{a}. В

случае, когда вершины a, d смежны, подграф [a]−d⊥ содержит 2γ+1 вершин из u⊥ и b1−2γ−1
вершин из [w]∩ [z]−{a, d}, подграф [d]−a⊥ содержит w∗, z∗, γ вершин из [u] и b1−2−γ вершин

из [w]∩ [z]−{a, d}. Поэтому [w]∩ [z]−{a} содержит d, b1 − 2γ − 1 вершин из [a]− d⊥, b1 − 2− γ

вершин из [d] − a⊥ и 3γ − 1 вершин из [a] ∩ [d]. В итоге [a] ∩ [d] содержит w, z, 2(b1 − γ − 1)
вершин из [u]∩ ([w]∪ [z]) и 3γ − 1 вершин из [w]∩ [z]; противоречие. Таким образом, [w∗]∩ [z∗]
не пересекает [a] ∩ [w] ∩ [z].

С другой стороны, [w∗] ∩ [z∗] содержит не менее (3b1 − 3) − (2b1 − 3) = b1 вершин из

[w]∩ [z]−{a}, [a] содержит b1 − 2 вершин из [w]∩ [z]−{a}, |[w]∩ [z]−{a}| = 2b1 − 3 и [w∗]∩ [z∗]
пересекает [a] ∩ [w] ∩ [z]; противоречие.

Значит, [u] ∩ [z] не пересекает [w]. Тогда [w] − [z] содержит b1 вершин из [u], поэтому

Γ2(u) = {w, z} ∪ ([w] ∩ [z]). Отсюда v = 5b1 и b1(b1 − 1) делится на 3.

Пусть y ∈ [w]∩ [z]. Если µ(u, y) = b1, то, как показано выше, подграф [u]∩ [y] не пересекает

[w] и [z]; противоречие. Если µ(u, y) = b1 + 1, то ввиду леммы 3.1 подграф [u] ∩ [y] содержит

вершину d из [w], вершину e из [z] и b1−1 вершин из [u]− ([w]∪ [z]). Подграф [u]∩ [d] содержит

по b1 − 1 вершин из [w] и из [u] − [w], поэтому [d] ∩ [u] ∩ [z] ⊂ {e} и µ(d, z) ≤ b1 + 1. Далее,

Γ2(u)− y⊥ содержит единственную вершину y∗, причем по лемме 1.1 имеем µ(u, y∗) = µ(y, y∗).
Заметим, что [d]−y⊥ содержит u и b1 −1 вершин из [u]∩ [w], поэтому вершины d, e не смежны

с y∗. Если [y∗] содержит β вершин из [u] − ([w] ∪ [z]), то [y∗] содержит по b1 − β вершин из

[u]∩ [w] и из [u]∩ [z], в частности, µ(u, y∗) = 2b1−β. Далее, [w]∩ [y∗] содержит z, b1−β вершин

из [u] и b1 + β − 3 вершин из [w] ∩ [z]. Теперь µ(y, y∗) = 2 + β + (b1 − 3 + β) и b1 + 1 = 3β;

противоречие с тем, что b1(b1 − 1) делится на 3.

Если µ(u, y) = b1 + 2, то ввиду леммы 1.7 подграф [u] ∩ [y] содержит либо по 2 вершины

из [w] и из [z], либо не менее b1/2 + 2 вершин в одном из подграфов [w], [z] и 2 вершины

в другом. Допустим, что [u] ∩ [y] содержит 2 вершины из [z] и δ ≥ b1/2 + 2. Тогда [w] ∩ [y]
содержит вершину z, несмежную с вершинами из [u]∩ [w]∩ [y]. Ввиду теоремы 1 из [9] получим

b1/2 + 2 ≤ δ ≤ 3 и b1 ≤ 2; противоречие.

Итак, [u] ∩ [w] ∩ [y] = {a1, a2} и [u] ∩ [z] ∩ [y] = {c1, c2}. Положим [w] ∩ [z] − y⊥ = {y′, y′′} и

Σ = [w] ∩ [z] ∩ [y]. Тогда |Σ| = 2b1 − 5, [u] ∩ [ai] содержит b1 − 1 вершин из [u] ∩ [w] и не менее
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b1 −2 вершин из [u]∩ [y]− [w], а [a1]∩ [a2] содержит u,w, y, b1 −2 вершин из [u]∩ [w] и не менее

b1 − 4 вершин из [u] ∩ [y] − [w]. Если a1 смежна с вершиной из {y′, y′′}, то [u] ∩ [a1] содержит

по b1 − 1 вершин из [u] ∩ [w] и из [u] ∩ [y] − [w], а [a1] ∩ [a2] содержит u,w, y, b1 − 2 вершин

из [u] ∩ [w] и b1 − 3 вершин из [u] ∩ [y] − [w], поэтому a2 не смежна ни с одной вершиной из

{y′, y′′}. Если же a1 и a2 не смежны ни с одной вершиной из {y′, y′′}, то [a1] ∩ [a2] содержит

u,w, y, b1 − 2 вершин из [u] ∩ [w], b1 − 4 вершин из [u] ∩ [y] − [w] и точно одну вершину из Σ.

Пусть ai смежна с βi вершинами из {c1, c2}. Если βi = 0, то µ(ai, z) ≤ b1 + 1.

Допустим, что β1 = β2 = 0. Так как [a1] ∩ [a2] ∩ [z] содержит w, y, то µ(a1, z) = µ(a2, z) =
b1 + 1. Далее, [a1] ∩ [a2] содержит вершину u, несмежную с вершинами из [a1] ∩ [a2] ∩ [z], и

по теореме 1 из [9] имеем |[a1] ∩ [a2] ∩ [z]| ≤ 3, причем в случае |[a1] ∩ [a2] ∩ [z]| = 3 имеем

b1 = 6, k = 17. Противоречие с предложением. Итак, [a1]∩ [a2]∩ [z] = {w, y} и [w]∩ [y] содержит

a1, a2, z и по b1 − 2 вершин из [a1] ∩ [z] и из [a2] ∩ [z]; противоречие.

Пусть вершина a1 смежна с вершиной y′. Тогда [a1] содержит вершину из {c1, c2} и µ(a1, z) ≤
b1 + 2. Если [a1] содержит {c1, c2}, то µ(a1, z) = b1 + 2 и вершина y′ смежна с одной из вершин

c1, c2, скажем с c1. Тогда Σ содержит b1−3 вершин из [c1] и b1−2 вершин из [c2]. Далее, [a1]∩[c1]
содержит u, y, y′, a2, c2 и b1−4 вершин из Σ. Противоречие с тем, что [a1]∩[c2] содержит u, y, c1,

не более одной вершины из Σ и не более b1 − 3 вершин из [u] ∩ [y] − {a1, c1, c2}. Значит, [a1]
содержит точно одну вершину из {c1, c2}, скажем c1. Тогда µ(a1, z) = b1 + 1 и вершина y′

смежна с c1. Далее, [a1] ∩ [c1] содержит u, y, y′ и b1 − 3 вершин из Σ. Противоречие с тем, что

[a1]∩ [c2] не пересекает Σ и содержит u, y, a2, c1 и не более b1−3 вершин из [u]∩ [y]−{a1, c1, c2}.

Значит, любая из вершин a1, a2, c1, c2 не смежна ни с одной вершиной из {y′, y′′}. Поэтому

Σ содержит единственную вершину из [c1]∩ [c2]. Если a1 ∈ [c1]∩ [c2], то [a1]∩ [c1]∩ [z] содержит

y не более 2 вершин из [u] ∩ [z] и не менее b1 − 4 вершин из Σ. Аналогично, [a1] ∩ [c2] ∩ [z]
содержит не менее b1 − 4 вершин из Σ, поэтому 2(b1 − 4) − (b1 − 2) ≤ 1 и b1 ≤ 7. Отсюда

b1 = 7, k = 20, λ = 12 и [a1] ∩ [z] содержит вершину из [u] − [y]. Далее, a2 смежна с одной из

вершин c1, c2, скажем с c1. Тогда [a1] ∩ [c1] содержит u, y, по 2 вершины из [u] ∩ [w], [u] ∩ [z],
3 вершины из Σ и 3 вершины из [u] ∩ [y] − ([w] ∪ [z]), поэтому [u] ∩ [y] − a⊥

1
= [u] ∩ [y] − c⊥

1
.

Противоречие с тем, что [a1] ∩ [c2] содержит u, y, 2 вершины из [u] ∩ [z], 3 вершины из Σ и не

более 3 вершин из ([u] ∩ [y] − ([w] ∪ [z])) ∪ ([u] ∩ [w]).

Итак, [ai] не содержит {c1, c2} и [cj ] не содержит {a1, a2}. Без ограничения общности верши-

ны a1, c1 смежны и вершины a2, c2 смежны. Пусть µ(a1, z) = µ(a2, z) = b1 + 1. Тогда (z, a1, a2)
является почти хорошей тройкой и [a1] ∩ [a2] ∩ [z] = {w, y, x} для некоторой вершины x из Σ;

противоречие с леммой 1.7. Теперь можно считать, что µ(a1, z) = b1 + 2. Тогда (z, u, a1) явля-

ется почти хорошей тройкой и [u] ∩ [a1] ∩ [z] = {c1, c3} для некоторой вершины c3 из [u] ∩ [z].
Далее, [c1]∩ [c3] содержит u, a1, z, b1−2 вершин из [u]∩ [z] и b1 −3 вершин из [a1]∩ [z], поэтому

[c1]∩[c3] не пересекает Σ и вершина c3 смежна с a2. Противоречие с тем, что [a1]∩[a2] содержит

u,w, y, c3, b1−2 вершин из [u]∩[w], вершину из Σ и не менее b1−4 вершин из [u]∩[y]−([w]∪[z]).

Лемма 3.3. Пусть вершины w, z не смежны и µ = µ(w, z). Тогда выполняются следую-

щие утверждения:

(1) Γ2(u) ⊂ w⊥ ∪ z⊥, |Γ2(u)| = 4b1 − µ и (b1 − 1)(µ − b1) делится на 3;

(2) если µ(u, y) ≤ b1 + 2 для некоторой вершины y ∈ Γ2(u) − {w, z}, то µ(u, y) = b1 + 2,
y /∈ [w] ∩ [z], b1 + 8 ≤ µ ≤ 3b1/2 − 1 и b1 ≥ 18;

(3) b1 + 8 ≤ µ ≤ 2b1 − 3 и b1 ≥ 13.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как диаметр Γ равен 2, то |[w]−([u]∪[z])| = |[z]−([u]∪[w])| =
2b1 − 1 − µ и |Γ2(u) ∩ (w⊥ ∪ z⊥)| = 4b1 − µ. Если Γ2(u) − (w⊥ ∪ z⊥) содержит вершину x, то

µ(u, x) ≤ b1 − 1; противоречие.

Значит, Γ2(u) ⊂ w⊥ ∪ z⊥. Поэтому |Γ2(u)| = 4b1 − µ и (b1 − 1)(µ − b1) делится на 3. Если

[z] ⊂ [w] ∪ [u], то µ = 2b1 − 1, |Γ − (u⊥ ∪ w⊥)| = 1 и по лемме 1.1 имеем µ(u, z) = µ. Отсюда

b1 = 1 и Γ является 5-угольником; противоречие с тем, что вершины w, z не смежны.
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Пусть µ = 2b1−2. Тогда [w]−([u]∪ [z]) содержит единственную вершину z∗ и [z]−([u]∪ [w])
содержит единственную вершину w∗. Далее, [z∗]−w⊥ содержит вершину w∗ и все b1−1 вершин

из [u] − ([w] ∪ [z]). Если [w∗] содержит α вершин из [u] ∩ [z], то число ребер между [u] − [w] и

[w] ∩ [z] равно (2b1 − 1)(b1 − 2) + (b1 − α). С другой стороны, вершина x из [w] ∩ [z] смежна

с b1 − 2 вершинами из [u] − [w], если x смежна с z∗; смежна с b1 − 1 вершинами из [u] − [w],
если x не смежна с z∗, поэтому указанное число ребер равно (2b1 − 2)(b1 − 2) + α. Отсюда

α = b1 − 1. Симметрично, [z∗] содержит по b1 − 1 вершин из [u]∩ [w] и из [w]∩ [z], в частности,

пары w,w∗ и z, z∗ являются хорошими. Положим Σ = [w] ∩ [z] ∩ [w∗], {a} = [u] ∩ [z] − [w∗],
{c} = [u] ∩ [w] − [z∗]. Так как пары w,w∗ и z, z∗ являются хорошими, то любая вершина из Σ
не смежна ни с a, ни с c. Подграф [a] − u⊥ содержит z и все b1 − 1 вершин из [w] ∩ [z] − Σ.

Поэтому [a] ∩ [z∗] содержится в [u] и mu(a, z∗) ≤ b1 − 1; противоречие.

Выберем вершину y из Γ2(u)−{w, z}. Пусть µ(u, y) = b1. Если y ∈ [w]∩ [z], то по лемме 3.1

подграф [u] ∩ [y] не пересекает ни [w] и ни [z]; противоречие. Если же y ∈ [w] − [z], то [u] ∩ [y]
пересекает [z]; противоречие.

Пусть µ(u, y) = b1 + 1. Тогда y ∈ [w]∩ [z], [u]∩ [y] содержит вершину d из [w], вершину e из

[z] и b1 − 1 вершин из [u] − ([w] ∪ [z]). Противоречие с тем, что |[y] − w⊥| = b1 + 1.

Пусть µ(u, y) = b1 + 2. Если y ∈ [w] ∩ [z], то [u] ∩ [y] содержит либо по 2 вершины из [w],
[z] и b1 − 2 вершин из [u] − ([w] ∪ [z]), либо 2 вершины из [w], δ ≥ b1/2 + 2 вершин из [z] и

b1 − δ вершин из [u] − ([w] ∪ [z]), либо не менее b1/2 + 2 вершин из [w] и из [z]. В первых двух

случаях имеем |[y]−w⊥| = b1 +1, а в последнем µ(u, y) ≥ b1 +4. Если y ∈ [z]− [w], то [u]∩ [y] не

пересекает [w] и содержит δ ≥ b1/2+2 вершин из [z], b1 +2− δ ≤ b1/2 вершин из [u]− ([w]∪ [z])
и δ − 2 ≥ b1/2 вершин из [w] − [z]. Поэтому 2b1 − µ − 1 ≥ b1/2 и µ ≤ 3b1/2 − 1.

Итак, число ребер между [u] и Γ2(u) равно b1(3b1 − 1), но не меньше 2b1 +µ(b1 +3)+ (4b1 −
2µ − 2)(b1 + 2). Отсюда µ ≥ (b2

1
+ 9b1 − 4)/(b1 + 1) = b1 + 8 − 12/(b1 + 1). Так как b1 ≥ 7, то

b1 + 7 ≤ µ ≤ 2b1 − 3 и b1 ≥ 10. Заметим, что в случае b1 = 10 имеем k = 29, µ = 17, v = 53;
противоречие с тем, что число kv четно. В случае b1 = 11 имеем k = 32 и µ ∈ {18, 19};
противоречие с тем, что (b1 − 1)(µ − b1) не делится на 3. В случае b1 = 12 имеем k = 35 и

µ ∈ {19, 20, 21}. Далее, (b1−1)(µ−b1) делится на 3, поэтому µ = 21 и v = 63; снова противоречие

с тем, что число kv четно. Итак b1 ≥ 13. Напомним, что µ ≥ b1+8−12/(b1 +1). Так как b1 ≥ 13,
то µ ≥ b1 + 8.

Если µ(u, y) = b1+2 для некоторой вершины y ∈ Γ2(u), то указанное число ребер не меньше

2b1 + µ(b1 + 3) + (4b1 − 2µ − 2)(b1 + 2). Отсюда b1 + 8 ≤ µ ≤ 3b1/2 − 1 и b1 ≥ 18.

Пусть µ(u, y) ≥ b1 + 3 для любой вершины y ∈ Γ2(u). Тогда число ребер между [u] и Γ2(u)
не меньше (4b1 − µ)(b1 + 3) − 6, поэтому µ ≥ b1 + 10 − 36/(b1 + 3). В случае µ = b1 + 7 имеем

7 ≤ b1 ≤ 9. Если b1 = 9, то vkλ не делится на 3. Если b1 = 8, то vk нечетно. Поэтому b1 = 7,
k = 20, λ = 12, µ = 14 и b1 + µ > k; противоречие.

Итак b1 + 8 ≤ µ ≤ 2b1 − 3. В случае b1 = 11 имеем µ = 19 и vkλ не делится на 3. В случае

b1 = 12 имеем k = 35 и µ ∈ {20, 21}. Далее, (b1 − 1)(µ − b1) делится на 3, поэтому µ = 21 и

v = 63; противоречие с тем, что число kv четно. Итак b1 ≥ 13. Лемма доказана.

Заметим, что при малых b1 возможны только следующие случаи: (b1, v) = (13, 68), (13, 69),
(14, 72), (15, 78), (15, 81), (16, 84), (16, 86), (17, 90), (17, 93).

До конца параграфа будем предполагать, что диаметр графа Γ равен 2 и в Γ нет вершин,

лежащих в двух хороших парах, но некоторая вершина u ∈ Γ лежит в хорошей паре {u,w}.
Положим |Γ − (u⊥ ∪ w⊥)| = α.

Лемма 3.4. Если v > 6b1 − 8, то выполняются следующие утверждения:

(1) [w] − [u] содержит не более одной вершины z такой, что µ(u, z) = b1 + 1;

(2) b1 − 7 ≤ α ≤ b1 − 6 и v ≤ 6b1 − 6.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Допустим, что [w] − [u] содержит вершину z с µ(u, z) = b1 + 1.
Тогда [u] ∩ [w] ∩ [z] содержит единственную вершину a и [z] ⊂ [u] ∪ w⊥.



132 А.А.Махнев, Н.В.Чуксина

Если [w]− [u] содержит еще одну вершину y с µ(u, y) = b1 + 1, то (u, y, z) — почти хорошая

тройка и [u] ∩ [w] ∩ [y] содержит единственную вершину c. Положим |[u] ∩ [y] ∩ [z]| = δ.

По предложению 1 имеем δ ≤ 2. В случае [u]∩[y]∩[z] = {e} вершина e смежна с вершиной из

{a, c}. Если a, c ∈ [e], то [a] содержит вершину из [u]∩ [z]−e⊥, поэтому [a]∩ [c] содержит e, u,w,

b1 − 2 вершин из [u] ∩ [w] и b1 − 2 вершин из [e] ∩ [w] − {y, z}; противоречие. Без ограничения

общности, e ∈ [a]− [c]. Снова [a] содержит вершину из [u]∩ [z]− e⊥, поэтому [a]∩ [w] содержит

b1 − 1 вершин из [u] и b1 вершин из [e] ∩ [w]; противоречие.

В случае [u] ∩ [y] ∩ [z] = {d, e} подграф [d] ∩ [e] содержит u, y, z, и либо по b1 − 3 вершин

из [u] ∩ [y], [u] ∩ [z] и единственную вершину из [y] ∩ [z] − ({w} ∪ [u]), либо 2b1 − 5 вершин из

[u]∩ ([y]∪ [z]). Если вершина a смежна с d, e, то [a]∩ [d] содержит u,w, b1−3 вершин из [u]∩ [z],
быть может, c, не более одной вершины из [u]−([y]∪[z]) и не менее b1−3 вершин из [y]∩[z]−[u].
Противоречие с тем, что тогда [a]∩ [e] содержит не более одной вершины из [y]∩ [z]− [u]. Если

вершина a смежна с d, а c смежна с e, то [a] ∩ [c] содержит u,w, b1 − 2 вершины из [u] ∩ [w], и

b1 − 2 вершин из [y] ∩ [z] − {w}. Противоречие с тем, что тогда [a] ∩ [d] или [c] ∩ [e] содержит

не более одной вершины из [y] ∩ [z] − [u]. Итак, можно считать, что вершины a, c смежны с d.

Тогда [d]−a⊥ содержит y, e и b1 − 2 вершин из [u]∩ [y]− [z], [a]− d⊥ содержит z, b1 − 2 вершин

из [u] ∩ [w] − {c} и вершину из [y] ∩ [z] − [u]. Противоречие с тем, что тогда [u] ∩ [d] содержит

e и лишь по b1 − 2 вершин из [u] ∩ [y, [u] ∩ [z]. Утверждение (1) доказано.

Число ребер между Γ − (u⊥ ∪ w⊥) и [u] ∪ [w] не меньше α(k − α + 1). Поэтому можно

считать, что число ребер между [u] и Γ2(u) не меньше α(3b1 − α)/2 + 2b1(b1 + 2) − 3, поэтому

α2 − 3b1α + 2b2

1
− 10b1 + 6. Так как (b1 + 10)2 ≥ 9b2

1
− 4(2b2

1
− 10b1 + 6), то b1 − 8 ≤ α ≤ b1 − 5.

Пусть α = b1 − 5. Тогда можно считать, что число ребер между [u] и Γ2(u) не меньше

(2b1 + 5)(b1 − 5)/2 + 2b1(b1 + 2) − 3, поэтому b1 ≤ 31/5; противоречие. Итак, α ≤ b1 − 6 и

v ≤ 6b1 − 6. Лемма доказана.

Из лемм 3.1–3.4 следует, что выполняется одно из утверждений (1) или (2) из заключения

следствия.

4. Графы без хороших пар

В этом параграфе Γ является связным реберно регулярным графом с параметрами (v, k, λ)
диаметра 2, k = 3b1 − 1 и в Γ нет хороших пар.

Лемма 4.1. Если Γ не содержит почти хороших пар, то v ≤ 6b1 − 6, причем в случае

v = 6b1 − 6 имеем 6 ≤ b1 ≤ 11.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Γ не содержит почти хороших пар. Тогда (v− k− 1)(b1 +
2) ≤ 3b2

1
− b1, поэтому v ≤ 6b1 − 7 + 14/(b1 + 2) и v ≤ 6b1 − 6. В случае v = 6b1 − 6 имеем

b1 ≤ 12, причем в случае b1 = 12 граф Γ сильно регулярен с параметрами (66, 35, 22, 14).

Противоречие с тем, что (λ − µ)2 − 4(k − µ) = 148 не является квадратом. Лемма доказана.

До конца параграфа будем предполагать, что Γ содержит почти хорошую пару {u,w}.
Тогда b1 > 6.

Лемма 4.2. Пусть [w] − [u] содержит вершину z с µ(u, z) = b1 + 1, ∆ = [u] ∩ [w] ∩ [z],
δ = |∆|, Σ = [w] ∩ [z] − [u] и Λ = Γ − (u⊥ ∪ [w] ∪ [z]). Тогда выполняется одно из следующих

утверждений:

(1) δ = 1, µ(u, y) ≥ b1 + 2 для любой вершины y ∈ Λ, |Λ| ≤ (b1 − 1)/2 и v ≤ 5b1 + (b1 − 3)/2;
(2) δ = 2, µ(u, y) ≥ b1 +2 для любой вершины y ∈ Λ, |Λ| ≤ (2b1 − 5)/3 и v ≤ 5b1 +(b1 − 3)/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду предложения 1 имеем δ ≤ 2. Пусть δ = 1. Тогда ∆ = {a},
[u]∩[a] содержит по b1−1 из [w] и из [z], поэтому [u]∩[w] содержит единственную несмежную с a

вершину c и [u]∩[z] содержит единственную несмежную с a вершину e. Далее, Γ2(u) = {w, z}∪Σ
и |[u] − ([w] ∪ [z])| = b1 − 2.
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Пусть µ(u, y) = b1 +1 для некоторой вершины y ∈ Λ. По утверждению (1) леммы 1.5 имеем

|[u] ∩ [w] ∩ [y]| ≤ 1 и |[u] ∩ [y] ∩ [z]| ≤ 1; противоречие с тем, что тогда µ(u, y) ≤ b1. Значит,

µ(u, y) ≥ b1 + 2 для любой вершины y ∈ Λ и y смежна по крайней мере с 4 вершинами из

[u] ∩ ([w] ∪ [z]). С другой стороны, каждая вершина из [u] ∩ ([w] ∪ [z]) − {a, c, e} смежна не

более чем с 1 вершиной из Λ. Поэтому 4|Λ| ≤ 2b1 − 2 и v ≤ 5b1 + (b1 − 3)/2. Утверждение (1)

доказано.

Пусть δ = 2. Тогда ∆ = {a, d}, [u] ∩ [a] содержит d и по b1 − 2 из [w] и из [z]. Далее,

[w] − ([u] ∪ z⊥) содержит единственную вершину z∗ и [z] − ([u] ∪ w⊥) содержит единственную

вершину w∗. Если a смежна с одной из вершин w∗, z∗, то [a] ∩ [d] содержит u,w, z и 2b1 − 5
вершин из [u] ∩ ([w] ∪ [z]), поэтому d не смежна ни с одной из вершин w∗, z∗ и [u] ∩ ([w] ∪
[z]) − {a, d} содержит не менее 3 вершин, несмежных ни с одной вершиной из Λ. Так как

Γ2(u) = {w, z,w∗, z∗} ∪ Σ ∪ Λ, то |([w] ∪ [z]) − [u]| = 2b1 и |[u] − ([w] ∪ [z])| = b1 − 1.
Пусть µ(u, y) = b1 +1 для некоторой вершины y ∈ Λ. Тогда [u]∩ [y] содержит не более b1−1

вершин из [u]− ([w]∪ [z]) и 2 вершины из [u]∩ ([w]∪ [z]). По утверждению (1) леммы 1.5 имеем

|[u] ∩ [w] ∩ [y]| = |[u] ∩ [y] ∩ [z]| = 1; противоречие с тем, что тогда k = 3b1 − 3.
Значит, µ(u, y) ≥ b1 + 2 для любой вершины y ∈ Λ и y смежна по крайней мере с 3

вершинами из [u] ∩ ([w] ∪ [z]). Пусть y смежна точно с 3 вершинами из [u] ∩ ([w] ∪ [z]). Если

[y] содержит точно 1 вершину x из [u] ∩ ([w] − [z]), то [u] ∩ [x] содержит b1 вершин из [w] и не

менее b1 − 1 вершин из [y] − [w]; противоречие. Если [y] содержит точно 3 вершины x1, x2, x3

из [u] ∩ ([w] − [z]), то [u]∩ [xi] содержит b1 вершин из [w] и не менее b1 − 2 вершин из [y]− [w].
Противоречие с тем, что [x1]∩ [x2] содержит u, y,w, b1 − 1 вершин из [u]∩ [w] и не менее b1 − 3
вершин из [y] − [w].

Значит, любая вершина y ∈ Λ смежна, по крайней мере, с 4 вершинами из [u] ∩ ([w] ∪ [z]).
С другой стороны, каждая вершина из [u]∩([w]∪ [z])−{a, d} смежна не более чем с 1 вершиной

из Λ. Поэтому 4|Λ| ≤ 2b1 − 5 и v ≤ 5b1 + (2b1 − 5)/4. Отсюда v ≤ 5b1 + (b1 − 3)/2.

Лемма 4.3. Если v > 5b1 + (b1 − 3)/2, то вершина u лежит не более чем в двух почти

хороших парах и v ≤ 6b1 − 9 + 16/(b1 + 2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть v > 5b1 + (b1 − 3)/2. По лемме 4.2 подграф [w] − [u] не

содержит вершин, образующих почти хорошие пары с u.

Если Γ2(u)−w⊥ содержит вершину z, образующую почти хорошую пару с u, то по лемме 1.5

подграф [u] ∩ [z] не пересекает [w] и |[u] − ([w] ∪ [z])| = b1 − 3. Отсюда Γ2(u) − {w, z} не

содержит вершин, образующих почти хорошие пары с u, и v−k−1 ≤ (3b2

1
−3b1 −2)/(b1 +2) =

3b1 − 9 + 16/(b1 + 2). Лемма доказана.

Из лемм 4.1–4.3 следует, что выполняется утверждение (3) из заключения следствия.
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УРАВНЕНИЯ ПЕЛЛЯ И ЦЕНТРАЛЬНЫЕ ЕДИНИЦЫ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ

ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ ГРУПП PSL2(q), ГДЕ q НЕЧЕТНО

О.В.Митина

Изучаются группы центральных единиц целочисленных групповых колец групп PSL2(q), где q нечетно.

Получен достаточный критерий разложения этих групп в прямое произведение подгрупп в случае, когда

q ≡ 1(mod 4), q является степенью простого числа и не является квадратом.

Ключевые слова: центральные единицы, групповое кольцо.

Введение

Исследования по теории групп единиц целочисленных групповых колец конечных групп

имеют достаточно большую историю, начатую в 1940 г. знаменитой работой Хигмана [1]. Важ-

ной информацией о группах единиц таких колец являются их центры, которые совпадают

с группами центральных единиц (обратимых элементов центров групповых колец). В рабо-

тах [2, 3] получено описание группы центральных единиц целочисленного группового кольца

группы PSL2(5) ≃ A5. Также в [3] описана группа центральных единиц целочисленного груп-

пового кольца группы PSL2(9) ≃ A6.

В [4] были исследованы группы центральных единиц целочисленных групповых колец

групп PSL2(q), где q нечетно. В частности, оказалось, что такие группы раскладываются

в прямое произведение подгрупп, которые устроены проще, чем вся группа [4, теоремы 1, 2].

В данной работе указаны условия, при которых это разложение можно улучшить в случае,

когда q ≡ 1 (mod 4) и q не является квадратом.

Уравнением Пелля называется уравнение вида x2 − qy2 = 1, где q — целое положительное

число, не являющееся квадратом (см., например, [5, гл. 17, разд. 5]). Это уравнение возни-

кает при исследовании строения групп центральных единиц целочисленных групповых колец

групп PSL2(q), когда q ≡ 1 (mod 4) и q не является квадратом (см. лемму 3). Нас интересуют

только его целочисленные решения.

Основными результатами данной статьи являются теоремы 1 и 2. Встречающиеся в них

обозначения объяснены в разд. 1.

Теорема 1. Пусть V — нормализованная группа центральных единиц целочисленного

группового кольца группы PSL2(q), q ≡ 1 (mod 4) и q является нечетной степенью простого

числа, K = q (q − 1)2/4, (x̂0, ŷ0) — наименьшее целочисленное решение уравнения x2−Ky2 = 1.
Если x̂0 ≡ −1(mod 2q), то

V = A × B × C,

где

A =
{

v ∈ V | βv(ξ1) = βv(ξ2) = 1, βv(θj) = 1 для j = 1, ..., q2

}

=
{

v ∈ V | γv(c) = γv(d), γv(b
m) = 0 для m = 1, ..., q2,

}

,

B =
{

v ∈ V | βv(ξ1) = βv(ξ2) = 1, βv(χi) = 1 для i = 1, ..., q1

}
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=
{

v ∈ V | γv(c)=γv(d), γv(a
l)=0 для l = 1, ..., q1

}

,

C =
{

v ∈ V | βv(χi) = βv(θj) = 1 для i = 1, ..., q1 и j = 1, ..., q2

}

=
{

v ∈ V | γv(b
m) = 0 для m = 1, ..., q2, γv(a

l)=(−1)l−1γv(a) для l=1, . . . , q1+1
}

.

Теорема 2. Пусть q ≡ 1 (mod 4), q не является квадратом, K = q (q − 1)2/4 и (x̂0, ŷ0) —

наименьшее целочисленное решение уравнения x2 − Ky2 = 1. Пусть также q < 150, тогда

x̂0 ≡ 1 (mod 2q) при q ∈ {97, 137} и x̂0 ≡ −1 (mod 2q) при других q.

Доказательства теорем приводятся в разд. 3.

1. Обозначения и известные результаты

О п р е д е л е н и е. Пусть q — целое положительное число, не являющееся квадратом.

Целочисленное решение (x̂, ŷ) уравнения Пелля x2 − qy2 = 1 называется наименьшим, если

при x = x̂, y = ŷ двучлен x +
√

qy имеет наименьшую величину из всех значений, которые

он принимает при подстановке вместо (x, y) любых целых положительных решений этого

уравнения.

Легко проверить, что наименьшее целочисленное решение уравнения x2 − qy2 = 1 единст-

венно.

Лемма 1 [6, теорема II, разд. 4]. Всякое целочисленное решение уравнения x2 − qy2 = 1
при положительном q и иррациональном

√
q имеет вид (±xn,±yn), где для любого целого

положительного n

xn +
√

qyn = (x̂ +
√

qŷ)n

и (x̂, ŷ) — наименьшее целочисленное решение этого уравнения.

Всюду далее

G = PSL2(q), где q ≡ 1(mod 4),

q является нечетной степенью простого числа p. Таблица характеров группы G [7, гл. 7,

разд. Д ] представлена в табл.1 (с немного измененными обозначениями).

Т а б л и ц а 1

g 1 c d a2 al, 1 6 l 6 q1 bm, 1 6 m 6 q2

|CG(g)| |G| q q 2q3 q3 q4
∣

∣gG
∣

∣ 1 2q3q4 2q3q4 qq4 2qq4 2qq3

1G 1 1 1 1 1 1

ξ1 q4 (1 +
√

q)/2 (1 −
√

q)/2 (−1)q1+1 (−1)l 0

ξ2 q4 (1 −
√

q)/2 (1 +
√

q)/2 (−1)q1+1 (−1)l 0

ϕ q 0 0 1 1 −1

χi, 1 6 i 6 q1 2q4 1 1 2(−1)i 2 cos(2ilπ/q3) 0

θj , 1 6 j 6 q2 2q3 −1 −1 0 0 −2 cos(2jmπ/q4)

Здесь и далее используются следующие обозначения из [4]:

q1 = (q − 5)/4, q2 = (q − 1)/4, q3 = (q − 1)/2, q4 = (q + 1)/2;
1, c, d, a2, a, a2, . . . , aq1 , b, b2, . . . , bq2 — представители всех классов сопряженности группы G,

где c, d — элементы порядка p, a, a2, . . . , aq1 — элементы порядка (q − 1)/2,
b, b2, . . . , bq2 — элементы порядка (q + 1)/2, a2 = a(q−1)/4 — инволюция;
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1G, ξ1, ξ2, ϕ, χ1, χ2, . . . , χq1
, θ1, θ2, . . . , θq2

— все неприводимые комплексные характеры груп-

пы G , где ξ1, ξ2 — характеры степени q4, ϕ — степени q, χ1, χ2, . . . , , χq1
— степени 2q4,

θ1, θ2, . . . , θq2
— степени 2q3;

V — нормализованная группа центральных единиц целочисленного группового кольца

группы G, т. е. таких центральных единиц, что сумма коэффициентов при разложении по

элементам группы равна 1 (группа всех центральных единиц U(Z(ZG)) = 〈−1〉 × V );

γv(x) — коэффициент при классовой сумме класса xG в разложении произвольного элемен-

та v ∈ V по базису из классовых сумм центра целочисленного группового кольца группы G;

βv(χ) — коэффициент при минимальном центральном идемпотенте, который соответст-

вует характеру χ в разложении произвольного элемента v ∈ V по базису из минимальных

центральных идемпотентов центра комплексной групповой алгебры группы G (см., например,

[7, гл. 3, лемма Г5, п. 4]).

Для сокращения размера формул введем обозначения Γv(a) =
∑q1

l=1
γv(a

l) и Γv(a, alt) =
∑q1

l=1
(−1)lγv(a

l).
В приведенных выше терминах в [4] доказаны следующие результаты.

Лемма 2 [4, теорема 2]. Пусть q ≡ 1 (mod 4), q не является квадратом. Тогда V =
F×B, где

F = {v ∈ V | βv(θj) = 1 для j = 1, . . . , q2} = {v ∈ V | γv(b
m) = 0 для m = 1, . . . , q2} ,

B =
{

v ∈ V | βv(χi) = 1 для i = 1, . . . , q1, βv(ξ1) = βv(ξ2) = 1
}

=
{

v ∈ V |γv(a
l)=0 для l = 1, . . . , q1, γv(c)=γv(d)

}

.

Лемма 3 [4, лемма 18]. Пусть v ∈ V , q ≡ 1 (mod 4), q не является квадратом, y =

γv(c)− γv(d), x = 1 + 2qx′, где x′ =
(−1)q1+1 − 1

2
γv(a2) + Γv(a, alt)−Γv(a). Тогда выполняются

следующие утверждения:

(1) βv(ξ1) = x +

√
q(q − 1)

2
y, βv(ξ2) = x −

√
q(q − 1)

2
y.

(2) Числа x и y удовлетворяют равенству x2 −
q(q − 1)2

4
y2 = 1.

2. Технические леммы

Исследуем решения уравнения Пелля из п. (2) леммы 3. Эти исследования имеют самостоя-

тельный интерес и полезны при нахождении центральных единиц для конкретных q. Всюду в

этом разделе q — нечетная степень простого числа.

Лемма 4. Пусть (x̃, ỹ) — целочисленное решение уравнения Пелля x2 − Ky2 = 1 для

K = q(q − 1)2/4 и x̃ = 1 + 2qx′ для некоторого целого x′. Тогда существуют такие целые

числа x′′, y′′ и λ = ±1, что:

(1) (x′′)2 − q(y′′)2 = λ;

(2) (y′′)2(x′′)2 = q2

2
ỹ2;

(3) x̃ = 1 + 2qλ(y′′)2 = 2λ(x′′)2 − 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Из условия леммы следует, что

q(q − 1)2

4
ỹ2 = Kỹ2 = x̃2 − 1 = (x̃ − 1)(x̃ + 1) = 2qx′(2qx′ + 2) = 4qx′(qx′ + 1).
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Поэтому

x′(qx′ + 1) =
(q − 1

4

)

2

ỹ2 = q2

2 ỹ
2. (2.1)

Правая часть равенства является квадратом, qx′ + 1 и x′ взаимно просты, поэтому qx′ + 1
и x′ являются с точностью до знака квадратами. Положим

qx′ + 1 = λ(x′′)2 и x′ = λ(y′′)2 (2.2)

для подходящих целых x′′ и y′′, λ = ±1. Тогда qλ(y′′)2 + 1 = qx′ + 1 = λ(x′′)2 и, следовательно,

λ((x′′)2 − q(y′′)2) = 1, т. е. (x′′)2 − q(y′′)2 = λ.

2. Используя то, что x′ = λ(y′′)2, qx′ + 1 = λ(x′′)2 и равенство (2.1), получаем

(y′′)2(x′′2) = λ(y′′)2 λ(x′′)2 = x′(qx′ + 1) =
(q − 1

4

)

2

ỹ2 = q2

2
ỹ2. (2.3)

3. По (2.2) x′ = λ(y′′)2, по п. (1) q(y′′)2 = (x′′)2 − λ, следовательно,

x̃ = 1 + 2qx′ = 1 + 2qλ(y′′)2 = 1 + 2λ((x′′)2 − λ) = 2λ(x′′)2 − 1.

Лемма доказана.

Лемма 5. Пусть v ∈ V и βv(ξ1) = x̃ +

√
q(q − 1)

2
ỹ, где x̃, ỹ удовлетворяют условию

леммы 4. Тогда x̃ > 0, x̃ − 1 делится на 32 и в условиях леммы 4 λ = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 4 (x′′)2−q(y′′)2 = λ = ±1 и q2ỹ = (q − 1)/4 ỹ = ±y′′x′′

для некоторых целых чисел x′′ и y′′.

Покажем, что λ = 1. Если x′′ и y′′ нечетны, то λ = (x′′)2 − q(y′′)2 четно, что невозможно.

Значит, (q − 1)/4 ỹ = y′′x′′ является четным числом. Если (q − 1)/4 = q1 + 1 нечетно, то ỹ

четно, т. е. ỹ = 2k, k — целое. Из (2.3) получаем, что

x′(qx′ + 1) = q2

2
ỹ2 = 4t2 (2.4)

для t = q2k. Числа qx′+1 и x′ взаимно просты, поэтому x′ является квадратом. Предположим,

что при этом x′ нечетно, тогда x′ = 1 + 8m, m — целое. Подставим x′ в (2.4).

(1 + 8m)(1 + q + 8qm) = 4t2,

т. е. для некоторого целого A

1 + q + 8A = 4t2. (2.5)

Левая часть равенства (2.5) сравнима с 2 по модулю 4, а правая сравнима с 0. Получили

противоречие. Значит, если (q − 1)/4 нечетно, то x′ четно.

Если же (q − 1)/4 = q1 + 1 четно, то
(−1)q1+1 − 1

2
= 0. Кроме того, разность

Γv(a, alt) − Γv(a) =

q1
∑

l=1

(

(−1)lγv(a
l) − γv(a

l)
)

=

q1
∑

l=1

(

(−1)l − 1
)

γv(a
l)

является четным числом. Поэтому по лемме 3 x′ = 0 · γv(a2) + Γv(a, alt) − Γv(a) снова четно.

Итак, x̃ = 1 + 2qx′ = 1 + 4qs0 для некоторого целого s0.

Из равенства x̃2 − Kỹ2 = 1 для K = q(q − 1)2/4 получаем

q(q − 1)2

4
ỹ2 = Kỹ2 = x̃2 − 1 = (x̃ − 1)(x̃ + 1) = 4qs0(4qs0 + 2) = 8qs0(2qs0 + 1).
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Следовательно,
(q − 1

4

)

2

ỹ2 = 2s0(2qs0 + 1).

Числа 2s0 и 2qs0 + 1 могут отличаться от квадратов только знаком, так как 2s0 и 2qs0 + 1
взаимно просты, а в левой части равенства стоит квадрат. Поэтому s0 делится на 2, т. е.

s0 = 2s1 для некоторого целого s1. Значит,

(q − 1

4

)

2

ỹ2 = 4s1(4qs1 + 1). (2.6)

Если 4qs1 + 1 = −(x′′)2 для некоторого целого x′′, то (x′′)2 ≡ −1(mod 4), что невозможно.

Поэтому 4s1 и 4qs1 + 1 являются квадратами. По (2.2) x′ = λ(y′′)2 и x′ = 4s1 — квадрат,

следовательно, λ = 1.

Из (2.2) и равенства λ = 1 получаем, что x̃ = 1+2qx′ = 1+2q(y′′)2 > 0. Предположим, что

в (2.6) s1 нечетно, т. е. s1 = 2s2 + 1 для некоторого целого s2. Тогда

(x′′)2 = 4qs1 + 1 = 4q(2s2 + 1) + 1 ≡ 4q + 1(mod 8).

Но q ≡ 1 (mod 4), т. е. q = 4k + 1, где k — целое. Значит,

(x′′)2 ≡ 4q + 1 ≡ 4(4k + 1) + 1 ≡ 5(mod 8),

что невозможно. Таким образом, s1 = 2s2. Из (2.6) получаем 8s2(8qs2 + 1) = ((q − 1)/4)2 ỹ2.

Тогда s2 также обязано делиться на 2 и поэтому s2 = 2s3 для некоторого целого s3. Итак,

x̃ − 1 = 4qs0 = 8qs1 = 16qs2 = 32qs3.

Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть q ≡ 1 (mod 4), q не является квадратом, (x̂, ŷ) — наименьшее целочис-

ленное решение уравнения x2 − qy2 = 1 и при любом целом положительном n числа xn, yn

определены равенством xn +
√

qyn = (x̂ +
√

qŷ)n. Положим x0 = 1, y0 = 0. Тогда для любого

целого положительного n выполняются следующие утверждения:

(1)

{

xn+2 = 2xn+1x̂ − xn,

yn+2 = 2yn+1x̂ − yn.

(2) xn — нечетно, yn — четно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. По лемме 1 xn+1 +
√

qyn+1 = (x̂ +
√

qŷ)n+1 = (xn +
√

qyn) ·
(x̂ +

√
qŷ) = xnx̂ + qynŷ +

√
q(xnŷ + ynx̂). Поэтому для любого целого положительного n

{

xn+1 = xnx̂ + qynŷ,

yn+1 = xnŷ + ynx̂.

Запишем эту систему в матричном виде

(

xn+1

yn+1

)

= A

(

xn

yn

)

, где A =

(

x̂ qŷ

ŷ x̂

)

. Вы-

числим характеристический многочлен матрицы A.

det(A − αE) =

∣

∣

∣

∣

x̂ − α qŷ

ŷ x̂ − α

∣

∣

∣

∣

= (x̂ − α)2 − qŷ2 = x̂2 − 2αx̂ + α2 − qŷ2 = α2 − 2αx̂ + 1.

По теореме Гамильтона — Кэли получаем A2 − 2x̂A + E = 0, т. е. A2 = 2x̂A − E.

Тогда

(

xn+2

yn+2

)

= A2

(

xn

yn

)

= (2x̂A − E)

(

xn

yn

)

= 2x̂

(

xn+1

yn+1

)

−

(

xn

yn

)

,

что и требовалось.
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2. Предположим, что yn нечетно, т. е. yn = 1 + 2k, k — целое, тогда y2
n = 1 + 4k + 4k2 ≡

1(mod 4). По условию q ≡ 1(mod 4), поэтому qy2
n ≡ 1(mod 4) и x2

n = 1 + qy2
n ≡ 2(mod 4), что

невозможно. Итак, yn четно, т. е. yn = 2k. Тогда x2
n = 1 + qy2

n = 1 + 4k2q ≡ 1(mod 4). Поэтому

xn ≡ ±1(mod 4), значит, xn нечетно. Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть q ≡ 1 (mod 4), q не является квадратом, (x̂, ŷ) — наименьшее решение

уравнения x2 − qy2 = 1 и xn +
√

qyn = (x̂ +
√

qŷ)n при целом положительном n. Тогда для

любого целого положительного n выполняются следующие утверждения:

(1) xn ≡ x̂n (mod 2q),

yn ≡ nx̂n−1ŷ (mod 2q).

(2) Возможны только два случая:

1) x̂ ≡ 1 (mod 2q), xn ≡ 1 (mod 2q), yn ≡ nŷ (mod 2q);

2) x̂ ≡ −1 (mod 2q), xn ≡ (−1)n (mod 2q), yn ≡ (−1)n−1nŷ (mod 2q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. По п. (2) леммы 6 число ŷ = y1 четно, т. е. ŷ = 2z для

некоторого целого z. Тогда

xn +
√

qyn = (x̂ +
√

qŷ)n =
n

∑

k=0

Ck
nx̂n−k(

√
qŷ)k = x̂n + n

√
qx̂n−1ŷ + q

n
∑

k=2

Ck
nx̂n−k(

√
q)k−2ŷk

= x̂n + n
√

qx̂n−1ŷ + 2q

n
∑

k=2

Ck
nx̂n−k(

√
q)k−22k−1zk ≡ x̂n + n

√
qx̂n−1ŷ (mod 2q).

Получили, что xn ≡ x̂n (mod 2q), yn ≡ nx̂n−1ŷ (mod 2q).

2. Так как q есть степень простого нечетного числа и ŷ = 2z, то из уравнения Пелля

следует, что x̂2 = 1 + qŷ2 = 1 + q 4z2 ≡ 1 (mod 4q), т. е. x̂ ≡ ±1 (mod 2q). Если x̂ ≡ 1 (mod 2q),
то по п. (1) xn ≡ 1n (mod 2q) ≡ 1 (mod 2q) и yn ≡ nŷ (mod 2q). Если x̂ ≡ −1 (mod 2q), то

xn ≡ (−1)n (mod 2q) и yn ≡ (−1)n−1nŷ (mod 2q). Лемма доказана.

Лемма 8. Пусть q ≡ 1 (mod 4), q не является квадратом, (x̂, ŷ) — наименьшее целочис-

ленное решение уравнения x2 − qy2 = 1, K = q(q − 1)2/4, x0 > 0, y0 > 0, (x0, y0) — некоторое

целочисленное решение уравнения x2 − Ky2 = 1. Тогда существует целое положительное n

такое, что x0 +
√

Ky0 = (x̂ +
√

qŷ)n.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть (x0, y0) — целочисленное решение уравнения x2−Ky2 = 1.

Тогда x2

0
− Ky2

0
= x2

0
− q

(

(q − 1)/2 y0

)

2
= 1. Следовательно,

(

x0, (q − 1)/2 y0

)

— решение урав-

нения x2 − qy2 = 1. По лемме 1 существует такое целое положительное n, что x0 +
√

q
(

(q −

1)/2
)

y0 = (x̂ +
√

qŷ)n. Значит, x0 +
√

Ky0 = (x̂ +
√

qŷ)n. Лемма доказана.

Обозначения подгрупп A и C, используемые в следующей лемме, указаны в теореме 1.

Лемма 9 [4, лемма 33]. Пусть V — нормализованная группа центральных единиц цело-

численного группового кольца группы G, F = {v ∈ V | βv(θj) = 1 для j = 1, . . . , q2}. Тогда вы-

полняются следующие утверждения:

(1) F является подгруппой группы V.

(2) F = {v ∈ V | γv(b
m) = 0 для m = 1, . . . , q2}.

(3) |F : A × C| 6 2.

(4) Если βv(ξ1) = ±(xn ±
√

Kyn) для v ∈ F при подходящем четном n и целых xn, yn, то

v ∈ A × C и βv(ξ1) = xn ±
√

Kyn.
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3. Доказательство теорем

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1. Пусть (x̂0, ŷ0) — наименьшее целочисленное

решение уравнения x2 − Ky2 = 1, (x̂, ŷ) — наименьшее целочисленное решение уравнения

x2 − qy2 = 1 и xn +
√

qyn = (x̂ +
√

qŷ)n для любого целого положительного n при подходящих

целых xn, yn.

По лемме 8 существует такое целое положительное n, что x̂0 +
√

Kŷ0 = (x̂ +
√

qŷ)n. Так

как по условию теоремы x̂0 ≡ −1 (mod 2q), то по лемме 7 x̂ ≡ −1 (mod 2q) и xn ≡ 1 (mod 2q)
только при четных n. Значит, по п. (4) леммы 9 получаем, что F = A × C. Тогда по лемме 2

V = A × B × C. Теорема доказана.

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2. Пусть (x̂, ŷ) — наименьшее целочисленное решение

уравнения x2−qy2 = 1. По лемме 8 существует такое целое положительное s, что x̂0 +
√

Kŷ0 =
(x̂+

√
qŷ)s. Если ŷ = (q−1)/2 y′ для некоторого целого y′, то

√
qŷ =

√
q
(

(q−1)/2
)

y′ =
√

Ky′, т. е.

ŷ0 = y′ и, значит, x̂0 = x̂. Используем данные [8, разд. 1.9, табл. 1.7] и найдем (x̂0, ŷ0) (табл. 2).

Т а б л и ц а 2

q 5 13 17 29 37 41 53 61 73 89

ŷ 4 180 8 1820 12 320 9100 226153980 267000 53000

q 97 101 109 113 125 137 149

ŷ 6377352 20 15140424455100 113296 83204 519712 2113761020

При q = 5 из табл. 2 получаем, что ŷ равно 4 и делится на (q − 1)/2 = 2. Поэтому ŷ0 =
y′, x̂0 = x̂.

x̂2 = 1 + 5ŷ2 = 81, x̂0 = x̂ = 9 ≡ −1 (mod 10), т. е. x̂0 ≡ −1 (mod 2q).

Аналогично рассматриваются случаи q = 13, 17, 29, 41, 53, 61, 109, 125. Для них также x̂0

сравнимо с −1 по модулю 2q.
При q = 37 из табл. 2 получаем, что ŷ равно 12 и не делится на (q − 1)/2 = 18,

x̂2 = 1 + 37ŷ2 = 5379 = 732, x̂ = 73 ≡ −1 (mod 74).

Более точно: ŷ делится на 2 и не делится на 9. Найдем такое наименьшее целое положитель-

ное s, что (x̂ +
√

qŷ)s = x̂0 +
√

Kŷ0, где ŷ0 делится на (q − 1)/2 = 18. Рассмотрим решения по

модулю 9 и используем п. (2) леммы 6:

yn+2 = 2yn+1x̂ − yn = 146yn+1 − yn ≡ 2yn+1 − yn (mod 9),

y0 = 0, y1 ≡ 3 (mod 9), y2 ≡ 6 (mod 9), y3 ≡ 0 (mod 9).

Поэтому s = 3 и по лемме 7

x̂0 = x3 ≡ (−1)3(mod 74) ≡ −1 (mod 74), т. е. x̂0 ≡ −1 (mod 2q).

Аналогично рассматриваются случаи q = 73, 89, 101, 113, 149. Для них также x̂0 сравнимо с −1
по модулю 2q.

При q = 97 из табл. 2 получаем, что ŷ равно 6377352 и не делится на (q − 1)/2 = 48,

x̂2 = 1 + 97ŷ2 = 628096332 , x̂ = 62809633 ≡ −1 (mod 194).

Более точно: ŷ делится на 3 и не делится на 16. Найдем такое наименьшее целое положитель-

ное s , что (x̂ +
√

qŷ)s = x̂0 +
√

Kŷ0, где ŷ0 делится на (q − 1)/2 = 48. Рассмотрим решения по

модулю 16 и используем п. (2) леммы 6:

yn+2 = 2yn+1x̂ − yn = 2 · 62809633yn+1 − yn ≡ 2yn+1 − yn (mod 16),
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y0 = 0, y1 ≡ 8 (mod 16), y2 ≡ 0 (mod 16).

Поэтому s = 2 и по лемме 7 x̂0 = x2 ≡ (−1)2 (mod 194) ≡ 1 (mod 194). Следовательно,

x̂0 ≡ 1 (mod 2q).
При q = 137 из табл. 2 получаем, что ŷ равно 519712 и не делится на (q − 1)/2 = 68,

x̂2 = 1 + 137ŷ2 = 60830732, x̂ = 6083073 ≡ −1 (mod 274).

Более точно: ŷ делится на 4 и не делится на 17. Также используя леммы 6 и 7, получаем, что

x̂0 = x4 ≡ (−1)4 (mod 274) ≡ 1 (mod 274). Следовательно, x̂0 ≡ 1 (mod 2q).
Теорема доказана.

Следствие. При q < 150 указанное в теореме 1 разложение группы V может нару-

шаться только при q = 97 и q = 137.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидным образом следует из теорем 1 и 2.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 14 № 4 2008

УДК 517.977

СТАБИЛИЗАЦИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

ПО ВРЕМЕНИ В КООРДИНАТАХ И УПРАВЛЕНИИ

С. И.Солодушкин

Рассматривается вопрос линейно-квадратичной стабилизации систем с запаздыванием в координатах

и управлении. Задача стабилизации заменяется задачей оптимального управления на бесконечном про-

межутке [1,2]. Минимизируемый при этом квадратичный функционал выбирается таким образом, чтобы

упростить систему обобщенных уравнений Риккати. Решение полученной системы обобщенных уравнений

Риккати явным образом сведено к решению одного алгебраического матричного уравнения. Приведено

достаточное условие стабилизируемости системы найденным управлением.

Ключевые слова: стабилизация, системы с запаздыванием.

1. Постановка задачи

Рассмотрим систему с последействием вида

ẋ(t) = Ax(t) +Aτx(t− τ) +

0
∫

−τ

A(s)x(t+ s) ds +Bu(t) +B∆u(t− ∆) +

0
∫

−∆

B(ζ)u(t+ ζ) dζ.

(1.1)

Здесь τ и ∆ — положительные константы; A,Aτ — постоянные (n × n)-матрицы; B,B∆ —

постоянные (n × r)-матрицы; A(·) — (n × n)-матрица-функция с непрерывными на [−τ ; 0]
элементами; B(·) — (n × r)-матрица-функция с непрерывными на [−∆; 0] элементами;

x ∈ Rn — фазовый вектор; u ∈ Rr — управление. В дальнейшем не будем каждый раз огова-

ривать отдельно, что та или иная матрица является функциональной, так как это будет ясно

из контекста.

Управление системой (1.1) осуществляется за счет выбора конечномерного вектора

u(t) ∈ Rr. В отличие от обыкновенных дифференциальных уравнений для определения ре-

шений функционально-дифференциальных уравнений (ФДУ) (1.1) необходимо в каждый мо-

мент времени t знать вектор x(t), а также функции предыстории u(t + ζ), −∆ ≤ ζ < 0, и

x(t + s), −τ ≤ s < 0. Поэтому фазовым пространством ФДУ должно быть не конечномерное

пространство Rn, а некоторое функциональное пространство [3]. Для обоснования развивае-

мого метода, однако, будет удобно рассматривать функции предыстории на больших проме-

жутках, а именно, u(t + ζ), −τ − ∆ ≤ ζ < 0, и x(t + s), −2τ ≤ s < 0. В силу специфики

задачи — задачи стабилизации на бесконечном промежутке — данное расширение ни сколько

не умаляет общности подхода и носит формальный характер.

Учитывая разделение конечномерных и бесконечномерных составляющих в структуре

ФДУ, удобно в качестве фазового пространства рассматривать H = Rn × Q(n)[−2τ ; 0) ×
Q(r)[−τ −∆; 0). Здесь Q(n)[−2τ ; 0) — пространство кусочно-непрерывных на [−2τ ; 0) n-мерных

функций, Q(r)[−τ−∆; 0) — пространство кусочно-непрерывных на [−τ−∆; 0) r-мерных функ-

ций. Состоянием системы (1.1) будем называть тройку {x(t);x(t+ s), s ∈ [−2τ ; 0);u(t+ ζ), ζ ∈
[−τ − ∆; 0)} ∈ H.

Будем использовать условные обозначения для ФДУ, следуя [4]. Вводя обозначение

{x, y(·), w(·)} = {x(t);x(t + s), s ∈ [−2τ ; 0);u(t + ζ), ζ ∈ [−τ − ∆; 0)}, придем к следующей
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условной записи системы (1.1):

ẋ = Ax+Aτy(−τ) +

0
∫

−τ

A(s)y(s) ds +Bu(t) +B∆w(−∆) +

0
∫

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ. (1.2)

Состоянием системы (1.2) является тройка {x, y(·), w(·)} ∈ H, поэтому управление для

системы (1.2) ищется в классе отображений u[t, x, y(·), w(·)] : R×Rn×Q(n)[−2τ ; 0)×Q(r)[−τ−
∆; 0) → Rr. Конкретно, в классе линейных отображений

u[t, x, y(·), w(·)] = Ex+Eτy(−τ) +

0
∫

−τ

Lτ (s)y(s) ds +

0
∫

−∆

L∆(ζ)w(ζ) dζ. (1.3)

Здесь E, Eτ — постоянные (r × n)-матрицы, Lτ (·), L∆(·) — (r × n) и (r × r)-матрицы с непре-

рывными и кусочно-непрерывно дифференцируемыми на [−τ ; 0] и [−∆; 0] элементами соответ-

ственно. Справедливо (см. [5])

Утверждение 1. Система функциональных и функционально-дифференциальных урав-

нений


































ẋ = Ax+Aτy(−τ) +

0
∫

−τ

A(s)y(s) ds +Bu+B∆w(−∆) +

0
∫

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ,

u = Ex+ Eτy(−τ) +

0
∫

−τ

Lτ (s)y(s) ds +

0
∫

−∆

L∆(ζ)w(ζ) ds

(1.4)

с начальными условиями







x(t0) = x0,

x(t0 + s) = y0(s), −2τ ≤ s < 0,

u(t0 + ζ) = w0(ζ), −τ − ∆ ≤ ζ < 0,

(1.5)

имеет единственное решение на промежутке [t0; +∞).

Здесь и далее без ограничения общности будем считать, что начальный момент времени

t0 = 0.
Система (1.4), называется замкнутой системой, соответствующей управлению с обратной

связью (1.3). Для решения основной задачи — задачи стабилизации — нам будет удобно ра-

ботать не с системой функциональных и функционально–дифференциальных уравнений, а с

системой функционально–дифференциальных уравнений; осуществим этот переход.

В силу свойств матриц Lτ , L∆ отображение (1.3) имеет в каждой точке {x, y(·), w(·)} инва-

риантные производные [4, c. 29]:

∂u[x, y(·), w(·)]

∂t
= 0,

∂u[x, y(·), w(·)]

∂x
= E,

∂yu[x, y(·), w(·)] = Eτ ẏ(−τ) + Lτ (0)x− Lτ (−τ)y(−τ) +

0
∫

−τ

dLτ (s)

ds
y(s) ds,

∂wu[x, y(·), w(·)] = L∆(0)u− L∆(−∆)w(−∆) +

0
∫

−∆

dL∆(ζ)

dζ
y(ζ) dζ.
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Продифференцировав по t обе части уравнения (1.3), придем к системе




























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



























ẋ = Ax+Aτy(−τ) +

0
∫

−τ

A(s)y(s) ds +Bu+B∆w(−∆) +

0
∫

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ,

u̇ = Eẋ+ Eτ ẏ(−τ) + Lτ (0)x− Lτ (−τ)y(−τ) +

0
∫

−τ

dLτ (s)

ds
y(s) ds

+ L∆(0)u− L∆(−∆)w(−∆) +

0
∫

−∆

dL∆(ζ)

dζ
w(ζ) dζ.

Выразив ẋ и ẏ(−τ) из первого уравнения полученной системы, получаем замкнутую си-

стему в дифференциальной форме:














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


















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








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























ẋ = Ax+Aτy(−τ) +

0
∫

−τ

A(s)y(s) ds +Bu+B∆w(−∆) +

0
∫

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ,

u̇ = [EA+ Lτ (0)]x+ [EAτ − Lτ (−τ) + EτA]y(−τ) + EτAτy(−2τ)

+

0
∫

−τ

[

EA(s) +
dLτ (s)

ds

]

y(s) ds+

0
∫

−τ

EτA(s)y(−τ + s) ds

+ [EB + L∆(0)]u + [EB∆ − L∆(−∆)]w(−∆) + EτBw(−τ) + EτB∆w(−τ − ∆)

+

0
∫

−∆

[

EB(ζ) +
dL∆(ζ)

dζ

]

y(ζ) dζ +

0
∫

−∆

EτB(ζ)y(−τ + ζ) dζ.

(1.6)

Утверждение 2. Система (1.6) с начальными условиями



































x(t0) = x0,

x(t0 + s) = y0(s), −2τ ≤ s < 0,

u(0) = Ex0 + Eτy
0(−τ) +

0
∫

−τ

Lτ (s)y
0(s) ds +

0
∫

−∆

L∆(ζ)w0(ζ) ds,

u(t0 + ζ) = w0(ζ), −τ − ∆ ≤ ζ < 0,

(1.7)

имеет единственное решение на промежутке [t0; +∞).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим множество Eκ[x
0, y0(·), u0, w0(·)], κ > 0, состоящее

из пар функций {x(t), u(t)}, удовлетворяющих следующим условиям:

(1) x(·) : [−2τ ;κ] → Rn, u(·) : [−τ − ∆;κ] → Rr непрерывны на [0;κ];

(2) x(0) = x0, u(0) = u0;

(3) x(s) = y0(s), s ∈ [−2τ ; 0);

(4) u(s) = w0(s), s ∈ [−τ − ∆; 0).

Систему (1.6) можно записать в форме

(

ẋ(t)
u̇(t)

)

= F [t, x, y(·), u, w(·)],

где
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F [t, x, y(·), u, w(·)] =

=







































Ax+Aτy(−τ) +

0
∫

−τ

A(s)y(s) ds +Bu+B∆w(−∆) +

0
∫

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ

[EA+ Lτ (0)]x + [EAτ − Lτ (−τ) +EτA]y(−τ) + EτAτy(−2τ)

+

0
∫

−τ

[

EA(s) +
dLτ (s)

ds

]

y(s) ds +

0
∫

−τ

EτA(s)y(−τ + s) ds

+ [EB + L∆(0)]u+ [EB∆ − L∆(−∆)]w(−∆) + EτBw(−τ) + EτB∆w(−τ − ∆)

+

0
∫

−∆

[

EB(ζ) +
dL∆(ζ)

dζ

]

y(ζ) dζ +

0
∫

−∆

EτB(ζ)y(−τ + ζ) dζ







































.

Известно [4, c. 73], что если отображение F [t, x, y(·), u, w(·)]:

(1) локально липшециво по {x, y(·), u, w(·)}, т. е. для любого ограниченного множества D ⊂
Rn ×Q(n)[−2τ ; 0) × Rr ×Q(r)[−τ − ∆; 0) существуют положительные константы L1, L2, L3, L4

такие, что при {x1, y1(·), u1, w1(·)}, {x2, y2(·), u2, w2(·)} ∈ D

∥

∥

∥
F [t, x1, y1(·), u1, w1(·)] − F [t, x2, y2(·), u2, w2(·)]

∥

∥

∥

≤ L1‖x1 − x2‖Rn + L2‖y1(·) − y2(·)‖Q(n)[−2τ ;0) + L3‖u1 − u2‖Rr + L4‖w1(·) − w2(·)‖Q(r)[−τ−∆;0);

(2) непрерывно по сдвигу, т. е. для каждой пятерки {t0, x
0, y0(·), u0, w0(·)} ∈ R × Rn ×

Q(n)[−2τ ; 0) × Rr × Q(r)[−τ − ∆; 0) существует κ > 0 такое, что для всех {x(·), u(·)} ∈
Eκ[x

0, y0(·), u0, w0(·)] функция Ψ(t) = F [t, x, y(·), u, w(·)] непрерывна на [t0; t0 + κ],

то для любых начальных данных {t0, x
0, y0(·), u0, w0(·)} ∈ R×Rn×Q(n)[−2τ ; 0)×Rr×Q(r)[−τ−

∆; 0) существует κ ∈ (0;κ] такое, что на отрезке [t0 − τ − min{τ,∆}; t0 + κ] решение системы

(1.6), удовлетворяющее соответствующим начальным условиям, существует и единственно.

Отображение F [t, x, y(·), u, w(·)] удовлетворяет приведенным условиям, отсюда следует ло-

кальная единственность. В силу линейности решение бесконечно продолжаемо вправо.

Теорема 1. Пусть в системе (1.4) матрицы Lτ (·) и L∆(·) непрерывны и имеют кусочно-

непрерывные производные, тогда задача (1.4), (1.5) эквивалентна задаче (1.6), (1.7). При этом

функция u(·) является непрерывной и кусочно-дифференцируемой при t > 0 и удовлетворяет

системе (1.6).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что решение {x∗(·), u∗(·)} задачи (1.6), (1.7) является

решением задачи (1.4), (1.5).

Учитывая, что

ẋ∗ = Ax∗ +Aτy
∗(−τ) +

0
∫

−τ

A(s)y∗(s) ds+Bu∗ +B∆w
∗(−∆) +

0
∫

−∆

B(ζ)w∗(ζ) dζ,

получаем

u̇∗ = Eẋ∗ + Eτ ẏ
∗(−τ) + Lτ (0)x

∗ − Lτ (−τ)y
∗(−τ) +

0
∫

−τ

dLτ (s)

ds
y∗(s) ds

+ L∆(0)u∗ − L∆(−∆)w∗(−∆) +

0
∫

−∆

dL∆(ζ)

dζ
w∗(ζ) dζ.
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Далее интегрируем обе части получившегося выражения:

u∗(t) − u∗(0) = E[x∗(t) − x∗(0)] +Eτ [y
∗(−τ) − y0(−τ)]

+

0
∫

−τ

Lτ (s)y
∗(s) ds−

0
∫

−τ

Lτ (s)y
0(s) ds+

0
∫

−∆

L∆(ζ)w∗(ζ) ds −

0
∫

−∆

L∆(ζ)w0(ζ) ds.

Учитывая, что u∗(0) = Ex∗(0) + Eτy
0(−τ) +

0
∫

−τ

Lτ (s)y
0(s) ds+

0
∫

−∆

L∆(ζ)w0(ζ) ds, получаем

u∗(t) = Ex∗(t) + Eτy
∗(−τ) +

0
∫

−τ

Lτ (s)y
∗(s) ds +

0
∫

−∆

L∆(ζ)w∗(ζ) ds.

Поскольку решения задач (1.4), (1.5) и (1.6), (1.7) существуют и единственны и определены

на промежутке t > 0, то из доказанного следует, что и решение задачи (1.6), (1.7) является

решением задачи (1.4), (1.5). Теорема доказана.

Основной целью настоящей работы является построение стабилизирующих управлений для

системы (1.1).

О п р е д е л е н и е. Управление (1.3) стабилизирует систему (1.1), если тривиальное

решение системы (1.6) асимптотически x-устойчиво, т. е. устойчиво по переменной x.

Отметим, что из асимптотической устойчивости (1.6) по всем переменным следует x-

устойчивость, поэтому в дальнейшем рассмотрим вопрос о построении управления, для ко-

торого вся система (1.6) будет асимптотически устойчива.

Одним из методов решения задачи стабилизации является введение в рассмотрение неко-

торого квадратичного функционала качества и замена задачи стабилизации задачей управле-

ния. Сразу отметим, что задача состоит именно в стабилизации системы, поэтому структуру

и коэффициенты функционала можно выбирать так, чтобы упростить исходную задачу.

Вычисление коэффициентов стабилизирующего управления для систем с последействием

сводится к решению системы обобщенных уравнений Риккати (ОУР) (подробнее см. в разд. 2).

Серьезной трудностью, возникающей на пути практического применения этого метода, явля-

ется необходимость решения системы ОУР, представляющей собой систему алгебраических,

обыкновенных дифференциальных уравнений, дифференциальных уравнений с запаздывани-

ем и дифференциальных уравнений с частными производными. Разработанные в [6–10] при-

ближенные методы решения ОУР зачастую сопряжены с большими сложностями, поэтому

особенно остро встает вопрос нахождения способов упрощения системы ОУР и последующего

ее решения.

В статье предложен метод явного сведения системы к одному алгебраическому уравнению,

которое решается численно. Разработанный метод основан на идее введения дополнительных

слагаемых в функционал качества [11,12]. Подобная модификация функционала качества для

систем с последействием использовалась в [5, 13–15] и работах других авторов.

2. Обобщенный квадратичный функционал качества

Поскольку выбор структуры вводимого функционала подчинен требованиям задачи ста-

билизации, то выгодно рассмотреть функционал вида (здесь и далее штрих означает транспо-

нирование)

J = J [x(·), u(·)] =

∞
∫

0

[

Z + u′Mu
]

dt, (2.1)
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где

Z = Z[x(·), u(·)] = x′Φ0x

+ 2x′
0

∫

−τ

Φ1(s)y(s) ds +

0
∫

−τ

y′(s)Φ2(s)y(s) ds +

0
∫

−τ

0
∫

−τ

y′(s)Φ3(s, ν)y(ν) ds dν + y′(−τ)Φ4y(−τ)

+2x′
0

∫

−∆

Ψ1(s)w(s)ds +

0
∫

−∆

w′(s)Ψ2(s)w(s)ds +

0
∫

−∆

0
∫

−∆

w′(s)Ψ3(s, ν)w(ν)dsdν + w′(−∆)Ψ4w(−∆)

+ 2y′(−τ)

0
∫

−∆

Υ1(s)w(s) ds + y′(−τ)Υ2(s)w(−∆) +2

0
∫

−τ

0
∫

−∆

y′(s)Υ3(s, ν)w(ν) ds dν.

(2.2)

Здесь Φ0 и Φ4 — постоянные симметричные (n×n)-матрицы; Φ1(s) — (n×n)-матрица с кусочно-

непрерывными на [−τ ; 0] коэффициентами; Φ2(s) — симметричная (n×n)-матрица с кусочно-

непрерывными на [−τ ; 0] коэффициентами; Φ3(s, ν) — (n×n)-матрица с кусочно-непрерывными

на [−τ ; 0] × [−τ ; 0] коэффициентами; Ψ1(s) — (n × r)-матрица с кусочно-непрерывными на

[−∆; 0] коэффициентами; Ψ2(s) — симметричная (r × r)-матрица с кусочно-непрерывными на

[−∆; 0] коэффициентами; Ψ3(s, ν) — (r × r)-матрица с кусочно-непрерывными на [−∆; 0] ×
[−∆; 0] коэффициентами; Ψ4 — постоянная симметричная (r × r)-матрица; Υ1(s) — (n × r)-
матрица с кусочно-непрерывными на [−∆; 0] коэффициентами; Υ2 — постоянная симметрич-

ная (n × r)-матрица; Ψ3(s, ν) — (n × r)-матрица с кусочно-непрерывными на [−τ ; 0] × [−∆; 0]
коэффициентами; M — симметричная положительно определенная (r × r)-матрица.

Матрицы Φ0, ...,Υ3 являются некоторыми заранее не фиксированными параметрами; рас-

поряжаясь ими, мы сможем упростить систему ОУР и предложим эффективный метод ее

решения.

3. Обобщенные уравнения Риккати

При построении синтеза управления на основе теории аналитического конструирования

оптимальных регуляторов принципиальным является нахождение решений системы ОУР, опи-

сывающей коэффициенты управления. Ниже мы выведем ОУР. Отметим, что ОУР выводятся

на основе необходимых условий минимума функционала качества.

Обозначим через W [x, y(·), w(·)] оптимальное значение функционала качества для зада-

чи (1.4), (2.1) в позиции {x, y(·), w(·)} ∈ H. Будем предполагать, W [x, y(·), w(·)] имеет вид

W = W [x, y(·), w(·)] = x′Px

+ 2x′
0

∫

−τ

D(s)y(s) ds +

0
∫

−τ

0
∫

−τ

y′(s)R(s, ν)y(ν) ds dν +

0
∫

−τ

y′(s)Π(s)y(s) ds

+ 2x′
0

∫

−∆

Λ(s)w(s) ds +

0
∫

−∆

0
∫

−∆

w′(s)Θ(s, ν)w(ν) ds dν +

0
∫

−∆

w′(s)Ξ(s)w(s) ds

+ 2

0
∫

−τ

0
∫

−∆

y′(s)β(s, ν)w(ν) ds dν + 2y′(−τ)

0
∫

−∆

γ(s)w(s) ds. (3.1)

В теореме 2 получен явный вид оптимального управления и ОУР для коэффициентов функ-

ционала (3.1). Можно показать, что функционал (3.1) не убывает вдоль решений, а при опти-

мальном управлении сохраняет постоянное значение, таким образом, действительно, являет-

ся функционалом Беллмана (для систем без запаздывания по управлению см., например, [4,

c. 182]).
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Теорема 2. Предположим, что:

(1) существует решение задачи (1.4), (2.1);

(2) P — симметричная (n× n)-матрица;

(3) элементы (n×n)-матриц D(·) и Π(·) непрерывны и кусочно-дифференцируемы на [−τ, 0]

(4) элементы (n × r)-матриц Λ(·) и Ξ(·) непрерывны и кусочно-дифференцируемы на

[−∆, 0];

(5) элементы (n × n)-матрицы R(·, ·) и ее производных ∂R(s, ν)/∂s и ∂R(s, ν)/∂s непре-

рывны всюду на [−τ, 0] × [−τ, 0] исключая, быть может, линию s = ν;

(6) элементы (n × r)-матрицы Θ(·, ·) и ее производных ∂Θ(s, ν)/∂s и ∂Θ(s, ν)/∂s непре-

рывны всюду на [−∆, 0] × [−∆, 0] исключая, быть может, линию s = ν;

(7) для матрицы R(·, ·) выполнено условие R(s, ν) = R′(ν, s) на [−τ, 0] × [−τ, 0];

(8) для матрицы Θ(·, ·) выполнено условие Θ(s, ν) = Θ′(ν, s) на [−∆, 0] × [−∆, 0];

(9) элементы (n×r)-матрицы β(·, ·) и ее производных ∂β(s, ν)/∂s и ∂β(s, ν)/∂s непрерывны

всюду на [−τ, 0] × [−∆, 0];

(10) элементы (n× r)-матрицы γ(·) непрерывны и кусочно-дифференцируемы на [−∆, 0].

Тогда матрицы P,D(·), R(·, ·),Π(·),Λ(·),Θ(·, ·),Ξ(·) являются решением системы ОУР:

P ′A+A′P +D(0) +D′(0) + Π(0) + Φ0 = [P ′B + Λ(0)]K[B′P + Λ′(0)],
dD(s)

ds
= P ′A(s) +A′D(s) +R(0, s) − [P ′B + Λ(0)]K[B′D(s) + β′(s, 0)] + Φ1(s),

dΛ(s)

ds
= P ′B(s) +A′Λ(s) + β(0, s) − [P ′B + Λ(0)]K[B′Λ(s) + Θ(0, s)] + Ψ1(s),

dΠ(s)

ds
= Φ2(s),

dΞ(s)

ds
= Ψ2(s), (3.2)

∂R(s, ν)

∂s
+
∂R(s, ν)

∂ν
= D′(s)A(ν)+A′(ν)D(s)−[D′(s)B + β(s, 0)]K[B′D(ν) + β′(ν, 0)]+Φ3(s, ν),

∂Θ(s, ν)

∂s
+
∂Θ(s, ν)

∂ν
= Λ′(s)B(ν)+B′(ν)Λ(s)−[Λ′(s)B + Θ(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)]+Ψ3(s, ν),

∂β(s, ν)

∂s
+
∂β(s, ν)

∂ν
= D′(s)B(ν)+A′(s)Λ(s)−[D′(s)B + β(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)] + Υ3(s, ν),

d γ(s)

ds
= A′

τΛ(s) − β(−τ, s) + γ(0)K[B′Λ(s) + Θ(0, s)] + Υ1(s),

с граничными условиями

D(−τ) = P ′Aτ + γ(0)K[B′P + Λ′(0)],

Λ(−∆) = P ′B∆,

Π(−τ) = Φ4 + γ(0)Kγ′(0),

Ξ(−∆) = Ψ4,

R(−τ, s) = A′

τD(s) + γ(0)K[B′D(s) + β′(s, 0)],

Θ(−∆, s) = B′

∆Λ(s),

β′(s,−∆) = B′

∆
D(s),

γ(−∆) = Υ2

(3.3)

и условиями симметрии P = P ′, R(s, ν) = R′(ν, s), Θ(s, ν) = Θ′(ν, s).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу свойств матриц D(·), R(·, ·),Π(·),Λ(·),Θ(·, ·),Ξ(·), β(·, ·)
функционал W [x, y(·), w(·)] является инвариантно дифференцируемым в каждой позиции

(x, y(·), w(·)) ∈ H (см. [4]).
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Построим функцию:

α(u) =
∂W ′[x, y(·), w(·)]

∂x

[

Ax+Aτy(−τ) +

0
∫

−τ

A(s)y(s) ds +Bu+B∆w(−∆) +

0
∫

−∆

B(ζ)w(ζ) dζ

]

+ ∂yW [x, y(·), w(·)] + ∂wW [x, y(·), w(·)] + Z[x, y(·), w(·)] + u′Mu. (3.4)

Найдем градиент и инвариантные производные.

∂W

∂x
= 2Px+ 2

0
∫

−τ

D(s)y(s) ds + 2

0
∫

−∆

Λ(s)w(s) ds.

∂yW = 2x′D(0)x− 2x′D(−τ)y(−τ) − 2x′
0

∫

−τ

dD(s)

ds
y(s) ds

+ x′

0
∫

−τ

(R(0, s) +R′(s, 0))y(s) ds − y′(−τ)

0
∫

−τ

(R(−τ, s) +R′(s,−τ))y(s) ds

−

0
∫

−τ

0
∫

−τ

y′(s)

(

∂R(s, ν)

∂s
+
∂R(s, ν)

∂ν

)

y(ν) ds

+ x′Π(0)x − y′(−τ)Π(−τ)y(−τ) −

0
∫

−τ

y′(s)
dΠ(s)

ds
y(−τ) ds

+ 2x′
0

∫

−∆

β(0, s)w(s) ds − 2y′(−τ)

0
∫

−∆

β(−τ, s)w(s) ds − 2

0
∫

−τ

0
∫

−∆

y′(s)
∂β(s, ν)

∂s
w(ν) ds dν.

∂wW = 2x′Λ(0)u − 2x′Λ(−∆)w(−∆) − 2x′
0

∫

−∆

dΛ(s)

ds
w(s) ds

+ u′

0
∫

−∆

(Θ(0, s) + Θ′(s, 0))w(s) ds − w′(−∆)

0
∫

−∆

(Θ(−∆, s) + Θ′(s,−∆))w(s) ds

−

0
∫

−∆

0
∫

−∆

w′(s)

(

∂Θ(s, ν)

∂s
+
∂Θ(s, ν)

∂ν

)

w(ν) ds

+ u′Ξ(0)u− w′(−∆)Ξ(−∆)w(−∆) −

0
∫

−∆

w′(s)
dΞ(s)

ds
w(−∆) ds

+ 2

0
∫

−τ

y′(s)β(s, 0) dsu − 2

0
∫

−τ

y′(s)β(s,−∆) dsw(−∆) − 2

0
∫

−τ

0
∫

−∆

y′(s)
∂β(s, ν)

∂ν
w(ν) ds dν

+ 2y′(−τ)γ(0)u − 2y′(−τ)γ(−∆)w(−∆) − 2y′(−τ)

0
∫

−∆

d γ(s)

ds
w(s) ds.

Так как функционал W [(x, y(·), w(·)] не убывает вдоль допустимых траекторий, а

вдоль оптимальной траектории постоянен, то оптимальное стабилизирующее управление
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u∗(x, y(·), w(·)) должно минимизировать функцию α(u) и, более того, α(u∗(x, y(·), w(·)) = 0.
Функция α(u) является квадратичной формой относительно u ∈ Rr; с учетом того, что

∂2α(u)

∂2u
= 2(Ξ(0) +M) > 0,

значение u∗, минимизирующее α(u), может быть найдено из соотношения

∂α(u)

∂u
= 0.

∂α(u)

∂u
= B′

∂W

∂x
+ 2Λ′(0)x+

0
∫

−∆

(Θ(0, s) + Θ′(s, 0))w(s) ds

+ 2

0
∫

−τ

β′(s, 0)y(s) ds + 2γ′(0)y(−τ) + 2Ξ(0)u + 2Mu = 0.

Подставив выражение для ∂W/∂x и выразив u, получим

u∗ = −K

[

(

B′P + Λ′(0)
)

x+

0
∫

−τ

(

B′D(s) + β′(s, 0)
)

y(s) ds+ γ′(0)y(−τ)

+

0
∫

−∆

(

B′Λ(s) + Θ(0, s)
)

w(s) ds

]

, (3.5)

где K = [Ξ(0) +M ]−1.

Подставив в (3.4) выражения для градиента и инвариантных производных и проведя со-

ответствующие преобразования, получим:

x′
[

2P ′A+ 2D(0) + Π(0) − [P ′B + Λ(0)]K[B′P + Λ′(0)] + Φ0

]

x

+ x′
[

2P ′Aτ − 2D(−τ) − [P ′B + Λ(0)]Kγ(0)
]

y(−τ)

+ x′

0
∫

−τ

[

2P ′A(s) + 2A′D(s) − 2
dD(s)

ds
+ 2R(0, s) − 2[P ′B + Λ(0)]K[B′D(s) + β′(s, 0)]

+ 2Φ1(s)
]

y(s) ds+ x′
[

2P ′B∆ − 2Λ(−∆)
]

w(−∆)

+ x′

0
∫

−∆

[

2P ′B(s) + 2A′Λ(s) − 2
dΛ(s)

ds
+ 2β(0, s) − 2[P ′B + Λ(0)]K[B′Λ(s) + Θ(0, s)]

+ 2Ψ1(s)
]

w(s) ds + y′(−τ)
[

− Π(−τ) − γ(0)Kγ′(0) + Φ4

]

y(−τ)

+ y′(−τ)

0
∫

−τ

[

2A′

τD(s) − 2R(−τ, s) − γ(0)K[B′D(s) + β′(s, 0)]
]

y(s) ds

+

0
∫

−τ

y′(s)

[

−
dΠ(s)

ds
+ Φ2(s)

]

y(s) ds

+

0
∫

−τ

0
∫

−τ

y′(s)
[

2D′(s)A(ν) −
∂R(s, ν)

∂s
−
∂R(s, ν)

∂ν
− [D′(s)B + β(s, 0)]K[B′D(ν) + β′(ν, 0)]

+ Φ3(s, ν)
]

y(ν) dsdν + 2y′(−τ)
[

− γ(−∆) + Υ2

]

w(−∆)
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+ y′(−τ)

0
∫

−∆

[

2A′

τΛ(s) − 2β(−τ, s) − 2
d γ(s)

ds
− γ(0)K[B′Λ(s) + Θ(0, s)]

]

w(s) ds

+ w′(−∆)

0
∫

−τ

[2B′

∆
D(s) − 2β′(s,−∆)]y(s) ds

+

0
∫

−τ

0
∫

−∆

y′(s)
[

2D′(s)B(ν) + 2A′(s)Λ(s) − 2[D′(s)B + β(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)]

− 2
∂β(s, ν)

∂s
− 2

∂β(s, ν)

∂ν
+ 2Υ(s, ν)

]

w(ν) ds dν +w′(−∆)
[

− Ξ(−∆) + Ψ4

]

w(−∆)

+ w′(−∆)

0
∫

−∆

[

2B′

∆
Λ(s) − 2Θ(−∆, s)

]

w(s) ds +

0
∫

−∆

w′(s)

[

−
dΞ(s)

ds
+ Ψ2(s)

]

w(s) ds

+

0
∫

−∆

0
∫

−∆

w′(s)
[

2Λ′(s)B(ν) −
∂Θ(s, ν)

∂s
−
∂Θ(s, ν)

∂ν
− [Λ′(s)B + Θ(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)]

+ Ψ3(s, ν)
]

w(ν) ds dν = 0.

Тройка {x, y(·), w(·)} является произвольным элементом из H, следовательно, квадратич-

ный функционал α(u∗(x, y(·), w(·))) равен нулю, если его коэффициенты равны нулю. Вос-

пользуемся свойством квадратичной формы x′Ax = x′(1/2A + 1/2A′)x. Отсюда и получаем

искомые уравнения, граничные условия и условия симметричности. Теорема доказана.

4. Явные решения обобщенных уравнений Риккати

В этом разделе описывается подход к нахождению явных решений ОУР. Подход осно-

ван на подходящем выборе матриц Φ0,Φ1,Φ2,Φ3,Φ4,Ψ1,Ψ2,Ψ3,Ψ4,Υ1,Υ2,Υ3 в функционале

качества (2.1). В рамках такого подхода матрицы Φ0, ...,Υ3 представляются через матрицы

P,D(s), R(s, ν),Λ(s),Θ(s, ν), β(s, ν), γ(s) таким образом, чтобы упростить систему (3.2).

Φ0 = Cφ0,

Φ1(s) = −P ′A(s) −R(0, s) + [P ′B + Λ(0)]K[B′D(s) + β′(s, 0)],
Φ2(s) = φ2(s),
Φ3(s, ν) = −D′(s)A(ν) −A′(ν)D(s) + [D′(s)B + β(s, 0)]K[B′D(ν) + β′(ν, 0)],
Φ4 = Cφ4,

Ψ1(s) = −P ′B(s) − β(0, s) + [P ′B + Λ(0)]K[B′Λ(s) + Θ(0, s)],
Ψ2(s) = ψ2(s),
Ψ3(s, ν) = −Λ′(s)B(ν) −B′(ν)Λ(s) + [Λ′(s)B + Θ(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)],
Ψ4 = Cψ4,

Υ1(s) = −A′

τΛ(s) + β(−τ, s) + γ(0)K[B′Λ(s) + Θ(0, s)] + υ(s),

Υ2 = −

0
∫

−∆

υ(s) ds,

Υ3(s, ν) = −D′(s)B(ν) −A′(s)Λ(s) + [D′(s)B + β(s, 0)]K[B′Λ(ν) + Θ(0, ν)]

(4.1)

Здесь Cφ0, Cφ4, Cψ4, φ2(s), ψ2(s), υ(s) — произвольные матрицы соответствующих размер-

ностей.

Система ОУР, соответствующая весовым матрицам (4.1), заметно упрощается и принимает

вид:
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P ′A+A′P +D(0) +D′(0) + Π(0) + Cφ0 = [P ′B + Λ(0)]K[B′P + Λ′(0)],
dD(s)

ds
= A′D(s),

dΛ(s)

ds
= A′Λ(s),

dΠ(s)

ds
= φ2(s),

dΞ(s)

ds
= ψ2(s),

∂R(s, ν)

∂s
+
∂R(s, ν)

∂ν
= 0,

∂Θ(s, ν)

∂s
+
∂Θ(s, ν)

∂ν
= 0,

∂β(s, ν)

∂s
+
∂β(s, ν)

∂ν
= 0,

d γ(s)

ds
= υ(s)

(4.2)

с граничными условиями:

D(−τ) = P ′Aτ ,

Λ(−∆) = P ′B∆,

Π(−τ) = Cφ4,

Ξ(−∆) = Cψ4,

R(−τ, s) = A′

τD(s),

Θ(−∆, s) = B′

∆Λ(s),

β′(s,−∆) = B′

∆
D(s),

γ(−∆) = −

0
∫

−∆

υ(s) ds

(4.3)

и условиями симметрии P = P ′, R(s, ν) = R′(ν, s), Θ(s, ν) = Θ′(ν, s).

Теорема 3. Пусть в системе ОУР Cφ0, Cφ4, Cψ4 — симметричные матрицы; φ2(s) —

симметричная матрица с кусочно-непрерывными на [−τ ; 0] коэффициентами; ψ2(s), υ(s) —

симметричные матрицы с кусочно-непрерывными на [−∆; 0] коэффициентами. Пусть P яв-

ляется решением матричного уравнения

PA+A′P + eA
′τPAτ +A′

τPe
Aτ +

0
∫

−τ

φ2(ζ) dζ +Cφ4 +Cφ0 = [PB+ eA
′
∆PB∆]K[B′P +B′

∆Pe
A∆],

(4.4)

а матрицы D(s), Λ(s), Π(s), Ξ(s), R(s, ν), Θ(s, ν), β(s, ν), γ(s) заданы по формулам:

D(s) = eA
′
(s+τ)P ′Aτ , Π(s) =

s
∫

−τ

φ2(ζ) dζ + Cφ4, R(s, ν) =

{

T (s)D(ν), (s, ν) ∈ Ωτ1,

D′(s)T ′(ν), (s, ν) ∈ Ωτ2

Λ(s) = eA
′
(s+∆)P ′B∆, Ξ(s) =

s
∫

−∆

ψ2(ζ) dζ + Cψ4, Θ(s, ν) =

{

Q(s)Λ(ν), (s, ν) ∈ Ω∆1,

Λ′(s)Q′(ν), (s, ν) ∈ Ω∆2

β(s, ν) = D′(s− ν − ∆)B∆, γ(s) =

s
∫

0

υ(ζ) dζ,
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где

Ωτ1 = {(s, ν) ∈ [−τ, 0] × [−τ, 0] : s < ν};

Ωτ2 = {(s, ν) ∈ [−τ, 0] × [−τ, 0] : s > ν};

Ω∆1 = {(s, ν) ∈ [−∆, 0] × [−∆, 0] : s < ν};

Ω∆2 = {(s, ν) ∈ [−∆, 0] × [−∆, 0] : s > ν};

T (s) = A′

τe
−A′

(s+τ), Q(s) = B′

∆e
−A′

(s+∆).

Тогда матрицы P,D(s),Π(s), R(s, ν),Λ(s),Ξ(s),Θ(s, ν), β(s, ν), γ(s) являются решением

ОУР (4.2), (4.3).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Матрица D(s). Решение уравнения dD(s)/ds = A′D(s), т. е.

второго уравнение системы (4.2), на отрезке [−τ ; 0] имеет вид

D(s) = eA
′
(s+τ)CD.

Константу CD можно найти из граничного условия D(−τ) = CD = P ′Aτ . Таким образом,

D(s) = eA
′
(s+τ)P ′Aτ .

Матрица Λ(s). Решение уравнения dΛ(s)/ds = A′Λ(s), т. е. третьего уравнение систе-

мы (4.2), на отрезке [−∆; 0] имеет вид

Λ(s) = eA
′
(s+∆)CΛ.

Константу CΛ можно найти из граничного условия Λ(−∆) = CΛ = P ′B∆. Таким образом,

Λ(s) = eA
′
(s+∆)P ′B∆.

Матрица Π(s). Решение уравнения dΠ(s)/ds = φ2(s), т. е. четвертого уравнение систе-

мы (4.2), с начальным условием Π(−τ) = Cφ4 имеет вид

Π(s) =

s
∫

−τ

φ2(ζ) dζ + Cφ4.

Матрица Ξ(s). Решение уравнения dΞ(s)/ds = ψ2(s), т. е. пятого уравнение системы (4.2),

с начальным условием Ξ(−∆) = Cψ4 имеет вид

Ξ(s) =

s
∫

−∆

ψ2(ζ) dζ + Cψ4.

Матрица R(s, ν). В области Ωτ1 = {(s, ν) ∈ [−τ, 0] × [−τ, 0] : s < ν} имеем R(s, ν) =
T (s)D(ν), поэтому

∂R(s, ν)

∂s
+
∂R(s, ν)

∂ν
=
dT (s)

ds
D(ν) + T (s)

dD(s)

ds

=
dT (s)

ds
D(ν) + T (s)A′D(ν) =

(

dT (s)

ds
+ T (s)A′

)

D(ν) = 0.

Поскольку D(ν) не особенная, то имеем dT (s)/ds = −T (s)A′. Откуда получаем T (s) =
CT e

−A′
(s+τ). Константу CT найдем из граничного условия R(−τ, ν) = T (−τ)D(ν) =

[граничное условие] = A′

τD(ν); следовательно, T (−τ) = A′

τ . С другой стороны, T (−τ) = CT e
0;

сопоставляя два последних равенства, получим CT = A′

τ и

R(s, ν) = A′

τe
−A′

(s+τ)D(ν), (s, ν) ∈ Ωτ1.
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В области Ωτ2 = {(s, ν) ∈ [−τ, 0] × [−τ, 0] : s > ν} имеем R(s, ν) = D′(s)T ′(ν), поэтому

∂R(s, ν)

∂s
+
∂R(s, ν)

∂ν
=
dD′(s)

ds
T ′(ν) +D′(s)

dT ′(s)

ds

= D′(s)AT ′(ν) +D′(s)
dT ′(ν)

ds
= D′(s)

(

AT ′(s) +
dT ′(s)

ds

)

= 0.

Поскольку D(s) не особенная, то имеем AT ′(s) + dT ′(s)/ds = 0. Откуда получаем T ′(s) =
e−A(s+τ)CT . Константу CT надо выбирать так, чтобы удовлетворить условию симметрии

R(s, ν) = R′(ν, s). В результате получим

R(s, ν) = D′(s)e−A(ν+τ)Aτ , (s, ν) ∈ Ωτ2.

Матрица Θ(s, ν). Рассуждения аналогичны только что проделанным.

Матрица β(s, ν). Решение уравнения ∂β(s, ν)/∂s+∂β(s, ν)/∂ν = 0, т. е. восьмого уравнения

системы (4.2), следует искать в виде β(s, ν) = β̃(s − ν). В силу граничного условия имеем

β(s,−∆) = β̃(s + ∆) = [граничное условие] = D′(s)B∆. Откуда находим β̃(s− ν) = D′(s − ν −
∆)B∆ и в итоге получаем

β(s, ν) = D′(s− ν − ∆)B∆.

Матрица γ(s). Решение уравнения d γ(s)/ds = υ(s), т. е. последнего уравнения систе-

мы (4.2), имеет вид γ(s) =

∫ s

−∆

υ(ζ) dζ + Cγ . Константу Cγ определим из начального условия

γ(−∆) = −

∫

0

−∆

υ(s) ds, получим Cγ = −

∫

0

−∆

υ(s) ds. В итоге имеем

γ(s) =

s
∫

0

υ(ζ) dζ.

Теорема доказана.

5. Достаточные условия стабилизируемости

Известно, что для систем с последействием, в отличие от конечномерных систем, линей-

ное управление, построенное на основе решения ОУР, не всегда является стабилизирующим.

Следующая теорема дает достаточные условия стабилизируемости системы.

Теорема 4. Пусть выполнены следующие условия:

(1) весовой функционал Z[x, y(·), w(·)] является положительно определенным на H;

(2) матрицы P,D,R,Π,Λ,Θ,Ξ, β, γ являются решением системы ОУР (3.2);

(3) функционал Беллмана W [x, y(·), w(·)] является положительно определенным на H,

тогда система (1.1) стабилизируема и управление с обратной связью (3.5) является решени-

ем задачи стабилизации (1.1), (1.3) в классе стабилизирующих управлений, а минимальное

значение функционала качества J, соответствующее начальной позиции {x, y(·), w(·)}, име-

ет вид (3.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В соответствии с определением (cм. c. 147) достаточно про-

верить асимптотическую устойчивость тривиального решения замкнутой системы в диффе-

ренциальной форме (1.6); еще раз обратим внимание на то, что система (1.6) относительно

(n+ r)-мерного вектора (x;u) является системой с запаздыванием только в координатах.
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Рассмотрим положительно определенный функционал (3.1) как функционал Ляпунова для

этой системы. С учетом того что матрицы P,D,R,Π,Λ,Θ,Ξ, β, γ являются решением системы

ОУР, полная производная функционала (3.1) в силу системы (1.1) имеет вид

Ẇ(1.1) = −Z[x, y(·), w(·)] − u′Mu.

Квадратичный функционал Z[x, y(·), w(·)] является положительно определенным, следо-

вательно, функционал Ẇ(1.1) будет отрицательно определенным на H. Таким образом, триви-

альное решение системы (1.6) асимптотически устойчиво [3, c. 172], а, значит, система (1.1)
стабилизируема управлением (3.5). Теорема доказана.

6. Пример

Применение развиваемого метода к стабилизации системы (1.1) с помощью управле-

ния (1.3) можно разбить на три этапа: (1) выбор свободных параметров Cφ0, . . . , υ(s), на-

хождение матриц — коэффициентов усиления — P,D(s), . . . , γ(s) и матриц — коэффициентов

весового функционала Z — Φ0, . . . ,Υ3(s, ν); (2) доказательство положительной определенно-

сти функционалов W и Z; (3) построение управления по принципу обратной связи. Стабили-

зирующее управление находится по (1.3); в соответствии с (3.5) имеем E = −K(B′P + Λ′(0)),

Eτ = −Kγ′(0), Lτ (s) = −K

0
∫

−τ

(B′D(s) + β′(s, 0)) ds, L∆(s) = −K

0
∫

−∆

(B′Λ(s) + Θ′(s, 0)) ds.

Проиллюстрируем сказанное на примере. Рассмотрим управляемую систему:































ẋ1 = 2x1 − 3x2 +
1

5

0
∫

−1

esy1(s) ds + u+
1

5

0
∫

−0.5

sin(2πζ)w(ζ) dζ,

ẋ2 = 3x1 − x2 +
1

5

0
∫

−1

esy2(s) ds +
1

5

0
∫

−0.5

sin(2πζ)w(ζ) dζ.

Тривиальное решение неуправляемой системы (u(·) ≡ 0) неустойчиво. Следуя алгоритму,

построим стабилизирующее управление (1.3) в три этапа.

(1) Зададим управляющие параметры следующим образом: M = 1/20, Cφ0 =
(

2/5 0
0 4/5

)

, Cφ4 =

(

1/5 0
0 2/5

)

, φ2(s) ≡

(

2/5 0
0 4/5

)

, Cψ4 = 1/20, ψ(s) ≡ 1/5, υ(s) ≡ 0.

Уравнение (4.4) допускает решение P =

(

1 0
0 1

)

. Остальные матрицы — коэффициен-

ты усиления — найдем с использованием теоремы 3: D(s) ≡

(

0 0
0 0

)

, R(s, ν) ≡

(

0 0
0 0

)

,

Λ(s) ≡

(

0
0

)

, Θ(s, ν) ≡ 0, β(s, ν) ≡

(

0
0

)

, γ(s) ≡

(

0
0

)

, Π(s) =

(

(2s + 3)/5 0
0 (4s+ 6)/5

)

,

Ξ(s) = (4s + 3)/20.

Из (4.1) получим Φ0 =

(

2/5 0
0 4/5

)

, Φ1(s) = −1/5

(

es 0
0 es

)

, Φ2(s) ≡

(

2/5 0
0 4/5

)

,

Φ3(s, ν) ≡

(

0 0
0 0

)

, Φ4 =

(

1/5 0
0 2/5

)

, Ψ1(s) = −1/5

(

sin(2πs)
sin(2πs)

)

, Ψ2(s) ≡ 1/5,Ψ3(s, ν) ≡

0, Ψ4 = 1/20,Υ1(s) ≡

(

0
0

)

,Υ2 =

(

0
0

)

,Υ3(s, ν) ≡

(

0
0

)

.
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(2) В функционал (3.1) подставим значения найденных матриц, получим:

W [x, y(·), w(·)] = x′
[

1 0
0 1

]

x+

0
∫

−1

y′(s)

[

(2s + 3)/5 0
0 (4s + 6)/5

]

y(s) ds

+

0
∫

−0.5

w′(s)(4s+ 3)/20w(s) ds.

Матрица Π(s), s ∈ [−1; 0], представляет собой положительно определенную квадратичную

форму, кроме того, Ξ(s) > 0.05, s ∈ [−0.5; 0]. Ясно, что функционал W положительно опреде-

ленный.

В функционал (2.2) подставим значения найденных матриц, получим:

Z[x, y(·), u(·)] = x′Φ0x+ 2x′
0

∫

−τ

Φ1(s)y(s) ds+

0
∫

−τ

y′(s)Φ2(s)y(s) ds+ y′(−τ)Φ4y(−τ)

+ 2x′
0

∫

−∆

Ψ1(s)w(s) ds +

0
∫

−∆

w′(s)Ψ2(s)w(s) ds + w′(−∆)Ψ4w(−∆).

Для проверки положительной определенности функционала Z сгруппируем слагаемые. По-

добные группировки полезны при проверке положительной определенности и в других более

общих задачах.

Z[x, y(·), w(·)] =

0
∫

−τ

[x y(s)]

[

1/2τ Φ0 Φ1(s)
Φ′

1
(s) Φ2(s)

] [

x

y(s)

]

ds+ y′(−τ)Φ4 y(−τ)

+

0
∫

−∆

[x w′(s)]

[

1/2∆ Φ0 Ψ1(s)
Ψ′

1
(s) Ψ2(s)

] [

x

w(s)

]

ds+ w′(−∆)Ψ4 w(−∆)

=

0
∫

−1

[x y(s)]









1/5 0 es/5 0
0 2/5 0 es/5

es/5 0 2/5 0
0 es/5 0 4/5









[

x

y(s)

]

ds+ y′(−1)

[

1/5 0
0 2/5

]

y(−1)

+

0
∫

−0.5

[x w′(s)]





2/5 0 sin(2πs)/5
0 4/5 sin(2πs)/5

sin(2πs)/5 sin(2πs)/5 1/5





[

x

w(s)

]

ds+ w′(−0.5) 1/20w(−0.5).

Теперь положительная определенность функционалов легко проверяется по определению, так

как каждое слагаемое есть положительно определенный функционал. Согласно теореме 4 кон-

струируемое управление будет стабилизирующим.

(3) Найдем числовые значения матриц, фигурирующих в (1.3), E = [−5 0], Eτ = [0 0],
Lτ = [0 0], L∆ = [0]. Искомое управление имеет вид u = −5x1.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 14 № 4 2008

УДК 517.929.8+517.983.3

ЛОМАНЫЕ ЭЙЛЕРА И ВРЕМЕННЫЕ ШКАЛЫ

В УСЛОВИЯХ КАРАТЕОДОРИ1

Д.В.Хлопин

В работе исследуется сходимость ломаных Эйлера к траекториям в системах, удовлетворяющих услови-

ям Каратеодори. Для всякой такой системы предложена процедура, конструирующая последовательность

ломаных Эйлера, сходящихся к пучку траекторий. Для этого множество временных шкал на этом проме-

жутке оснащается псевдометрикой (зависящей от системы). Оснащение такой псевдометрикой позволяет

свести вопрос сходимости ломаных Эйлера к вопросу о непрерывной зависимости решений интегрального

уравнения от параметра (временной шкалы). Показывается, что в условиях Каратеодори сходимость по

соответствующей псевдометрике гарантирует сходимость ломаных Эйлера к пучку траекторий системы.

В силу использования временных шкал все результаты статьи переносятся также и на случай, когда лома-

ная Эйлера имеет бесконечное число звеньев и фактически является решением некоторого интегрального

уравнения с сосредоточенным запаздыванием.
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Введение

Хорошо известно, что в системах с достаточно гладкой (непрерывной по времени, непре-

рывно дифференцируемой по фазовой переменной) правой частью в случае выполнения усло-

вия подлинейного роста и при стремлении диаметра разбиения к нулю ломаные Эйлера, соот-

ветствующие этим разбиениям, равномерно на всяком отрезке сходятся к единственной тра-

ектории системы. При условии лишь непрерывности правой части можно указать такой про-

межуток времени, что ломаная Эйлера лежит сколь угодно близко к траектории системы

при достаточно малом диаметре породившего ее разбиения [8, упражнение II.2.1], в частности

из последовательности ломаных Эйлера можно выделить сходящуюся к какой-либо траекто-

рии подпоследовательность. Для измеримой правой части ранее исследовались всевозможные

пределы последовательностей ломаных Эйлера (см., например, [19]); вмещающее их диффе-

ренциальное включение можно получить также из [5, теорема 1.1.3].

В данной работе исследуются условия, которые нужно наложить на правую часть системы

для того, чтобы ломаные Эйлера сходились к пучку траекторий системы, в частности, чтобы

из всякой последовательности ломаных Эйлера можно было выделить сходящуюся на всем

рассматриваемом промежутке времени к какой-либо траектории подпоследовательность.

Помимо обычных ломаных Эйлера, в отличие от работы [10], в данной статье рассматрива-

ются также ломаные с бесконечным числом звеньев. Для этого множество D всевозможных ко-

нечных разбиений отрезка времени погружается в множество D всех замкнутых подмножеств

этого отрезка, содержащих его концы, в множество временных шкал. Каждая временная шка-

ла порождает, вообще говоря, пучок обобщенных ломаных Эйлера. Как и в [10], множество D
предлагается оснастить псевдометрикой ̺, которая подбирается по правой части системы.

Вместо диаметра разбиения в качестве характеристики близости ломаных Эйлера и пучка

траекторий системы при этом используется “расстояние” ̺ от разбиения до исходного отрезка

1Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты 06-01-00414, 07-01-96088) и Фонда
содействия отечественной науке.
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времени. В случае непрерывной правой части система окрестностей вокруг этого отрезка, по-

рожденная этой псевдометрикой, в общем случае грубее системы окрестностей, порожденной

диаметром разбиения.

Создание такой псевдометрики позволяет свести вопрос сходимости ломаных Эйлера к

вопросу о непрерывной зависимости решений интегрального уравнения от параметра (вре-

менной шкалы); строго говоря, требуется полунепрерывность сверху, поскольку исследуется

сходимость ломаных к пучку, а не к отдельной траектории.

Показывается, что в условиях Каратеодори, если нет траекторий, уходящих за рассмат-

риваемый отрезок времени в бесконечность, всякая последовательность временных шкал, схо-

дящаяся (по соответствующей псевдометрике) к исходному промежутку времени, генерирует

последовательность ломаных Эйлера, предельные точки которой суть траектории исходной

системы. Это для всякой системы Каратеодори позволяет сконструировать последователь-

ность конечных разбиений, диаметр которых стремится к нулю, а соответствующие ломаные

Эйлера — к траекториям системы.

Подобные, но более слабые результаты показаны для случая ограниченной правой части

или при дополнительных предположениях (равностепенная непрерывность сечений по времени

правой части [10]). В отличие от той работы в данной статье используется также более слабая

псевдометрика. Результаты представленной работы ранее были анонсированы в [12].

1. Определения, обозначения и условия

Для всякого натурального числа m ∈ N через R
m обозначим m-мерное евклидово про-

странство с евклидовой нормой ||·||m.

Для всякого топологического пространства X и метрического пространства Y под B(X,Y )
будем понимать множество всех ограниченных, измеримых по Борелю функций, действующих

из топологического пространства X в Y ; оснастим это множество топологией равномерной

сходимости при помощи нормы ||f ||B(X,Y )

△

= supx∈X ||f(x)||Y ; соответствующее подпростран-

ство всех непрерывных функций из B(X,Y ) будем обозначать через C(X,Y ). Для краткости

примем также Ck(X)
△

= C(X, Rk), Bk(X)
△

= B(X, Rk) для всякого k ∈ N и C(X)
△

= C1(X),

B(X)
△

= B1(X).

Рассмотрим дифференциальную систему

ẋ = f(t, x), x(t0) = x0, (1.1)

функционирующую в m-мерном фазовом пространстве R
m (m ∈ N) на конечном промежутке

I0

△

= [t0, T ] (t0 < T ) при заданном начальном условии x(t0) = x0. В (1.1) параметр t ∈ I0 —

время, x ∈ R
m.

На функцию f : I0 × R
m → R

m наложим следующие условия:

(K1) для произвольных x ∈ R
m функция

(

f(t, x)
∣

∣t ∈ I0

)

: I0 7→ R
m измерима по Боре-

лю на I0;

(K2) для каждого t ∈ I0 функция
(

f(t, x)
∣

∣x ∈ R
m

)

: R
m 7→ R

m непрерывна;

(K3) для любого компакта K ⊂ R
m существует такая суммируемая функция MK ∈

B(I0, 〈0,∞〉), что

||f(t, x)||m ≤ MK(t), ∀(t, x) ∈ I0 × K;

(C) все локальные правосторонние решения системы (1.1) продолжимы до момента T и

равномерно ограничены.

Первые три условия фактически совпадают с условиями Каратеодори, однако мы требуем

их выполнения для всех, а не при почти всех t ∈ I0 как, например, в [6]. Заметим, что в

условиях (K1)–(K3) локальное решение (1.1) существует и в силу (C) каждое из них должно
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быть продолжимо до T . Все траектории системы (1.1), определенные на промежутке [t0, T ],
обозначим через Φ, введем также для всех θ ∈ [t0, T ]

Φθ
△

=
{

x|[t0,θ] ∈ Cm([t0, θ])
∣

∣ x ∈ Φ
}

.

В силу (C) существует такой компакт K0, что Φ ⊂ C(I0, K0). При выполнении (K1)–(K3)
вместо (C) достаточно на правую часть системы (1.1) потребовать условие типа подлинейного

роста (или иное условие продолжимости всех решений на весь отрезок I0).

Обозначим через D совокупность всех конечных множеств из I0, содержащих точки

t0, T . Назовем такие множества конечными разбиениями. Каждое множество ∆ ∈ D можно

единственным образом представить в виде возрастающей конечной последовательности вида

(ti)i∈0,k(∆)
. Наибольшее из чисел ti − ti−1 назовем диаметром разбиения и обозначим через

d(∆).

По заданному разбиению ломаная Эйлера строится следующим образом: принимается

y(t0) = x0, далее, y(t) = y(t0) + (t − t0)f(t0, y(t0)) для всякого t ∈ 〈t0, t1]. Пусть построе-

на ломаная вплоть до момента tk < T. Построим ее до момента tk+1 для всех t ∈ 〈tk, tk+1] по

правилу y(t) = y(tk)+(t− tk)f(tk, y(tk)). В силу конечности k(∆) ломаную можно продолжить

до момента tk(∆)+1 = T включительно. Итак, для всякого ∆ ∈ D построена ломаная Эйлера

ξ∆ = y ∈ Cm(I0).

2. О сходимости и непрерывности

Хорошо известно [8, упр. II.2.1], что если правая часть уравнения динамики непрерыв-

на по совокупности переменных, то из последовательности ломаных Эйлера при выполнении

d(∆i) → 0 всегда можно выделить подпоследовательность, сходящуюся на некотором про-

межутке к траектории системы. Если такая траектория при заданном начальном условии

неединственна, то не все последовательности ломаных Эйлера обязаны иметь предел и не все

такие траектории могут быть пределами ломаных. Заметим также, что в качестве промежут-

ка, на котором ломаные Эйлера сходятся к траекториям, при этом можно взять весь I0, для

этого достаточно потребовать выполнения условия (C) [10]. Т. е. в случае непрерывной правой

части и выполнения условия продолжимости (C) имеет место

∀ε ∈ 〈0,∞〉∃δ ∈ 〈0,∞〉∀∆ ∈ D (d(∆) < δ)∃x ∈ Φ ||x − ξ∆||Cm(I0) < ε. (2.1)

Можно ли на правую часть наложить более слабые условия, нежели непрерывность, гаранти-

рующие выполнение (2.1)?

Заметим, что? поскольку конструкция ломаных Эйлера пошаговая, ломаная Эйлера зави-

сит лишь от конечного числа значений правой части в конечное число моментов времени, а

предел последовательности ломаных — от счетного числа. Но на траекторию системы (1.1) не

влияет изменение правой части при нулевом множестве из I0. Итак, условия (K1)–(K3), (C)
не гарантируют (2.1).

Если правая часть кусочно-непрерывна, т. е. если I0 можно разбить на конечное число

промежутков так, что для каждого такого промежутка I сужение правой части на I × R
m

непрерывно по совокупности переменных, то, безусловно, (2.1) имеет место. Однако малого

диаметра разбиения недостаточно для сходимости даже в случае, когда правая часть при

всякой фиксированной фазовой переменной как функция времени является разрывной лишь

в одной точке, а в случае ограниченной правой части — в счетном числе точек. Сходимости

может также не быть, если правая часть ограничена и вдоль всякой траектории имеет не более

одной точки разрыва (см. [11]). В [11] также анонсированы некоторые условия на правую часть

системы, достаточные для сходимости ломаных Эйлера к траекториям системы, если только

диаметры разбиений стремятся к нулю.
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Возможно, всякую правую часть достаточно исправить на множестве нулевой меры Лебе-

га, т. е.: для всякой функции Каратеодори найдется ли эквивалентная ей со свойством (2.1)
(при выполнении условия (C))? Это также неверно. Соответствующий пример (см. [10]) стро-

ится на основе нигде не плотного множества ненулевой меры, имеющего структуру, близкую

к канторовскому множеству. Более того, как показывает тот же пример, при выборе последо-

вательности разбиений для выполнения (2.1) недостаточно также брать только те разбиения,

для которых во все моменты переключения правая часть непрерывна.

Итак, для переноса (2.1) на произвольные системы, удовлетворяющие условиям Каратео-

дори, вместо диаметра d(∆) имеет смысл рассматривать иной критерий качества разбиения.

Заметим, что вопрос о сходимости ломаных Эйлера к траекториям можно свести к во-

просу о непрерывной зависимости решений некоторого уравнения от параметра. Действи-

тельно, погрузим всевозможные конечные разбиения в некоторое пространство D, топо-

логию которого доопределим позже. Сопоставим каждому элементу ∆ ∈ D отображение

L∆ ∈ L ⊂ C(Cm(I0), Cm(I0)), причем так, что неподвижные точки этого отображения (т. е. ре-

шения уравнения ξ = L∆ξ) суть ломаные Эйлера, если ∆ есть конечное разбиение, и являются

траекториями (1.1) при некотором значении параметра ∆0. Теперь непрерывная зависимость

решений от параметра в окрестности ∆0 (при непрерывном отображении ∆ → L∆) будет

означать сходимость ломаных Эйлера к траекториям, если только порожденные разбиениями

операторы сходятся к L∆0
. Для непрерывной зависимости решений, согласно идеологии [13],

множество L∆ ∈ L должно иметь топологию не слабее топологии равномерной сходимости.

Имея топологию на L, на D достаточно взять самую слабую топологию, обеспечивающую

непрерывность отображения ∆ → L∆.

Предыдущий абзац можно изобразить и в виде схемы.

∆ ∈ D 7→ L∆ ∈ L 7→ ξ∆ = L∆ξ∆ 7→ ξ∆ ∈ Ξ∆

⇂ ↓ ↓?
∆0 = I0 ∈ D 7→ LI0 ∈ L 7→ x = LI0x 7→ x ∈ Φ = ΞI0

Отметим, что в случае ограниченной правой части описанная схема выполнена, удается снять

и имеющийся в ней знак вопроса (см. замечание). Для неограниченной правой части при реа-

лизации схемы приходится рассматривать такие операторы L∆, неподвижные точки которых

не являются ломаными Эйлера или решениями исходной системы, а лишь содержат их в ка-

честве компонент. При этом оператор L∆ уже переводит некоторое подмножество из Cm+2(I0)
в Cm+2(I0).

3. Детализация схемы

Пусть D — семейство всех замкнутых подмножеств множества I0, содержащих точки t0, T .

В частности, в D входят само множество I0 и все конечные разбиения — множества из D.

Будем называть эти множества из D, следуя [16,18], временными шкалами (time scales).

Каждой шкале ∆ ∈ D сопоставим функцию τ∗

∆
: I0 7→ I0 по правилу

τ∗

∆
(t) = max {τ ∈ ∆ | τ ≤ t} ∀t ∈ I0.

Теперь для любой временной шкалы ∆ ∈ D определим ее зернистость (graininess):

d(∆)
△

= ||τ∗

I0
− τ∗

∆
||B(I0).

Заметим, что зернистость совпадает для конечных разбиений с введенным для них ранее диа-

метром.

Рассмотрим некоторое m′ ∈ N. Зафиксируем некоторую функцию Каратеодори F : I0 ×
R

m′

7→ R
m′

. Введем для всякого t ∈ I0 семейство функций F̄t : Cm′(I0) → R
n по правилу

F̄t(x) = F (t, x(t)) ∀(t, x) ∈ I0 × Cm′(I0).
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Зафиксируем теперь некоторое компактное в C(I0, R
m′

) множество Ψ. Отметим, что в силу

условий (K1), (K2) для всякого x ∈ Ψ функция F̄ (x) = (F̄t(x) | t ∈ I0) измерима по Борелю

на I0, а отображение F̄t = (F̄t(x) |x ∈ Ψ) непрерывно, т. е. F̄t ∈ Cm′(Ψ) для всякого t ∈ I0.

Теперь определим всякому ∆ ∈ D интегральный оператор L∆ по правилу

(L∆y)(θ)
△

= x0 +

∫

[t0,ϑ〉

F̄τ∗

∆
(t)(y)dt = x0 +

∫

[t0,ϑ〉

F
(

τ∗

∆(t), y
(

τ∗

∆(t)
))

dt

для всех y ∈ Ψ и θ ∈ I0 таких, что интеграл существует. Семейство непрерывных функ-

ций, являющееся областью значений отображения ∆ 7→ L∆, обозначим через L. Введем на L

зависящую от компакта Ψ и функции Каратеодори F топологию равномерной сходимости.

Тогда на D получаем принимающую в том числе и бесконечные значения псевдометрику

̺F
Ψ

: D ×D 7→ [0,+∞] по правилу

̺F
Ψ(∆1,∆2)

△

= sup
y∈Ψ

max
θ∈I0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

[t0,θ]

F̄τ∗

∆1
(t)(y) − F̄τ∗

∆2
(t)(y) dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m

= sup
y∈Ψ

max
θ∈I0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

[t0,θ]

F
(

τ∗

∆1
(t), y

(

τ∗

∆1
(t)

))

− F
(

τ∗

∆2
(t), y

(

τ∗

∆2
(t)

))

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m

. (3.1)

Фактически это норма отображения (y, θ) 7→ (L∆1
y)(θ)−(L∆2

y)(θ) из некоторого подмножества

множества Ψ × I0 в Cm′(I0). Эта норма может стать бесконечной, если какая-либо функция

L∆i
y будет определена не для всех θ ∈ I0. Непосредственная проверка показывает, что для ̺F

Ψ

действительно выполнены все свойства псевдометрики. При необходимости можно перейти и к

конечной псевдометрике, эквивалентной данной, например, по формуле min(̺F
Ψ
, 1). Отметим,

что в [10] рассматривалась более сильная, чем описанная здесь, топология (индуцированная

топологией равномерной сходимости самих функций F̄ ).

Как показано в [10, теорема 1], для всякого r ∈ 〈0,∞〉 найдется конечное разбиение ∆
со свойством ̺F

Ψ
(∆, I0) < r. Там же показано, что в случае непрерывной правой части (1.1)

система окрестностей вокруг I0, порожденная этой псевдометрикой, не слабее системы окрест-

ностей, порожденной диаметром разбиения d(∆).
Отметим также, что всюду далее вместо псевдометрики ̺F

Ψ
можно использовать метрику

max(̺F
Ψ
(∆, I0),d(∆)).

Определим, наконец, обобщенные ломаные Эйлера. Установим теперь F = f и рассмотрим

для всякой шкалы ∆ ∈ D уравнение

ξ(ϑ) = (L∆ξ)(ϑ) = x0 +

∫

[t0,ϑ〉

f
(

τ∗

∆
(t), ξ

(

τ∗

∆
(t)

))

dt. (3.2)

Для всякого t∗ ∈ 〈t0, T ] через Ξ∆
t∗ обозначим множество всех решений (из Cm([t0, t

∗])) этого

уравнения на промежутке [t0, t
∗]. Для удобства определим также Ξ∆

θ (K)
△

= Ξ∆

θ ∩ C([t0, θ],K)
для всякого компакта K ⊂ R

m.

Как показано ранее, для всякого конечного разбиения ∆ ∈ D это множество состоит из

единственного элемента, уже введенного ξ∆|[t0,t∗]. С другой стороны, в силу I0 ∈ D, определено

множество ΞI0
t∗ , но оно совпадает со всеми решениями исходного уравнения (1.1), продолжи-

мыми вплоть до t∗, т. е. (при условии (C)) ΞI0
t∗ = Φt∗ .

В [2] для достаточно гладкой правой части построены ломаные Эйлера с бесконечным

числом моментов переключения, графики которых сходятся к графику непродолжимой тра-

ектории во всей области определения. Ломаные Эйлера со счетным числом кусков рассмат-

ривались также в [3], там же указано аналогичное (3.2) уравнение (см. [3, (1.11)]), решениями

которого являются как траектории исходной системы, так и ломаные Эйлера.
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Отметим, что в уравнениях с запаздыванием с неограниченной правой частью решения как

непрерывной функции может и не быть даже локально [4]. Для обобщенной ломаной Эйлера

имеет место подобный результат.

П р и м е р. Примем ∆ = {1/k |k ∈ N} ∪ {0} и определим g ∈ B([0, 1]) по правилу

g(t, x)
△

=

{

0, ∀t 6∈ ∆ \ {0} ∀x ∈ R;

(−1)k2k(k + 1), t = 1/k ∀x ∈ R.

Тогда для задачи Коши ẋ = g(t, x), x(0) = 0, t ∈ [0, 1] у ломаной Эйлера ξ∆ для всех k ∈ N

должно быть
∣

∣ξ∆(1/k) − ξ∆(1/(k + 1))
∣

∣ = 2, что невозможно для непрерывных в окрестности

нуля функций. Отсюда для всякого t ∈ 〈0, 1] множество Ξ∆
t пусто.

Покажем достаточное условие существования ломаных Эйлера. Отметим, что если функ-

ция Каратеодори F не зависит от x, то псевдометрика ̺F
Ψ

(см. (3.1)) не зависит от компакта Ψ.

В этом случае ее можно обозначить как ̺F .

Предложение 1. Пусть функция f ∈ B(I0 × R
m, Rm) удовлетворяет условиям Кара-

теодори, K ⊂ R
m — некоторый компакт, содержащий в качестве внутренней точку x0, для

некоторого ∆ ∈ D конечно ̺MK (∆, I0).
Тогда ∅ 6= Ξ∆

t∗ ⊂ C([t0, t
∗],K) для всех t∗ ∈ [t0, T

0] при некотором T 0 ∈ 〈t0, T ]. Кроме того,

для всех θ ∈ 〈t0, T ] множество Ξ∆

θ (K) компактно и всякий его элемент можно продолжить

до ξ̃ ∈ Ξ∆

t∗(K) (для какого-то t∗ ∈ 〈θ, T ]) так, что или t∗ = T , или ξ̃(t∗) принадлежит границе

компакта K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Схема доказательства этого предложения следует доказатель-

ству теорем 1.1 и 1.4 из [6]. Общие теоремы из [7] не применимы в силу нарушения к ломаным

Эйлера полугруппового свойства при t 6∈ ∆.

Зафиксируем вплоть до конца доказательства удовлетворяющие условиям предложения

множество ∆ ∈ D и компакт K. Обозначим через ∂K границу компакта K.

Определим монотонно возрастающую функцию υ по правилу

υ(t) =

∫

[t0,t]

MK

(

τ∗

∆
(s)

)

ds

для всех t ∈ I0, для которых интеграл сходится. Тогда во всей своей области определения

v(t) ≤

∣

∣

∣

∣

∫

[t0,t]

MK(s)−MK

(

τ∗

∆(s)
)

ds

∣

∣

∣

∣

+

∫

[t0,t]

MK

(

τ∗

∆(s)
)

ds ≤

∫

I0

MK

(

τ∗

∆(s)
)

ds + ̺MK (∆, I0). (3.3)

В силу суммируемости MK и конечности ̺MK (∆, I0) имеем υ ∈ C(I0), в частности
(

MK(τ∗

∆
(s))

∣

∣ s ∈ I0

)

— суммируемая функция.

Рассмотрим произвольные t0 ∈ ∆ \ {T} и внутреннюю точку x0 компакта K. Покажем

существование функции ξ ∈ C([t0, t∗],K) со свойством

ξ(t) = x0 +

∫

[t0,t]

f
(

τ∗

∆(s), ξ
(

τ∗

∆(s)
))

ds ∀t ∈ [t0, t∗] (3.4)

для некоторого t∗ ∈ 〈t0, T ].
При всяком h ∈ 〈0, 1〉 для t ≤ t0 определим xh(t) = x0, а для всех t ∈ 〈t0, T ] определим

xh(t) = x0 +

∫

[t0,t]

f
(

τ∗

∆
(s), xh(τ∗

∆
(s) − h)

)

ds. (3.5)
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Отметим, что для всех h ∈ [0, 1] или найдется нижняя грань таких t, что xh(t) ∈ K (обозначим

ее через θh, в этом случае xh(θh) ∈ ∂K) или xh ∈ C(I0,K) (примем тогда θh
△

= T ). Отсюда

xh|[t0,θh] ∈ C([t0, θh],K) для всякого h ∈ [0, 1]. Последовательность частичных отображений
(

x1/i|[t0,θ1/i]

)

i∈N
(из I0 в K) равномерно ограничена и равностепенно непрерывна (модулем

непрерывности функции υ), тогда эта последовательность имеет (см. [7, теорема 3.6.2]) пре-

дел — функцию ξ ∈ C([t0, t
∗],K) для некоторого t∗ ∈ I0 (в частности, графики функций из

последовательности сходятся к графику предела в метрике Хаусдорфа). Отсюда, переходя к

пределу в (3.5), для любого t ∈ [t0, t
∗〉 имеем, что ξ есть решение уравнения (3.4) на [t0, t],

следовательно на [t0, t∗〉, но тогда и на всем отрезке [t0, t∗]. Кроме того, из сходимости гра-

фиков следует, что или t∗ = T , или ξ(t∗) принадлежит ∂K, но x0 — внутренняя точка этого

компакта, таким образом t0 < t∗. Итак, существует функция ξ ∈ C([t0, t
∗],K), являющаяся

решением (3.4) на [t0, t∗].

Если для некоторого θ ∈ 〈t0, t
∗] нашлось ξ ∈ Ξ∆

θ \ C([t0, θ],K), то ξ|[t0,t′] ∈ Ξ∆

t′ (K), где t′

есть нижняя грань тех t ∈ 〈t0, θ], что ξ(t) 6∈ K. Тогда ξ(t′) ∈ ∂K. В частности υ(t′)− υ(t0) ≥ κ.

Итак, в качестве T 0 можно взять любое t ∈ 〈t0, T ] со свойством υ(t) < κ.

Пусть θ ∈ I0 таково, что Ξ∆

θ ∩ C([t0, θ],K) непусто. Его предельные точки в нем содер-

жатся, поскольку правая часть (3.4) непрерывно зависит от ξ̃. Тогда Ξ∆

θ (K) замкнуто, но оно

равномерно ограничено и равностепенно непрерывно (модулем непрерывности функции R),

следовательно компактно.

Множество ∪t∗∈I0Ξ
∆

t∗(K) как множество частичных отображений в равномерной метрике

также компактно. Действительно, равномерная ограниченность и равностепенная непрерыв-

ность показываются аналогично, а замкнутость этого множества следует из того, что предел

графиков решений (3.4) также является графиком решения (3.4) (это следствие непрерывно-

сти L∆1
y по y).

Рассмотрим произвольные θ ∈ I0, ξ0 ∈ Ξ∆

θ (K). Тогда в силу компактности ∪t∗∈I0Ξ
∆

t∗(K)
корректно определить

t0
△

= max
{

t∗ ∈ [θ, T ]
∣

∣ ∃ξ̃ ∈ Ξ∆

t∗(K) ξ̃|[t0,θ] = ξ0

}

. (3.6)

Но тогда существует ξ̃ ∈ Ξ∆

t0
(K) со свойством ξ̃|[t0,θ] = ξ0.

Если ξ̃(t0) ∈ ∂K или t0 = T , то все показано. Предположим, не так. Тогда обозначим

t∗ = τ∗

∆
(t0). Если t0 > t∗, то график решения на [t∗, t

0] есть кусок прямой внутри K, т. е.

решение ξ̃ можно продолжить (внутри K) линейно до некоторого t∗ ∈ 〈t0, T ] по правилу

ξ̃(t) = ξ̃(t∗) +
t − t∗

t0 − t∗

(

ξ̃(t0) − ξ̃(t∗)
)

∀t ∈ 〈t0, t∗].

При этом новая функция будет принадлежать Ξ∆

t∗(K), а ее сужение на [t0, ϑ] — совпадать с

ξ0. Но t∗ > t0, что противоречит определению t0 как верхней грани множества (3.6). Таким

образом, t∗ = t0 ∈ ∆.

Тогда t0 = t∗ 6= T , поскольку ξ̃(t0) 6∈ ∂K, из уже показанного при t∗ = t∗, x0 = ξ̃(t∗)
следует существование для некоторого t∗ ∈ 〈t0, T ] функции ξ ∈ C([t0, t∗],K) со свойством (3.4).
Доопределим ξ̄ по правилу ξ̄(t) = ξ(t) для всех 〈t0, t∗]. Поскольку t0 ∈ ∆, то для такого ξ̄

уравнение (3.2) выполнено на всем [t0, t
∗], т. е. ξ̃ ∈ Ξ∆

t∗(K), а сужение ξ̃ на [t0, ϑ] совпадает с ξ0.

Но t∗ > t0, что противоречит определению t0 как верхней грани множества (3.6). Полученное

противоречие завершает доказательство. �

Часть, связанная с существованием обобщенных ломаных Эйлера, следует из замечания 2.6

в [9], однако формально она там доказана в предположении единственности решения уравне-

ния с запаздыванием.

Вопросы существования, единственности, продолжимости и устойчивости решений урав-

нений с пошаговым запаздыванием при линейной правой части смотрите в [17].
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4. Сходимость ломаных Эйлера

Теорема. В условиях (K1), (K2), (K3), (C) можно подобрать компакт Ψ ⊂ Cm+2(I0) и

функцию Каратеодори F ∈ B
(

I0×R
m+2, Rm+2

)

так, что для любого ε ∈ 〈0,∞〉 при некотором

d ∈ 〈0,∞〉 для всякого ∆ ∈ D, ̺F
Ψ
(∆, I0) ≤ d множество Ξ∆

T непусто и для всякой ломаной

Эйлера ξ ∈ Ξ∆

T найдется x ∈ Φ со свойством ||x − ξ||Cm(I0) < ε.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (C) для некоторого компакта K0 ⊂ R
m выполнено Φ ⊂

C(I0, K0). Зафиксируем такой компакт K0, а также некоторое число κ ∈ 〈0,∞〉, определим

компакт

K
△

=
{

x ∈ R
m

∣

∣∃y ∈ R
m ||x − y||m ≤ κ

}

.

Зафиксируем также из условия (K3) суммируемую функцию MK.

Определим монотонную функцию ΩK ∈ B([0,∞〉) по правилу

ΩK(ε)
△

= sup
A∈B(I0), λ(A)≤ε

∫

A

MK(t)dt ∀ε ∈ [0,∞〉, (4.1)

где B(I0) — семейство всех борелевских множеств из I0, а λ(A) — мера Лебега множества

A ⊂ I0. Заметим, что ΩK(0) = 0 и из [1, лемма 3.4.13]

lim
ε→+0

ΩK(ε) = ΩK(0) = 0. (4.2)

Тогда в силу своей полуаддитивности функция ΩK непрерывна.

Введем для всех θ ∈ [t0, T ]

Ψ̃θ
△

=
{

z ∈ C([t0, θ], K)
∣

∣ ∀t′, t′′ ∈ [t0, θ] ||z(t′) − z(t′′)||m ≤ ΩK

(

|t′ − t′′|
)}

.

Отметим, что для всех x ∈ Φ, t′, t′′ ∈ I0 (t′ ≤ t′′) выполнено

||x(t′) − x(t′′)||m ≤

∫

[t′,t′′〉

||f(t, x(t))||mdt ≤

∫

[t′,t′′〉

MK(t)dt
(4.1)

≤ ΩK(t′′ − t′).

В частности, Φθ ⊂ Ψ̃θ для всех θ ∈ [t0, T ].
Определим функцию ̟ ∈ R

I0×[0,κ] для всех (t, r) ∈ I0 × [0, κ] по правилу

̟(t, r)
△

= max
{

||f(t, x) − f(t, y)||m
∣

∣x, y ∈ K, ||x − y||m ≤ r
}

.

Примем ̟(t,−r) = 0 для всех (t, r) ∈ I0 × 〈0,∞〉. Отметим, что эта функция непрерывна по

x при всяком фиксированном t ∈ I0 и измерима по t при всяком фиксированном r ∈ [0, κ].
Поскольку условие (K3) для нее выполнено в силу неравенства

̟(t, r) ≤ 2MK(t) ∀(t, r) ∈ I0 × [0, κ], (4.3)

то эта функция удовлетворяет всем условиям Каратеодори.

Для всякого r ∈ [0, κ] определим cr =
(

cr(t) = r
∣

∣ t ∈ I0

)

∈ C(I0). Обозначим теперь

Ψ′ =
{

cr ∈ Cm(I0)
∣

∣ r ∈ [0, κ]
}

.

Наконец, вводим компакт Ψ
△

= Ψ̃T × {c0} × Ψ′ ∈ C(I0, K × {0} × [0, κ]), строим функцию

Каратеодори F из I0 × R
m+2 в R

m+2 для всякого (x, s, r) ∈ I0 × R
m+2 по правилу

F
(

t, (x, s, r)T
)

=
(

f(t, x),MK(t),̟(t, r)
)T

. (4.4)

Для F и компакта Ψ строим на D псевдометрику ̺F
Ψ
. Тогда помимо

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

[t0,θ]

f
(

τ∗

∆(t), x
(

τ∗

∆(t)
))

− f
(

t, x(t)
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m

≤ ̺F
Ψ(∆, I0) ∀x ∈ Ψ̃T ,∆ ∈ D, θ ∈ I0
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выполнено
∣

∣

∣

∣

∫

[t0,θ]

̟
(

τ∗

∆(t), r) − ̟
(

t, r
)

dt

∣

∣

∣

∣

≤ ̺F
Ψ(∆, I0) ∀∆ ∈ D, r ∈ [0, κ], θ ∈ I0. (4.5)

Можно далее ограничиться такими ∆ ∈ D, что ̺F
Ψ
(∆, I0) конечно. Для таких разбиений

выполнены условия предложения 1, множество ломаных Эйлера непусто. Рассмотрим мно-

жество всех таких моментов времени t∗ ∈ I0, для которых найдутся t∗ ∈ [t∗, T ] и ξ ∈ Ξ∆

t∗

со свойством ξ(t∗) лежит на границе компакта K. Через θ(∆) обозначим нижнюю грань этого

множества, а если оно пусто, то присвоим θ(∆) = T. Теперь, воспользовавшись определением υ

из предложения 1 и определением (4.1), аналогично неравенству (3.3) получаем

||ξ(t′) − ξ(t′′)||m ≤ υ(t′′) − υ(t′) ≤ ΩK(t′′ − t′) + ̺
MK

Ψ
(∆, I0),

для любых ∆ ∈ D, t∗ ∈ 〈t0, θ(∆)], t′ ∈ [t0, t
∗], t′′ ∈ [t0, t

′], ξ ∈ Ξ∆

t∗ , т. е.

||ξ(t′) − ξ(t′′)||m ≤ ΩK(|t′′ − t′|) + ̺F
Ψ(∆, I0) ∀t′, t′′ ∈ [t0, t

∗]. (4.6)

Отметим, что если θ(∆) 6= T , то ΩK(θ(∆) − t0) + ̺F
Ψ
(∆, I0) не меньше расcтояния от x0 до

границы компакта K. Тогда, в силу x0 ∈ K0, имеем

(θ(∆) 6= T ) ⇒ (ΩK(θ(∆) − t0) + ̺F
Ψ(∆, I0) ≥ κ). (4.7)

Лемма 1. Пусть для последовательностей
(

∆i

)

i∈N
∈ DN,

(

ξi

)

i∈N
выполнено

lim
i→∞

̺F
Ψ(∆i, I0) = 0 и ξi ∈ Ξ∆i

θ(∆i)
для всех i ∈ N. Тогда, если η ∈ I0 таково, что θ(∆i) ≥ η

для всех i ∈ N, то из последовательности
(

ξi|[t0,η]

)

i∈N
можно выделить подпоследователь-

ность, сходящуюся к некоторому элементу x ∈ Ψ̃η.

Доказательство полностью повторяет доказательство леммы 3 из [10] и опирается на полу-

ченную в [20] оценку сверху для меры некомпактности Куратовского семейства непрерывных

функций
(

ξi|[t0,η]

)

i∈N
через мажоранту (4.6) их модулей непрерывности.

Лемма 2. Пусть для последовательности
(

∆i

)

i∈N
∈ DN,

(

ξi

)

i∈N
выполнено

lim
i→∞

̺F
Ψ(∆i, I0) = 0 и ξi ∈ Ξ∆i

θ(∆i)
для всех i ∈ N. Если η ∈ I0 таково, что θ(∆i) ≥ η

для всех i ∈ N, а последовательность
(

ξi|[t0,η]

)

i∈N
сходится (в метрике C([t0, η])) к

некоторой y ∈ Ψ̃η, то y ∈ Φη.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Зафиксируем
(

∆i

)

i∈N
∈ DN,

(

ξi

)

i∈N
, η ∈ I0, y ∈ Ψ̃η, удовлетво-

ряющие условиям леммы. Введем z ∈ Cm([t0, η]) по правилу

z(t) = x0 +

∫

[t0,t〉

f(t, y(t))dt ∀t ∈ [t0, η].

Почти всюду на [t0, η] выполнено (3.2), тогда для ∀t ∈ [t0, η]

||z(t) − ξi(t)||m =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

[t0,t〉

f
(

τ∗

∆i
(t), ξi(τ

∗

∆i
(t))

)

− f
(

t, y(t)
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m

≤

∫

[t0,t〉

∣

∣

∣

∣f
(

τ∗

∆i
(t), ξi(τ

∗

∆i
(t))

)

−f
(

τ∗

∆i
(t), y(τ∗

∆i
(t))

)
∣

∣

∣

∣

m
dt+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

[t0,t〉

f
(

τ∗

∆i
(t), y(τ∗

∆i
(t))

)

−f
(

t, y(t)
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m
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≤

∫

[t0,t〉

̟K

(

τ∗

∆i
(t), ||ξi − y||Cm([t0,η])

)

dt + ̺F
Ψ
(∆i, I0)

(4.5)

≤

∫

I0

̟K

(

t, ||ξi − y||Cm([t0,η])

)

dt + 2̺F
Ψ
(∆i, I0). (4.8)

Зафиксируем произвольное число ε ∈ 〈0,∞〉. Поскольку I0 ×K — компакт, то по свойству

Скорца Драгони [14,15] для функции Каратеодори f при любом ε ∈ 〈0,∞〉 существует такое

замкнутое множество Fε ⊂ I0, что

λ(I0 \ Fε) < ε, f |Fε×K ∈ Cm(Fε × K).

Зафиксируем это множество Fε. Определим модуль непрерывности функции f на Fε × K:

ωε(δ)
△

= sup
t∈Fε

sup
x1,x2∈K, ||x1−x2||m≤δ

||f(t, x1) − f(t, x2)||m ∀δ ∈ 〈0,∞〉.

В силу определения ̟K выполнено ̟K(t, r) ≤ ωε(r) для всех t ∈ Fε, r ∈ [0, κ]. Тогда, продолжая

оценку (4.8), имеем

||z(t) − ξi(t)||m ≤

∫

Fε

ωε

(

||ξi − y||Cm([t0,η])

)

dt +

∫

I0\Fε

̟K

(

t, ||ξi − y||Cm([t0,η])

)

dt

+ 2̺F
Ψ(∆i, I0)

(4.3)

≤ λ(Fε)ωε

(

||ξi − y||Cm([t0,η])

)

+

∫

I0\Fε

2MK(t)dt + 2̺F
Ψ(∆i, I0)

≤ λ(I0)ωε

(

||ξi − y||Cm([t0,η])

)

+ 2ΩK(ε) + 2̺F
Ψ
(∆i, I0).

Устремляя эту оценку к пределу при i → ∞, поскольку limi→∞ ||ξi − y||Cm([t0,η]) =

limi→∞ ̺F
Ψ
(∆i, I0) = 0, а функция f равномерно непрерывна на компакте Fε × K, имеем для

всех t ∈ [t0, η]
lim
i→∞

||z(t) − ξi(t)||m ≤ 2ΩK(ε).

Вновь переходя к пределу, но уже при ε → 0, из (4.2) получаем

lim
i→∞

||z − ξi||Cm([t0,η]) = 0,

т. е.
(

ξi|[t0,η]

)

i∈N
сходится к z, отсюда z = y, т. е. y ∈ Φη. �

Лемма 3. При некотором d0 ∈ 〈0,∞〉 для всех ∆ ∈ D из ̺F
Ψ
(∆, I0) ≤ d0 следует θ(∆) = T.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим обратное, что для всякого i ∈ N найдется такое

∆i ∈ D, что ̺F
Ψ
(∆i, I0) ≤ 1/i и θ(∆i) < T. Тогда для всякого i ∈ N в силу определения θ(∆i)

существуют такие момент времени ti ∈ I0 и ломаная Эйлера ξi ∈ Ξ∆i

ti
(K), что ti−θ(∆i) ∈ [0, 1/i],

и ξi(ti) принадлежит границе компакта K.

Обозначим θ̂ = limi→∞
θ(∆i). Переходя к нижнему пределу в (4.7), имеем ΩK(θ̂ − t0) ≥ κ,

отсюда θ̂ > t0, тогда в силу (4.2) существует такое η ∈ 〈t0, θ̂〉, что

ΩK(θ̂ − η) < κ. (4.9)

Зафиксируем такое η ∈ 〈t0, θ̂〉.
Теперь найдется такая монотонно возрастающая функция ı = (ı(k) ∈ N|k ∈ N), что

θ(∆ı(k)) > η для всех k ∈ N, выполнено

(tı(k))k∈N → θ̂, (̺F
Ψ(∆ı(k), I0))k∈N → 0, (4.10)
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а кроме того, в силу леммы 1, существует такое x ∈ Ψ̃|[t0,η], что имеет место сходимость (в

метрике Cm([t0, η]))
(ξı(k)|[t0,η])k∈N → x. (4.11)

Тогда, в силу леммы 2, x ∈ Φη, т. е. x(η) ∈ K0, но точки ξı(k)(tı(k)) лежат на границе

компакта K. По построению K для всех k ∈ N выполнено

κ ≤
∣

∣

∣

∣x(η) − ξı(k)(tı(k))
∣

∣

∣

∣

m
≤

∣

∣

∣

∣x(η) − ξı(k)(η)
∣

∣

∣

∣

m
+

∣

∣

∣

∣ξı(k)(η) − ξı(k)(tı(k))
∣

∣

∣

∣

m

(4.6)

≤
∣

∣

∣

∣x(η) − ξı(k)(η)
∣

∣

∣

∣

m
+ ΩK

(

tı(k) − η
)

+ ̺F
Ψ

(

∆ı(k), I0

)

.

Устремляя полученную оценку к пределу при k → ∞, из (4.11), (4.10) имеем κ ≤ ΩK(θ̂ − η).
Полученное с (4.9) противоречие доказывает лемму 3. �

Вернемся к доказательству теоремы. Предположим противное, пусть существуют такие

ε ∈ 〈0,∞〉 и последовательности
(

∆i

)

i∈N
∈ DN,

(

ξi

)

i∈N
∈ (Ξ∆i

T )N, что lim
i→∞

̺F
Ψ
(∆i, I0) = 0 и

||x − ξi||Cm(I0) ≥ ε ∀x ∈ Φ, i ∈ N. (4.12)

Можно при этом также считать, при необходимости перейдя к подпоследовательности, что

̺F
Ψ
(∆i, I0) ≤ d0 для всех i ∈ N. Тогда из леммы 3 для всех i ∈ N выполнено θ(∆i) = T. Вновь

перейдя при необходимости к подпоследовательности, в силу леммы 1 можно считать, что
(

ξi

)

i∈N
∈ (Ξ∆i

T )N сходится (в метрике Cm(I0)) к элементу x ∈ Ψ̃T . Тогда x ∈ ΦT в силу леммы

2, т. е. для некоторого элемента x ∈ Φ выполнено lim
i→∞

||x − ξi||Cm(I0) = 0, но это противоречит

(4.12). Полученное противоречие завершает доказательство теоремы. �

Следствие. В условиях (K1), (K2), (K3), (C) найдется такая последовательность ко-

нечных разбиений
(

∆i

)

i∈N
∈ DN, что lim

i→∞

d(∆i) = 0 и
(

ξ∆i

)

i∈N
равномерно сходится на I0 к

некоторой траектории x ∈ Φ.

Для доказательства достаточно применить [10, теорема 1] к только что доказанной теореме,

а затем воспользоваться компактностью Φ.

Отметим, что в случае ограниченной (на всяких компактах из I0×R
m) правой части дока-

зательство теоремы существенно упрощается. Прежде всего заметим, что функция MK может

быть выбрана константой, тогда условия предложения 1 всегда выполнены, следовательно,

вторая компонента в F (см. (4.4)) может быть отброшена. Кроме того в условиях леммы 1 все

ломаные Эйлера на [t0, η] равностепенно непрерывны и могут быть вложены в компакт Ψ̃η. Но

тогда функция ̟ как третья компонента F может понадобиться лишь для неравенства (4.5),
которое используется только при доказательстве (4.8). Однако из вложения ξi|[t0,η] ∈ Ψ̃η сле-

дует, что
∫

[t0,η〉

∣

∣

∣

∣f
(

τ∗

∆i
(t), ξi(τ

∗

∆i
(t))

)

− f
(

t, ξi(t)
)
∣

∣

∣

∣

m
dt ≤ ̺

f

Ψ̃T

(

∆i, I0

)

.

Теперь (4.8) можно показать и без (4.5) следующим образом:

||z(t) − ξi(t)||m =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

[t0,t〉

f
(

τ∗

∆i
(t), ξi(τ

∗

∆i
(t))

)

− f
(

t, y(t)
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m

≤

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

[t0,t〉

f
(

τ∗

∆i
(t), ξi(τ

∗

∆i
(t))

)

− f
(

t, y(t)
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m

+

∫

[t0,t〉

∣

∣

∣

∣f
(

τ∗

∆i
(t), ξi(τ

∗

∆i
(t))

)

− f
(

τ∗

∆i
(t), y(τ∗

∆i
(t))

)
∣

∣

∣

∣

m
dt



170 Д.В.Хлопин

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

[t0,t〉

f
(

τ∗

∆i
(t), y(τ∗

∆i
(t))

)

− f
(

t, y(t)
)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m

≤ ̺
f

Ψ̃T

(

∆i, I0

)

+

∫

[t0,t〉

̟K

(

t, ||ξi − y||Cm([t0,η])

)

dt + ̺
f

Ψ̃T

(

∆i, I0

)

≤

∫

I0

̟K

(

t, ||ξi − y||Cm([t0,η])

)

dt + 2̺f

Ψ̃T

(

∆i, I0

)

.

Но тогда в определении F (см.(4.4)) можно оставить только одну компоненту — собственно

правую часть f исходной системы, при этом функция F совпадет с f .

Итак, в случае ограниченной правой части в качестве топологии на D можно взять псев-

дометрику ̺
f

Ψ̃T
вместо более сильной и более сложной по конструкции псевдометрики ̺F

Ψ
.

З а м е ч а н и е. В условиях (K1), (K2), (C), если для всякого компакта K ⊂ R
m функция

f |I0×K ограничена, то при некотором компакте ΨT ⊂ Cm(I0) для любого ε ∈ 〈0,∞〉 существует

такое d ∈ 〈0,∞〉, что для всякого ∆ ∈ D, ̺
f
Ψ
(∆, I0) ≤ d, множество Ξ∆

T непусто и для всякой

ломаной Эйлера ξ ∈ Ξ∆

T найдется x ∈ Φ со свойством ||x − ξ||Cm(I0) < ε.
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 14 № 4 2008

УДК 512.552.7

ЦЕНТРАЛЬНЫЕ ЕДИНИЦЫ ЦЕЛОЧИСЛЕННЫХ ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ

ДИЭДРАЛЬНЫХ И БЛИЗКИХ К НИМ ГРУПП

Е.О.Шумакова

В работе найдены ранги групп центральных единиц целочисленных групповых колец диэдральных,

обобщенных кватернионных и обобщенных полудиэдральных групп. Доказано, что, зная группу централь-

ных единиц целочисленного группового кольца циклической группы 〈b〉 порядка n, мы можем определить

группу центральных единиц целочисленного группового кольца группы диэдра D2n, обобщенной группы

кватернионов Q4n и обобщенной полудиэдральной группы S8n.

Ключевые слова: групповые кольца, центральные единицы, группа диэра, ранг группы.

Введение

В изучении групп центральных единиц (равносильно центров групп единиц) целочислен-

ных групповых колец достигнут определенный прогресс. Усилиями Р. Ж. Алеева и его уче-

ников были исследованы группы центральных единиц целочисленных групповых колец для

некоторых неразрешимых групп, таких как A5, A6, PSL(2, q) и PSL(2, 2n). Эти результаты

можно найти в [1]. В работе [2] рассматриваются группы центральных единиц целочислен-

ных групповых колец конечных нильпотентных групп. Группы центральных единиц целочис-

ленных групповых колец разрешимых ненильпотентных групп не подвергались тщательному

изучению.

В данной работе для натуральных n > 2 рассматриваются:

◦ группы диэдра D2n =
〈

a, b | a2 = bn = 1, aba = b−1
〉

;
◦ обобщенные группы кватернионов Q4n =

〈

a, b | a2 = bn, a−1ba = b−1
〉

;
◦ обобщенные полудиэдральные группы S8n =

〈

a, b | a2 = b4n = 1, aba = b2n−1
〉

.

Эти группы в случае, когда n не является степенью 2, являются разрешимыми ненильпотент-

ными группами.

Будем придерживаться следующих обозначений.

Пусть n — натуральное число. Тогда:

ν(n) — число всех натуральных делителей n;

ϕ(n) — функция Эйлера;

[n] — целая часть n;

i — мнимая единица, т. е. i2 = −1; ζn = cos(2π/n) + i sin(2π/n) — первообразный корень

степени n из единицы.

Пусть G — конечная группа. Тогда:

ZG — целочисленное групповое кольцо группы G;

Z(ZG) — центр кольца ZG;

U(Z(ZG)) — группа центральных единиц (обратимых элементов центра) кольца ZG;

r(U(Z(ZG))) — ранг группы U(Z(ZG)), т. е. число бесконечных прямых циклических мно-

жителей в конечно порожденной абелевой группе U(Z(ZG));
отображение ε : ZG→ Z, где для элементов

∑

g∈G zgg ∈ ZG с zg ∈ Z выполняется равенство

ε(
∑

g∈G zgg) =
∑

g∈G zg, называется гомоморфизмом тривиализации;

V (Z(ZG)) = {u ∈ U(Z(ZG)) | ε(u) = 1} — нормализованная группа центральных единиц

ZG, причем U(Z(ZG)) = 〈−1〉 × V (Z(ZG)) [1, лемма 1.48];
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y(x) =
∑

t∈xG t — классовая сумма в ZG класса сопряженности xG группы G;

X(G) — некоторая система представителей классов сопряженности конечной группы G.

Irr(G) — множество всех неприводимых характеров G над C; Irr(χ, alc) — класс характе-

ров, алгебраически сопряженных [3, 2А24] с неприводимым характером χ;

Irr(G, alc) — некоторая система представителей классов алгебраически сопряженных не-

приводимых характеров конечной группы G;

Irr(G,R, alc) = {χ ∈ Irr(G, alc) | Q(χ) ⊆ R} — множество всех действительных характеров

в Irr(G, alc);

e(χ) — минимальный центральный идемпотент в комплексной групповой алгебре, соответ-

ствующий неприводимому характеру χ.

Нам понадобятся следующие три леммы.

Лемма 1 [4, теорема 2]. Группа единиц U(I(Z(QG))) кольца целых центра рациональной

групповой алгебры QG изоморфна прямому произведению групп единиц U(I(Q(χ))) колец це-

лых полей Q(χ) по всем χ ∈ Irr(G, alc), т. е.

U(I(Z(QG))) ∼=
∏

χ∈Irr(G, alc)

U(I(Q(χ))).

Лемма 2 [4, теорема 5]. Группы единиц U(Z(ZG)) и U(I(Z(QG))) имеют одинаковый

ранг.

Лемма 3. Пусть K — расширение Галуа поля Q. Тогда:

(1) U(I(K)) = W×A, где W — конечная циклическая подгруппа, состоящая из всех корней

из единицы, содержащихся в K, A, — свободная абелева группа ранга

r =







[K : Q] − 1, если поле K действительно,

[K : Q]

2
− 1, если K комплексно и K 6⊆ R;

(2) если K = Q(ζd), то [K : Q] = ϕ(d);

(3) если K = Q(ζd + ζ−1

d
), то [K : Q] = ϕ(d)/2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Первое утверждение [1, лемма 1.6] следует из теоремы Дирихле

[5, гл. 2, теорема 5] и теоремы [6, § 57, с. 195], второе утверждение [1, лемма 1.18] следует

из [6, § 60, с. 204], третье утверждение [1, лемма 1.30] следует из основной теоремы теории

Галуа [6, § 58, с. 197] и теоремы [6, § 59, с. 202].

1. Группы диэдра

В этом разделе D2n =
〈

a, b | a2 = bn = 1, aba = b−1
〉

— группа диэдра порядка 2n, 〈b〉 —

максимальная циклическая подгруппа D2n порядка n.

Теорема 1. Группа центральных единиц целочисленного группового кольца группы диэдра

D2n имеет вид

U(Z(ZD2n)) = 〈−1〉 × Z(D2n) × V,

где V — прямое произведение бесконечных циклических групп и:

(1) ранг группы U(Z(ZD2n)) равен
[n

2

]

+ 1 − ν(n);

(2) группа V порождается элементами вида

[n/2]
∑

j=0

γjy(b
j), где γj — целые числа.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу лемм 1 и 2 имеем

r(U(Z(ZD2n))) = r(U(I(Z(QD2n)))) =
∑

r(U(I(Q

χ∈Irr(D2n, alc)

(χ)))).

Рассмотрим таблицы характеров групп диэдра из [3]. Возможны два случая:

(1) для n = 2m+ 1

|xG| 1 2 n

1 bj a

ψ0 1 1 1
ψ1 1 1 −1
χk 2 ωkj 0

, где k, j ∈ {1, . . . ,m}, ωkj = 2cos
2πkj

n
;

(2) для n = 2m

|xG| 1 2 1 m m

1 bj bm a ab

ψ0 1 1 1 1 1
ψ1 1 1 1 −1 −1
ψ2 1 (−1)j (−1)m 1 −1
ψ3 1 (−1)j (−1)m −1 1
χk 2 ωkj (−1)k2 0 0

, где k, j ∈ {1, ...,m − 1}, ωkj = 2cos
2πkj

n
.

Линейные характеры ψs имеют целые значения и ранг группы U(I(Q(ψs))) равен 0.
Ясно, что если ωk1 и ωd1 алгебраически сопряжены, то соответствующие характеры χk и

χd алгебраически сопряжены. С другой стороны, ωk1 = 2cos(2πk/n) = ζk
n + ζ−k

n алгебраически

сопряжен ωd1 = 2cos(2πd/n) = ζn/d + ζ−1

n/d
, где d = (k, n) — наибольший общий делитель чисел

k и n. Поэтому максимальное число попарно алгебраически несопряженных характеров равно

числу делителей d числа n, которые меньше
[n

2

]

. Отсюда

|Irr(D2n, alc)| =

{

ν(n) − 1 при нечетном n,

ν(n) − 2 при четном n.

По лемме 3 для любого делителя d /∈ {1, 2} числа n

r(U(I(Q(χd)))) = [Q(χd) : Q] − 1 = [Q(ζd + ζ−1

d ) : Q] − 1 =
ϕ(d)

2
− 1.

Следовательно, при нечетном n по леммам 1 и 2 имеем

r(U(Z(ZD2n))) =
∑

r(U(I(Q

χ∈Irr(D2n, alc)

(χ)))) =
∑

d|n, d6=1

ϕ(β)

2
− (ν(n) − 1)

=
1

2
(n− 1) − (ν(n) − 1) =

[n

2

]

+ 1 − ν(n).

Аналогично при четном n имеем

r(U(Z(ZD2n))) =
∑

r(U(I(Q

χ∈Irr(D2n, alc)

(χ)))) =
∑

d|n, d6=1,2

ϕ(β)

2
− (ν(n) − 2)

=
1

2
(n− 2) − (ν(n) − 2) =

[n

2

]

+ 1 − ν(n).

Первое утверждение доказано.
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Докажем второе утверждение. Группа центральных единиц целочисленного группового

кольца группы диэдра D2n имеет вид U(Z(ZD2n)) = 〈−1〉×V (Z(ZD2n)). Пусть V (Z(ZD2n)) =
Z(D2n) × V , где V — прямое произведение бесконечных циклических групп. Ранг группы V

равен
[n

2

]

+ 1 − ν(n) по первому утверждению. Найдем порождающие элементы группы V.

Пусть сначала n = 2m+ 1. Рассмотрим два упорядоченных базиса C-пространства CD2n:

Y (D2n) = (y0, y1, . . . , ym+1), где y0 = y(1) = 1, y1 = y(b), . . . , ym = y(bm), ym+1 = y(a)
(базис из классовых сумм для центра комплексной групповой алгебры CD2n);

E(D2n) = (e0, e1, . . . , em+1), где e0 = e(ψ0), e1 = e(ψ1), e2 = e(χ1), . . . , em+1 = e(χm) (базис

из минимальных центральных идемпотентов центра комплексной групповой алгебры CD2n).

Пусть T (D2n) и S(D2n) — матрицы перехода от базиса Y (D2n) к E(D2n) и от базиса E(D2n)
к Y (D2n) соответственно, т. е.

(

e0, . . . , em+1

)

=
(

y0, . . . , ym+1

)

T (D2n) и
(

y0, . . . , ym+1

)

=
(

e0, . . . , em+1

)

S(D2n).

По формулам из [3, c. 109]

e(χ) =
χ(1)

|G|

∑

x∈X(G)

χ(x)y(x) и y(x) = |xG|
∑

χ∈Irr(G)

χ(x)

χ(1)
e(χ) получаем

T (D2n) =
1

2n





1 1 4
1 1 2ωkj

1 −1 0



 и S(D2n) =





1 2 n

1 2 −n
1 ωkj 0



 . (1.1)

Здесь матрицы записаны в сокращенной форме, по типу таблиц характеров, в частности в

матрице T (D2n) блок во второй строке является квадратным блоком порядка m.

Пусть u — произвольный элемент из V . Тогда

u = γ01 + γ1y1 + · · · + γm+1ym+1 = β0e0 + · · · + βm+1em+1,

где коэффициенты γt целые, а βt являются обратимыми элементами колец целых соответству-

ющих полей характеров, причем







γ0

...

γm+1






= T (D2n)







β0

...

βm+1






и







β0

...

βm+1






= S(D2n)







γ0

...

γm+1






. (1.2)

Так как |(1)D2n | = 1, |(a)D2n | = n, |(bj)D2n | = 2, то по определению группы V ε(u) = γ0+
2γ1+ · · · + 2γm + nγm+1 = 1. Из соотношений (1.1) и (1.2) получаем

{

β0 = γ0 + 2γ1 + · · · + 2γm + nγm+1 = 1,

β1 = γ0 + 2γ1 + · · · + 2γm − nγm+1

и γm+1 =
1

2n
(β0 − β1).

β1 является обратимым элементом кольца целых поля характеров Q(ψ1). Поэтому β1 ∈
{−1, 1}. Так как β0 = 1, то β1 = 1 и γm+1 = 0, что доказывает второе утверждение для

нечетного n.

Пусть теперь n = 2m. Рассмотрим два упорядоченных базиса C-пространства CD2n:

Y (D2n) = (y0, y1, . . . , ym+2), где y0 = y(1) = 1, y1 = y(b), . . . , ym = y(bm), ym+1 =
y(a), ym+2 = y(ab) (базис из классовых сумм для центра комплексной групповой алгебры

CD2n);

E(D2n) = (e0, e1, . . . , em+2), где e0 = e(ψ0), e1 = e(ψ1), . . . , e4 = e(χ1), . . . , em+2 = e(χm−1)
(базис из минимальных центральных идемпотентов центра комплексной групповой алгебры

CD2n).
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Пусть T (D2n) и S(D2n) — матрицы перехода от базиса Y (D2n) к E(D2n) и от базиса E(D2n)
к Y (D2n) соответственно, т. е.

(

e0, . . . , em+2

)

=
(

y0, . . . , ym+2

)

T (D2n) и
(

y0, . . . , ym+2

)

=
(

e0, . . . , em+2

)

S(D2n).

По формулам из [3, c. 109]

e(χ) =
χ(1)

|G|

∑

x∈X(G)

χ(x)y(x) и y(x) = |xG|
∑

χ∈Irr(G)

χ(x)

χ(1)
e(χ) получаем

T (D2n)=
1

2n













1 1 1 1 4
1 1 (−1)j (−1)j 2ωkj

1 1 (−1)m (−1)m 4(−1)k

1 −1 1 −1 0
1 −1 −1 1 0













и S(D2n)=













1 2 1 m m

1 2 1 −m −m
1 2(−1)j (−1)m m −m
1 2(−1)j (−1)m −m m

1 ωkj (−1)k 0 0













.

(1.3)

Пусть u — произвольный элемент из V . Тогда

u = γ01 + γ1y1 + · · · + γm+2ym+2 = β0e0 + · · · + βm+2em+2,

где коэффициенты γt целые, а βt являются обратимыми элементами колец целых соответству-

ющих полей характеров, причем







γ0

...

γm+2






= T (D2n)







β0

...

βm+2






и







β0

...

βm+2






= S(D2n)







γ0

...

γm+2






. (1.4)

Так как |(1)D2n | = 1, |(a)D2n | = m, |(ab)D2n | = m, |(bj)D2n | = 2, |(bm)D2n | = 1, то по определению

группы V ε(u) = γ0 + 2γ1 + · · · + 2γm−1 + γm +mγm+1 +mγm+2 = 1. Из (1.3) и (1.4) получаем























β0 = γ0 + 2γ1 + · · · + 2γm−1 + γm +mγm+1 +mγm+2 = 1,

β1 = γ0 + 2γ1 + · · · + 2γm−1 + γm −mγm+1 −mγm+2,

β2 = γ0 − 2γ1 + · · · + 2(−1)m−1γm−1 + (−1)mγm +mγm+1 −mγm+2,

β3 = γ0 − 2γ1 + · · · + 2(−1)m−1γm−1 + (−1)mγm −mγm+1 +mγm+2,











γm+1 =
1

2n
(β0 − β1 + β2 − β3),

γm+2 =
1

2n
(β0 − β1 − β2 + β3).

β1, β2, β3 являются обратимыми элементами колец целых полей характеров Q(ψ1), Q(ψ2),
Q(ψ3) соответственно. Поэтому β1, β2, β3 ∈ {1,−1}. Поскольку γm+1 + γm+2 = 1/n(β0 − β1)
является целым числом и β0 = 1, то β1 = 1. Так как γm+1 = −γm+2 = 1/(2n)(β2 −β3) является

целым числом, то β2 = β3 и γm+1 = γm+2 = 0.

Итак, для произвольного элемента u из V u = γ01 + γ1y1 + · · · + γmym. Теорема доказана.

О п р е д е л е н и е. Группу центральных единиц кольца ZG назовем тривиальной, если

она имеет вид

U(Z(ZG)) = 〈−1〉 × Z(G).

Следствие 1. Группа центральных единиц целочисленного группового кольца группы ди-

эдра D2n тривиальна только при n ∈ {2, 3, 4, 6}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что n > 2ν(n) при нечетном n > 3
(

по крайней мере,

делителями нечетного n не являются (n− 1)/2 четных чисел и число n − 2 и ν(n) ≤ n − 1 −
(n− 1)/2 < n/2

)

.

Рассмотрим случай n = 2m + 1. Выясним, когда r = m + 1 − ν(2m + 1) = 0. Так как

ν(2m+ 1) < (2m+ 1)/2 < m+ 1 при 2m+ 1 > 3, то r > 0 при n > 3. В случае n = 3 получаем

r = 0.

Пусть n = 2m = 2tl, где t ≥ 1 и (2, l) = 1. Выясним, когда r = 2t−1l + 1 − (t + 1)ν(l) = 0.
Так как ν(l) < l/2 при l > 3, и t+ 1 ≤ 2t для натурального t, то r > 0 при l > 3.

В случае l = 1 получаем r = 2t−1 + 1 − (t+ 1) = 2t−1 − t > 0 при t > 2 и n > 4. Если n = 2
или n = 4, то r = 0.

В случае l = 3 получаем r = 3 · 2t−1 + 1 − 2(t + 1) = 3 · 2t−1 − 2t − 1 ≥ 3t − 2t− 1 > 0 при

t > 1 и n > 6. Если n = 6, то r = 0. Следствие доказано.

2. Обобщенные группы кватернионов

В этом разделе Q4n =
〈

a, b | a2 = bn, a−1ba = b−1
〉

— обобщенная группа кватернионов

порядка 4n, 〈b〉 — максимальная циклическая подгруппа Q4n порядка 2n.

Лемма 4. Таблица характеров группы Q4n имеет вид

|xG| 1 2 1 n n

1 bj bn a ab

ψ0 1 1 1 1 1
ψ1 1 1 1 −1 −1
ψ2 1 (−1)j (−1)n iθ −iθ

ψ3 1 (−1)j (−1)n −iθ iθ

χk 2 ωkj 2(−1)k 0 0

, где k, j ∈ {1, . . . , n−1}, ωkj = 2cos
πkj

n
, θ = n−2

[n

2

]

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перечислим классы сопряженных элементов группы Q4n: C0 =
{1}; Cj = {bj , b−j} при j ∈ {1, . . . ,n− 1}; Cn = {bn}; Cn+1 = {ab2l | l ∈ {0, . . . , n− 1}}; Cn+2 =
{ab2l+1 | l ∈ {0, . . . , n− 1}}.
Заметим, что в произведении классов

Cn+1Cn+2 = {ab2lab2s+1 | l, s ∈ {0, . . . , n−1}} = {bn+1+2s−2l | l, s ∈ {0, . . . , n−1}}

коэффициент h(n+1),(n+2),0 при C0 равен 0, если n четно, и равен n, если n нечетно.

Из теоремы 8 и следствия 15 [7, разд. 47] следует, что существует 4 различных линейных

представления и n−1 различных неприводимых представлений степени 2. Матрицы представ-

лений степени 2 определяются формулами:

a→

(

0 (−1)k

1 0

)

, b→

(

ζk
2n 0

0 ζ−k
2n

)

, где k ∈ {1, . . . , n− 1}.

Пусть ψs, где s ∈ {0, 1, 2, 3}, — характеры линейных представлений, а χk, где k ∈ {1, . . . ,
n−1}, — характеры представлений степени 2. Тогда χk(a) = 0 для любого k и можно считать,

что χk(b
j) = ζ

kj
2n + ζ

−kj
2n = 2cos(πkj/n) = ωkj, k ∈ {1, . . . , n − 1}. Пусть ψ0 = 1G. Осталось

вычислить значения ψ1, ψ2, ψ3. Положим λ
j
s = ψs(b)

j = ψs(b
j), µs = ψs(a) при s ∈ {1, 2, 3}.

Тогда λs ∈ {ζj
2n, j ∈ {1, . . . , 2n}} и µs ∈ {−1, 1,−i, i}.

По первому соотношению ортогональности [3, 2А4] для s∈{1, 2, 3} получаем

∑

g∈Q4n

ψs(g)ψ0(g
−1) = 1 + 2

n−1
∑

j=1

λj
s + λn

s + nµs(1 + λs) = 0. (2.1)
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Пусть λ1 = 1. Тогда 2 + 2(n − 1) + 2nµ1 = 0, откуда µ1 = −1. Теперь для s ∈ {2, 3}

∑

g∈Q4n

ψs(g)ψ1(g
−1) = 1 + 2

n−1
∑

j=1

λj
s + λn

s − nµs(1 + λs) = 0. (2.2)

Из соотношений (2.1) и (2.2) получаем 2nµs(1 + λs) = 0, откуда λ2 = λ3 = −1. По второму

соотношению ортогональности [3, 2А4] получаем 0 =
∑

χ(a)
χ∈Irr(Q4n)

χ(1) = 1 − 1 + µ2 + µ3, откуда

µ3= −µ2.

Для коэффициентов в таблице умножения классов [3, 2А25] получаем

h(n+1),(n+2),0 =
n2

4n

∑

χ∈Irr(Q4n)

χ(a)χ(ab)χ(1)

χ(1)
=
n

4

(

1 + 1 − µ2

2 − µ2

2

)

,

откуда

µ2 =

{

±1, при четном n,

±i, при нечетном n.

Можно считать µ2 = iθ, где θ = n− 2
[n

2

]

. Лемма доказана.

Теорема 2. Группа центральных единиц целочисленного группового кольца группы Q4n

имеет вид

U(Z(ZQ4n)) = 〈−1〉 × Z(Q4n) × V,

где V есть прямое произведение циклических групп бесконечного порядка и:

(1) ранг группы U(Z(ZQ4n)) равен n+ 1 − ν(2n);

(2) группа V порождается элементами вида
n
∑

j=0

γjy(b
j), где γj — целые числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу лемм 1 и 2 имеем

r(U(Z(ZQ4n))) = r(U(I(Z(QQ4n)))) =
∑

χ∈Irr(Q4n,alc)

r(U(I(Q(χ)))).

Заметим, что таблица характеров группы Q4n из леммы 4 отличается от таблицы характе-

ров группы D2n в случае n = 2m значениями характеров ψ2 и ψ3. По лемме 3

r(U(I(Q(
√
−1)))) = 0. По теореме 1 r(U(Z(ZD4m))) = m+1−ν(2m) и, значит, r(U(Z(ZQ4n))) =

n+ 1 − ν(2n). Первое утверждение доказано.

Докажем второе утверждение. Группа центральных единиц целочисленного группового

кольца группы Q4n имеет вид U(Z(ZQ4n)) = 〈−1〉×V (Z(ZQ4n)). Пусть V (Z(ZQ4n)) = Z(Q4n)×
V , где V — прямое произведение бесконечных циклических групп. Ранг группы V равен n +
1 − ν(2n) по первому утверждению. Найдем порождающие элементы группы V.

Рассмотрим два упорядоченных базиса C-пространства CQ4n:

Y (Q4n) = (y0, y1, . . . , yn+2), где y0 = y(1) = 1, y1 = y(b), . . . , yn = y(bn), yn+1 = y(a), yn+2 =
y(ab) (базис из классовых сумм для центра комплексной групповой алгебры CQ4n);

E(Q4n) = (e0, e1, . . . , en+2), где e0 = e(ψ0), . . . , e3 = e(ψ3), e4 = e(χ1), . . . , en+2 = e(χn−1)
(базис из минимальных центральных идемпотентов центра комплексной групповой алгебры

CQ4n).

Пусть T (Q4n) и S(Q4n) — матрицы перехода от базиса Y (Q4n) к E(Q4n) и от базиса E(Q4n)
к Y (Q4n) соответственно, т. е.

(

e0, . . . , en+2

)

=
(

y0, . . . , yn+2

)

T (Q4n) и
(

y0, . . . , yn+2

)

=
(

e0, . . . , en+2

)

S(Q4n).
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По формулам из книги [3, c. 109]

e(χ) =
χ(1)

|G|

∑

x∈X(G)

χ(x)y(x) и y(x) = |xG|
∑

χ∈Irr(G)

χ(x)

χ(1)
e(χ) получаем

T (Q4n)=
1

4n













1 1 1 1 4
1 1 (−1)j (−1)j 2ωkj

1 1 (−1)n (−1)n 4(−1)k

1 −1 iθ −iθ 0
1 −1 −iθ iθ 0













, S(Q4n)=













1 2 1 n n

1 2 1 −n −n
1 2(−1)j (−1)n niθ −niθ

1 2(−1)j (−1)n −niθ niθ

1 ωkj (−1)k 0 0













.

(2.3)

Пусть u — произвольный элемент из V . Тогда

u = γ01 + γ1y1 + · · · + γn+2yn+2 = β0e0 + · · · + βn+2en+2,

где коэффициенты γt целые, а βt являются обратимыми элементами колец целых соответству-

ющих полей характеров, причем






γ0

...

γn+2






= T (Q4n)







β0

...

βn+2






и







β0

...

βn+2






= S(Q4n)







γ0

...

γn+2






. (2.4)

Так как |C0| = 1; |Cj | = 2, j ∈ {1, . . . , n−1}; |Cn| = 1; |Cn+1| = n; |Cn+2| = n, то по определению

V ε(u) = γ0 +2γ1 + · · ·+2γn−1 +γn +nγn+1 +nγn+2 = 1. Из соотношений (2.3) и (2.4) получаем











γn+1 =
1

4n
(β0 − β1 + iθβ2 − iθβ3),

γn+2 =
1

4n
(β0 − β1 − iθβ2 + iθβ3),























β0 = γ0 + 2γ1 + · · · + 2γn−1 + γn + nγn+1 + nγn+2 = 1,

β1 = γ0 + 2γ1 + · · · + 2γn−1 + γn − nγn+1 − nγn+2,

β2 = γ0 − 2γ1 + · · · + 2(−1)n−1γn−1 + (−1)nγn + niθγn+1 − niθγn+2,

β3 = γ0 − 2γ1 + · · · + 2(−1)n−1γn−1 + (−1)nγn − niθγn+1 + niθγn+2.

β1, β2, β3 являются обратимыми элементами колец целых полей характеров Q(ψ1), Q(ψ2),
Q(ψ3) соотвественно. Поэтому β1 ∈ {±1} и β2, β3 ∈ {±1,±i}.

Поскольку γn+1 + γn+2 = 1/(2n)(β0 − β1) является целым числом и β0 = 1, то β1 = 1
и γn+1 + γn+2 = 0. Так как γn+1 = iθ/(4n)(β2 − β3) является целым числом, то β2 = β3 и

γn+1 = γn+2 = 0.
Таким образом, для произвольного элемента u из V получили, что u = γ01+γ1y1+· · ·+γnyn.

Теорема доказана.

Следствие 2. Группа центральных единиц целочисленного группового кольца группы Q4n

тривиальна только при n = 2 и n = 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о подобно доказательству случая n = 2m следствия 1.

3. Обобщенные полудиэдральные группы

В этом разделе S8n =
〈

a, b | a2 = b4n = 1, aba = b2n−1
〉

— обобщенная полудиэдральная

группа порядка 8n, 〈b〉 — максимальная циклическая подгруппа S8n порядка 4n.

Положим M = {n, s, 2n + s | s = 1, . . . , n − 1} и M ′ = {0, 2n} — для четного n и M =
{s, 2n + s | s =1, . . . , n− 1} и M ′ = {0, n, 2n, 3n} — для нечетного n.
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Лемма 5. Таблица характеров группы S8n, где n четно, имеет вид

|xG| 1 2 1 2n 2n
1 bj b2n a ab

ψ0 1 1 1 1 1
ψ1 1 1 1 −1 −1
ψ2 1 (−1)j 1 −1 1
ψ3 1 (−1)j 1 1 −1
χk 2 ωkj 2(−1)k 0 0

, где k, j ∈M и ωkj =















2 cos
2πkj

4n
, если kj четно,

2i sin
2πkj

4n
, если kj нечетно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перечислим классы сопряженных элементов группы S8n: C0 =
{1}; Cj = {bj , b(2n−1)j}, где j ∈ M ; C2n = {b2n}; C1 = {ab2t(1−n) | t ∈ {1, . . . , 2n}}; C2 =
{ab2t(1−n)+1 | t ∈ {1, . . . , 2n}}.

Из теоремы 8 и следствия 15 [7, разд. 47] вытекает, что существует 4 различных линейных

представления и 2n − 1 различных неприводимых представлений степени 2. Матрицы пред-

ставлений степени 2 определяются формулами:

a→

(

0 1
1 0

)

, b→

(

ζk
4n 0

0 ζ
(2n−1)k
4n

)

, где k ∈M.

Пусть ψs, где s ∈ {0, 1, 2, 3}, — характеры линейных представлений, а χk, где k ∈ M , —

характеры представлений степени 2. Тогда χk(a) = 0 для любого k и можно считать

χk(b
j) = ζ

kj
4n + ζ

kj(2n−1)

4n =















2 cos
2πkj

4n
, если kj четно,

2i sin
2πkj

4n
, если kj нечетно,

где k ∈M.

Пусть ψ0 = 1G. Осталось вычислить значения ψ1, ψ2, ψ3. Положим λ
j
s = ψs(b)

j = ψs(b
j),

µs = ψs(a) при s ∈ {1, 2, 3}. Тогда λs ∈ {ζj
4n, j ∈ {1, . . . , 4n}} и µs ∈ {−1, 1}.

По первому соотношению ортогональности [3, 2А4] для s∈{1, 2, 3} получим
∑

g∈S8n

ψs(g)ψ0(g
−1) = 1 + 2

∑

j∈M

λj
s + λ2n

s + 2nµs(1 + λs) = 0. (3.1)

Пусть λ1 = 1. Тогда 2 + 2(2n − 1) + 4nµ1 = 0, откуда µ1 = −1. Теперь для s ∈ {2, 3}:
∑

g∈S8n

ψs(g)ψ1(g
−1) = 1 + 2

∑

j∈M

λj
s + λ2n

s − 2nµs(1 + λs) = 0. (3.2)

Из соотношений (3.1) и (3.2) получаем 4nµs(1 + λs) = 0, откуда λ2 = λ3 = −1. По второму

соотношению ортогональности [3, 2А4] получаем 0 =
∑

χ(a)
χ∈Irr(S8n)

χ(1) = 1 − 1 + µ2 + µ3, откуда

µ2 = −µ3. Можно считать µ2 = −µ3 = 1. Лемма доказана.

Лемма 6. Таблица характеров группы S8n, где n нечетно, имеет вид

|xG| 1 2 1 1 1 n n n n

1 bj bn b3n b2n a ab ab2 ab3

ψ0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ψ1 1 1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
ψ2 1 (−1)j −1 −1 1 1 −1 1 −1
ψ3 1 (−1)j −1 −1 1 −1 1 −1 1
ψ4 1 ij in i3n −1 1 i −1 −i
ψ5 1 ij in i3n −1 −1 −i 1 i

ψ6 1 (−i)j (−i)n (−i)3n −1 1 −i −1 i

ψ7 1 (−i)j (−i)n (−i)3n −1 −1 i 1 −i
χk 2 ωkj ωkn ω−kn (−1)k2 0 0 0 0

,
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где k, j ∈M и ωkj =











2 cos
2πkj

4n
, если kj четно,

2i sin
2πkj

4n
, если нечетно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Перечислим классы сопряженных элементов группы S8n: C0 =
{1}; Cj = {bj , b(2n−1)j}, где j ∈ M ; Csn = {bsn}, где s ∈ {1, . . . , 3}; Cs = {ab2t(1−n)+s | t ∈
{1, . . . , 2n}}, где s ∈ {0, . . . , 3}.

Из теоремы (47.8) и следствия (47.15) [7, разд. 47] следует, что существует 4 различных

линейных представления и 2n−2 различных неприводимых представлений степени 2. Матрицы

представлений степени 2 определяются формулами:

a→

(

0 1
1 0

)

, b→

(

ζk
4n 0

0 ζ
(2n−1)k

4n

)

, где k ∈M.

Пусть ψs, где s ∈ {0, . . . , 7}, — характеры линейных представлений, а χk, где k ∈M , — харак-

теры представлений степени 2. Тогда χk(a) = 0 для любого k и можно считать

χk(b
j) = ζ

kj
4n + ζ

kj(2n−1)

4n =











2 cos
2πkj

4n
, kj четно,

2i sin
2πkj

4n
, kj нечетно,

где k ∈M.

Пусть ψ0 = 1G. Осталось вычислить значения ψs, где s = 1, . . . , 7. Положим λ
j
s = ψs(b)

j =
ψs(b

j), µs = ψs(a), где s ∈ {1, . . . , 7}. Тогда λs ∈ {ζj
4n, j ∈ {1, . . . , 4n}} и µs ∈ {−1, 1}.

По первому соотношению ортогональности [3, 2А4] для s∈{1, . . . , 7} получим

∑

g∈S8n

ψs(g)ψ0(g
−1) = 1 + 2

∑

j∈M

λj
s + λn

s + λ2n
s + λ3n

s + nµs(1 + λs + λ2

s + λ3

s) = 0. (3.3)

Пусть λ1 = 1. Тогда 4 + 2(2n − 2) + 4nµ1 = 0, откуда µ1 = −1. Теперь для s ∈ {2, . . . , 7}:

∑

g∈S8n

ψs(g)ψ1(g
−1) = 1 + 2

∑

j∈M

λj
s + λn

s + λ2n
s + λ3n

s − nµs(1 + λs + λ2

s + λ3

s) = 0. (3.4)

Из соотношений (3.3) и (3.4) получаем 2nµs(1+λs+λ
2
s+λ3

s) = 0, откуда λs ∈ {−1,−i, i}. Можно

считать λ2 = λ3 = −1, λ4 = λ5 = i, λ6 = λ7 = −i и µ2 = µ4 = µ6 = 1, µ1 = µ3 = µ5 = µ7 = −1.
Лемма доказана.

Теорема 3. Группа центральных единиц целочисленного группового кольца группы S8n

имеет вид

U(Z(ZS8n)) = 〈−1〉 × Z(S8n) × V,

где V — прямое произведение циклических групп бесконечного порядка и:

(1) ранг группы U(Z(ZS8n)) равен r = 2n+ 1 −
[n

2

]

− ν(4n);

(2) группа V порождается элементами вида
∑

γjy(b
j∈M∪M ′

j), где γj — целые числа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу лемм 1 и 2 имеем:

r(U(Z(ZS8n))) = r(U(I(Z(QS8n)))) =
∑

r(U(I(Q

χ∈Irr(S8n, alc)

(χ)))).

Воспользуемся таблицами характеров из лемм 5 и 6. Линейные характеры ψs имеют значения

{±1} или {±1,±i}, и для них ранг группы U(I(Q(ψs))) равен 0.
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Ясно, что если ωk1 и ωd1 алгебраически сопряжены, то соответствующие характеры χk и

χd алгебраически сопряжены.

Заметим, что для четного k = 2s ωk1 = 2cos{2πk/4n} = 2cos{2πs/2n} = ζs
2n + ζ−s

2n алгебра-

ически сопряжен ωd1 = 2cos{2πd/2n} = ζ2n/d + ζ−1

2n/d
, где d = (k, 2n). Поэтому максимальное

число попарно алгебраически несопряженных действительных характеров равно числу дели-

телей d числа 2n, которые меньше n. Отсюда |Irr(S8n, R, alc)| = ν(2n) − 2.
По лемме 3 для любого делителя d /∈ {1, 2} числа 2n

r(U(I(Q(χd)))) = [Q(χd) : Q] − 1 = [Q(ζd + ζ−1

d ) : Q] − 1 =
ϕ(d)

2
− 1.

Откуда

∑

r(U(I(Q(χ)

χ∈Irr(S8n, R, alc)

))) =
∑

d|2n, d6=1,2

ϕ(d)

2
− (ν(2n)− 2) =

2n− 2

2
− (ν(2n)− 2) = n+ 1− ν(2n). (3.5)

Далее заметим, что для нечетного k

ω2

k1
=

(

2i sin
2πk

4n

)2

=
(

ζk
4n − ζ−k

4n

)

2

= ζ2k
4n + ζ−2k

4n − 2 = ζk
2n + ζ−k

2n − 2 ∈ Q(ζ2n + ζ−1

2n ). (3.6)

Кроме того, ωk1 = 2i sin{2πk/4n} = ζk
4n−ζ

−k
4n алгебраически сопряжен ωd1 = 2i sin{2πd/4n} =

ζ4n/d−ζ
−1

4n/d
, где d = (k, 4n). Поэтому максимальное число попарно алгебраически несопря-

женных недействительных характеров равно числу нечетных делителей числа 4n, которые

меньше n. Будем рассматривать отдельно случаи, когда n четно или нечетно. В случае чет-

ного n положим 4n = 2uv, (2, v) = 1, тогда |Irr(S8n, alc) \ Irr(S8n,R, alc)| = ν(v). Согласно

лемме 3 и равенству (3.6) для любого делителя d числа v

r(U(I(Q(χ2ud)))) =
[Q(χ2ud) : Q]

2
−1 =

2[Q(ζ2u−1d + ζ−1

2u−1d
) : Q]

2
−1 =

ϕ(2u−1d)

2
−1 = 2u−3ϕ(d)−1.

Откуда
∑

r(U(I(Q(χ))))

χ∈Irr(S8n, alc)\Irr(S8n, R, alc)

=
∑

2u−3

d|v, 4n=2uv

ϕ(d) − ν(v) = 2u−3v − ν(v) =
n

2
− ν(v)

= n−
[n

2

]

− ν(4n) + ν(2n). (3.7)

Пусть теперь n нечетно, тогда |Irr(S8n, alc)\Irr(S8n, R, alc)| = ν(n)−1. Согласно лемме 3

и равенству (3.6) для любого делителя d 6= 1 числа n

r(U(I(Q(χ4d)))) =
[Q(χ4d) : Q]

2
− 1 =

2[Q(ζ2d + ζ−1

2d
) : Q]

2
− 1 =

ϕ(2d)

2
− 1 =

ϕ(d)

2
− 1.

Откуда

∑

r(U(I(Q(χ))))

χ∈Irr(S8n, alc)\Irr(S8n, R, alc)

=
∑

d|n, d6=1

ϕ(d)

2
− (ν(n) − 1) =

n− 1

2
+ 1 − ν(n)

= n−
[n

2

]

− ν(4n) + ν(2n). (3.8)

Теперь по леммам 1 и 2 и равенствам (3.5), (3.7) и (3.8) получаем

r(U(Z(ZS8n))) =
∑

r(U(I(Q(χ

χ∈Irr(S8n, R, alc)

)))) +
∑

r(U(I(Q(χ))))

χ∈Irr(S8n, alc)\Irr(S8n, R, alc)

= n+ 1 − ν(2n) + n−
[n

2

]

− ν(4n) + ν(2n) = 2n + 1 −
[n

2

]

− ν(4n).

Первое утверждение доказано.

Доказательство второго утверждения аналогично доказательству второго утверждения

теоремы 1 или теоремы 3.
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Следствие 3. Группа центральных единиц целочисленного группового кольца группы S8n

тривиальна только при n = 2 и n = 3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что n > 2ν(n) при нечетном n > 3.
Рассмотрим случай n = 2m+ 1. Выясним, когда r = 4m+ 3−m− ν(4(2m+ 1)) = 3m+ 3−

3ν(2m + 1) = 0. Так как ν(2m+ 1) < (2m+ 1)/2 < m+ 1 при 2m+ 1 > 3, то r > 0 при n > 3.
В случае n = 3 получаем r = 0.

Теперь n = 2m = 2tl, где t ≥ 1 и (2, l) = 1. Выясним, когда r = 3 · 2t−1l+ 1− (t+ 3)ν(l) = 0.
Так как l/2 > ν(l) при l > 3 и 2t ≥ t+ 1 > (t+ 3)/3 для натуральных t, то r > 0 при l > 3.

В случае l = 1 получаем r = 3 · 2t−1 + 1− (t+ 3) = 3 · 2t−1 − n− 2 ≥ 3t− t− 2 > 0 при t > 1
и n > 2. Если n = 2, то r = 0.

В случае l = 3 получаем r = 9 · 2t−1 + 1 − 2(t + 3) = 9 · 2t−1 − 2t − 5 ≥ 9t − 2t − 5 > 0.
Следствие доказано.

4. Связь с циклическими группами

Пусть ∗ — каноническая инволюция на ZG, т. е.
(

∑

g∈G agg
)

∗

=
∑

g∈G agg
−1.

О п р е д е л е н и е. Элемент a из ZG называется симметрическим, если a∗ = a.

Лемма 7. Пусть A есть конечная абелева группа. Тогда U(ZA) = 〈−1〉 × 〈b〉 × V , где V

есть прямое произведение циклических групп бесконечного порядка, порожденных симмет-

рическими элементами нормализованной группы единиц V (ZA).

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из леммы 2.6 [8].

Теорема 4. Пусть 〈b〉 — максимальная циклическая подгруппа порядка n, 2n и 4n в груп-

пах G ∼= D2n, G ∼= Q4n или G ∼= S8n соответственно. Пусть U(Z〈b〉) = 〈−1〉 × 〈b〉 × V , где V

выбрана по лемме 7.
Если G ∼= D2n или G ∼= Q4n, то U(Z(ZG)) = 〈−1〉 × Z(G) × V .

В случае G ∼= S8n имеем U(Z(ZG)) = 〈−1〉×Z(G)×V0, где V0 = CV (φ) = {v ∈ V | φ(v) = v}
и φ— автоморфизм группы V , определяемый равенством φ(b) = b2n−1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 7 группа единиц U(Z〈b〉) = 〈−1〉 × 〈b〉 × V , где V

есть прямое произведение циклических групп бесконечного порядка, порожденных симметри-

ческими элементами нормализованной группы единиц V (Z〈b〉). Пусть t = |b| и G ∼= D2n или

G ∼= Q4n. По теоремам 1 и 2 U(Z(ZG)) = 〈−1〉×Z(G)×V0, где V0 порождается элементами вида
∑[t/2]

j=0
γjy(b

j), где γj — целые числа. Элементы u =
∑[t/2]

j=0
γjy(b

j) являются симметрическими,

так как

u∗ =

[t/2]
∑

j=0

γjy(b
−j) =

[t/2]
∑

j=0

γjy(b
j) = u.

Ясно, что любой элемент u из V0 содержится и в V . Докажем обратное. Пусть v ∈ V . Обра-

тимость элемента v очевидна, требуется проверить v ∈ Z(ZG). Положим v =
∑t−1

j=0
αjb

j, где

αj ∈ Z, тогда v∗ =
∑t−1

j=0
αjb

−j. Поскольку элемент v симметрический, то v∗ = v и αj = αt−j .

Тогда

v =































α0 +

(t−1)/2
∑

j=1

αj(b
j + bt−j), если t нечетно

α0 +

(t−2)/2
∑

j=1

αj(b
j + bt−j) + αt/2b

t/2, если t четно































=

[t/2]
∑

j=0

αjy(b
j).

Следовательно, vg = gv для всех g ∈ G и v ∈ V0, что и требовалось.
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Пусть теперь G ∼= S8n. По теореме 3 U(Z(ZG)) = 〈−1〉 × Z(G) × V0, где V0 порождается

элементами вида
∑

γjy(b
j∈M∪M ′

j) (см. обозначения разд. 3). Ясно, что любой элемент u из V0 со-

держится и в V . Докажем, что если v ∈ CV (φ), то v ∈ V0 для автоморфизма φ группы V,

определяемого равенством φ(b) = b2n−1. Пусть v ∈ CV (φ). Обратимость элемента v очевидна.

Требуется проверить, что v ∈ Z(ZG).
Положим v =

∑

4n−1

j=0
αjb

j, где αj ∈ Z. Тогда φ(v) =
∑

4n−1

j=0
αjb

(2n−1)j . Поскольку φ(v) = v,

то αj = α(2n−1)j . Тогда

v =
∑

j∈A

αj(b
j + b(2n−1)j) +

∑

j∈A′

αjb
j =

∑

j∈A∪A′

αjy(b
j),

где при четном n A = {n, s, 2n + s | s ∈ {1, . . . , n − 1}} и A′ = {0, 2n}, а при нечетном n

A = {s, 2n+ s | s ∈ {1, . . . , n− 1}} и A′ = {0, n, 2n, 3n}. Следовательно, vg = gv для всех g ∈ G

и v ∈ V0, что и требовалось. Теорема доказана.

Таким образом, зная группу центральных единиц целочисленного группового кольца цик-

лической группы 〈b〉, мы можем определить группу центральных единиц целочисленного груп-

пового кольца группы диэдра D2n, обобщенной группы кватернионов Q4n и обобщенной полу-

диэдральной группы S8n.

П р и м е р. По теореме 4 и теореме 5.6 [1] получаем

U(Z(ZD20)) = 〈−1〉 × 〈b5〉 × 〈u1〉 × 〈u2〉,

где

u1 = −3 − (b+ b9 + b4 + b6) + 3(b2 + b8 + b3 + b7) − 4b5;

u2 = 2 + (b+ b9 + b5) − (b2 + b8 + b3 + b7).
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ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН
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EXACT APPROXIMATION OF AVERAGE SUBWORD COMPLEXITY

OF FINITE RANDOM WORDS OVER FINITE ALPHABET

E. E. Ivanko

One of the ways to measure the random nature of a word is to evaluate the quantity of different subwords

in it. Such a measure is called the subword complexity or complexity index. Direct interdependence between

subword complexity and the state of chaos is intuitively obvious. In this article we develop an explicit formula

suitable for approximation of the average subword complexity of the most chaotic—random—words.

Key words: subword complexity, string complexity, random words.

Introduction

“Randomness” of a word is an important and widely used concept in such areas as data comp-

ression, computational biology and linguistics [2]. There are two commonly used formal measures of

“randomness”: subword complexity and Kolmogorov complexity [1, 3, 4]. In this article we consider

subword complexity, also known as complexity index. Subword complexity of a finite word is

defined as the number of distinct subwords in the word. Further we develop the formula for

the approximation of the average subword complexity of the most chaotic—random—words. For

this purpose we consider one probabilistic model of word which differs from the usual idea of

random words and develop the desired formula for the considered model. After that we assume

the applicability of the obtained formula for the approximation of average subword complexity of

random words and report a number of experiments which support the assumption.

1. Theory

Definition 1. Let S = (s1, . . . , sn) be a finite word whose length is n, where ∀ i = 1, n :
si ∈ A =

{

a1, . . . , a|A|

}

. Let the alphabet A be a finite set. Any word Ss = (si, . . . , sj), where

1 ≤ i ≤ j ≤ n, consisting of consecutive letters of S is called a subword of S. A subword whose

length is k is called a k-subword.

Definition 2. Let us consider a word S. The number of distinct k-subwords of the word S

is called the k-subword complexity of S. The number of all distinct subwords of S is called the

subword complexity of S.

Let us consider the process of generating a random word whose length is n and whose symbols

belong to a finite alphabet A. For this purpose we consider a sequence of independent experiments

(E1, . . . , En). Every experiment Ei corresponds to selecting the i-th letter in the process of random

word generation. The result of every experiment Ei is characterized by the value of a random

variable ϕi that shows what the i-th letter of the generated word is. We assume that ∀i = 1, n, ∀j =
1, |A| P {ϕi = j} = 1/|A|. The word w = (ϕ1, . . . , ϕn) is called random. By evaluation of the

average k-subword complexity of the word w we naturally understand evaluation of the mathematical

expectation of the number of distinct k-subwords in w.

The described probabilistic model reflects the concept of a random word as we usually think of

it. Below we develop the formula for the average subword complexity of words satisfying another

probabilistic model and make an assumption that the developed formula is applicable to random
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words as well. Let us introduce a “new” probabilistic model of words. By analogy with random

words, we consider a sequence of independent experiments (E1, . . . , En), where every experiment Ei

corresponds to selecting the i-th letter. Each experiment Ei is characterized by a random variable φi,

which takes values in a finite alphabet A. Now let us consider the sequence of random variables

(ξ1, . . . , ξn−k+1). The random variable ξi, where i ∈ 1, n − k + 1, will take a value of 1 if the

subword (φi, . . . , φi+k−1) was not met before: (φi, . . . , φi+k−1) /∈
{

(φj , . . . , φj+k−1) : j = 1, i − 1
}

,

otherwise ξi will take a value of 0. The desired number of different k-subwords may be expressed

in the above terms as ηn =
∑n−k+1

i=1
ξi. Evidently P{ξ1 = 1} = 1 and P{ξ1 = 0} = 0. We assume

that the word (φ1, . . . , φn) satisfies the new probabilistic model if for any i = 2, n − k + 1 distribu-

tions of ξi depend only on the number of previously met distinct k-subwords:

P
{

ξi = 0 | ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

=

(

i−1
∑

j=1

qj

)

/|A|k,

P
{

ξi = 1 | ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

= 1 −

(

i−1
∑

j=1

qj

)

/|A|k,

(1)

where ∀i = 1, n − k + 1 : qi ∈ {0, 1}, |A|k is the number of possible k-subwords over the alphabet A.

We call this model Random k-Subwords Consecution or, in short, k-RSC. The following theorem

gives an explicit mathematical expectation for the sum ηn =
∑n−k+1

i=1
ξi under conditions of k-

RSC model (1).

Theorem 1. Using the above notation let us consider the word W = (φ1, . . . , φn+k−1) consisting

of the random variables φi which take values in a finite alphabet A. If W satisfies conditions (1),
then mathematical expectation M(ηn) of the number of different k-subwords of W can be expressed

as follows:

M(ηn) = |A|k
(

1 −
(

1 −
1

|A|k

)n
)

.

Proof. Let us consider the conditional expectations for any ξi, where i ≥ 2:

M
(

ξi|ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

)

= P
{

ξi = 0|ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

· 0

+ P
{

ξi = 1|ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

· 1
(1)

= 1 −

( i−1
∑

j=1

qj

)

/|A|k.

Using these expressions for the conditional expectations, we obtain the expressions for the expec-

tations M(ξi):

i = 1 : M(ξi) = P{ξi = 1} = 1,

i ≥ 2 : M(ξi) =
∑

∀q1,...,qi−1

P
{

ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

· M
(

ξi|ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

)

=
∑

∀q1,...,qi−1

P
{

ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

·

(

1 −

( i−1
∑

j=1

qj

)

/|A|k
)

=
∑

∀q1,...,qi−1

P
{

ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

(2)

−
1

|A|k

∑

∀q1,...,qi−1

(

P{ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1} ·

i−1
∑

j=1

qj

)

, (3)

where ∀i = 1, n − k + 1 : qi ∈ {0, 1}. Now let us transform sums (2) and (3).
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(2):
∑

∀q1,...,qi−1

P
{

ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

= 1 because the summation is over all possible values

of the random variables ξ1, . . . , ξi−1;

(3):
∑

∀q1,...,qi−1

(

P
{

ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

i−1
∑

j=1

qj

)

=

i−1
∑

l=1

(

∑

i−1
∑

t=1

qt=l

P
{

ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

· l

)

=

i−1
∑

l=1

(

l
∑

i−1
∑

t=1

qt=l

P
{

ξ1 = q1, . . . , ξi−1 = qi−1

}

)

=
i−1
∑

l=1

(

l P
{

i−1
∑

t=1

ξt = l
}

)

=
i−1
∑

t=1

(

l P{ηi−1 = l}
)

= M(ηi−1).

Substituting the obtained expressions for (2) and (3) into the above formula for M(ξi), we have:

M(ξ1) = 1, i ≥ 2 : M(ξi) = 1 −
M(ηi−1)

|A|k
. (4)

Using (4) we can express M(ηn) in terms of M(ξi):

n = 1 : M(η1) = M(ξ1) = 1,

n ≥ 2 : M(ηn) = M

( n
∑

i=1

ξi

)

=
n
∑

i=1

M(ξi) = M(ξ1) +
n
∑

i=2

M(ξi) = 1 +
n
∑

i=2

(

1 −
M(ηi−1)

|A|k

)

= 1 + (n − 1) − 1

|A|
k

n
∑

i=2

M(ηi−1) = n −
1

|A|k

n−1
∑

i=1

M(ηi). (5)

Further transformation of the obtained recursive expression allows to get a more convenient recursion

formula for M(ηn). Let us write expressions (5) for n and n + 1 (assume n ≥ 2):















M(ηn) = n − 1

|A|
k

n−1
∑

i=1

M(ηi)

M(ηn+1) = n + 1 − 1

|A|
k

n
∑

i=1

M(ηi)
⇒ M(ηn) − n = −

1

|A|k

n−1
∑

i=1

M(ηi)

= M(ηn+1) − n − 1 +
M(ηn)

|A|k
⇒ M(ηn+1) = 1 + M(ηn)

(

1 −
1

|A|k

)

. (6)

The right-hand side of the obtained recursive formula (6) can be expressed as the sum of a

geometric progression. Below we use induction to prove this fact:

n ≥ 3 : M(ηn) =

n−1
∑

i=0

(

1 −
1

|A|k

)i

. (7)

Base n = 3 : M(η3)
(6)

= 1 + M(η2)

(

1 −
1

|A|k

)

= 1 +

(

1 + M(η1)

(

1 −
1

|A|k

))(

1 −
1

|A|k

)

= 1 +

(

1 −
1

|A|k

)

+

(

1 −
1

|A|k

)

2

=
2
∑

i=0

(

1−
1

|A|k

)i

.



188 E.E. Ivanko

Step: let (7) be obtained ∀i = 3, n − 1; let us obtain it for n.

M(ηn)
(6)

= 1 + M(ηn−1)
(

1 −
1

|A|k

)

= 1 +

( n−2
∑

i=0

(

1 −
1

|A|k

)i
)

(

1 −
1

|A|k

)

= 1 +

n−1
∑

i=1

(

1 −
1

|A|k

)i

=

n−1
∑

i=0

(

1 −
1

|A|k

)i

.

Finally, we use the known formula for the sum (7) of the first n elements of a geometrical progression:

M(ηn) =
n−1
∑

i=0

(

1 −
1

|A|k

)i

=
1 −

(

1 − 1

|A|
k

)n

1 −
(

1 − 1

|A|
k

) = |A|k
(

1 −
(

1 −
1

|A|k

)n
)

. (8)

It is easy to verify that (8) is correct for n = 1, 2.

n = 1 : |A|k
(

1 −
(

1 −
1

|A|k

)

)

= |A|k
1

|A|k
= 1 = M(η1),

n = 2 : |A|k
(

1 −
(

1 −
1

|A|k

)

2
)

= 2 −
1

|A|k
= 1 + M(η1)

(

1 −
1

|A|k

)

(6)

= M(η2).

�

Corollary 1. Let us consider a word of length n over an alphabet A satisfying the k-RSC models

for all k = 1, n. The expectation of the subword complexity K of such a word may be expressed as

follows:

K =

n
∑

k=1

(

|A|k
(

1 −
(

1 −
1

|A|k

)n−k+1
))

. (9)

Corollary 2. Let the size |A| of the alphabet be given. To find the length n of a k-RSC word

that on average contains a specified number N of k-subwords, one can use the following expression:

n =

(

log(
1−

1

|A|
k

)

(

1 −
N

|A|k

)

)

+ k − 1. (10)

2. Discussion

The considered k-RSC model is a rather exotic probabilistic model of a word, and results

(8)–(10) have little independent pragmatic sense. It does not seem to be nonsense to assume that

conditions (1) are approximately correct for a random word w = (φ1, . . . , φn) for any k = 1, n.

This assumption allows to use the obtained formulas (8)–(10) for approximation of the subword

complexity of random words.

We have performed a number of experiments devoted to application of formula (8) to random

words. In each experiment corresponding to one of the triplets (n, |A|, k) we generated 1000 random

words of lengths n over an alphabet of cardinality |A|. After that the number of distinct k-subwords

was evaluated for every generated word. The result of the experiment corresponding to a triplet (n,

|A|, k) is the function F(n,|A|,k)(i), which shows how many words from the 1000 generated contain

i distinct subwords.

Experiments were carried out for every ordered triplet (n, |A|, k), where the length of word

n ∈ {10, 50, 103 , 104}, the size of alphabet |A| ∈ {2, 22, 23, . . . , 28}, the size of k-subwords (for

different values of n):
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n 10 50 1000 10000

k 1 – 3 1 – 10 1 – 20 1 – 20

All the experiments showed a good prediction accuracy of (8). The figure below represents graphs

obtained in two example experiments.

Examples of graphs of F(n,|A|,k)(i). The arrows show the values

of ip predicted by (8); by comparison im maximizes F(n,|A|,k)(i).
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СВЕТЛАНА ИВАНОВНА ТАРАСОВА

29 июня после тяжелой болезни ушла из жизни Светлана Ивановна Тарасова, старший

научный сотрудник Института математики и механики УрО РАН. Она была в расцвете сил,

ей совсем недавно исполнилось пятьдесят лет.

Светлана Ивановна окончила в 1980 году математико-механический факультет Уральского

государственного университета и поступила на работу в Институт математики и механики.

Основная тематика ее научных исследований была связана с теорией управления, с работами

свердловской школы Н. Н. Красовского. Эти исследования она успешно сочетала с решением

крупных прикладных задач, что было, в частности, отмечено авторским свидетельством об

изобретении.

В 1995 году С. И. Тарасова успешно защитила кандидатскую диссертацию, посвященную

проблеме построения корректных расширений задач управления. Данная тематика, связан-

ная с такими фундаментальными разделами современной математики, как теория меры и

топология, стала на долгие годы основным направлением научных исследований Светланы

Ивановны. Она является автором и соавтором нескольких десятков научных работ, включая

монографию. Эти исследования опубликованы в нашей стране и за рубежом, докладывались

на крупных международных конференциях; они получили достойную оценку специалистов.

Много сил и энергии Светлана Ивановна отдавала работе в редакционной коллегии “Трудов

Института математики и механики” — здесь она “замыкала” на себя самые трудные дела. К ней

обращались авторы научных статей, она выполняла переводы на английский язык, непременно

уделяла большое внимание качеству публикаций.

С. И. Тарасова активно участвовала в жизни Института, не отказываясь ни от каких по-

ручений дирекции, какими бы сложными они не были. Она успевала делать все. В отделе

управляемых систем, где она работала, к ней обращались за помощью все сотрудники и неиз-

менно эту помощь получали.

На протяжении целого ряда лет Светлана Ивановна читала лекции и вела практические

занятия в Уральском Государственном Техническом Университете — УПИ, руководила ди-

пломным проектированием. Она добросовестно относилась к преподавательской работе и вос-

питанию молодого поколения.

Светлана Ивановна была добрым и отзывчивым человеком, замечательным помощником,

внимательным собеседником. Круг ее жизненных интересов был необычайно широк. Она увле-

калась литературой и искусством, любила походы, много и успешно занималась спортом, неод-

нократно была победителем лыжных соревнований в Институте математики и механики и в

Уральском отделении РАН. Много замечательных дел успела сделать Светлана Ивановна,

много хорошего отдала людям.

Светлая память о Светлане Ивановне Тарасовой навсегда сохранится в наших сердцах.
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