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Рис. 23. Фрагменты сетки вдоль ребер на плоских гранях (алгоритмы 4 (слева) и 6).

В этом примере рассматриваемая конфигурация с резким перепадом размеров является

сложной для расчетов структурированных сеток, когда область не делится на блоки, а рас-

сматривается как шестигранник. Поэтому данная конфигурация была выбрана в качестве

теста: позднее расчеты сеток для этой конфигурации были осуществлены также в [23], в том

числе и для случая построения адаптивных пространственных сеток.

В заключение отметим, что проведенные тестовые расчеты показали работоспособность и

эффективность разработанных алгоритмов и программ.

Спектр возможных дальнейших направлений развития алгоритмов довольно широк. Это

развитие алгоритмов оптимизации сеток, адаптирующихся к особенностям решения физиче-

ских задач, разработка параллельных алгоритмов оптимизации сеток с большим числом узлов,

разработка алгоритмов построения многоблочных сеток, совершенствование способов аппрок-

симации границы области.
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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА СПЕЦИАЛЬНЫХ РЯДОВ

ДЛЯ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ РЕШЕНИЙ

УРАВНЕНИЯ ЛИНЯ — РЕЙСНЕРА — ЦЯНЯ1

М. Ю.Филимонов

Для двумерного уравнения Линя — Рейснера — Цяня, описывающего нестационарные течения газа,
построены новые классы решений с функциональным произволом в виде рядов по степеням специально
выбираемых функций. Коэффициенты таких рядов находятся последовательно как решения линейных
обыкновенных дифференциальных уравнений или как решения линейных уравнений с частными произ-
водными. Использование специальных рядов, коэффициенты которых определяются линейными диффе-
ренциальными уравнениями с частными производными, позволило точно удовлетворить двум заданным
дополнительным краевым условиям. Для одного класса течений эти коэффициенты находились в явном
виде из линейных уравнений гиперболического типа, для другого — из линейных уравнений параболи-
ческого типа. Это обстоятельство и было использовано при доказательстве сходимости таких рядов и
изучении асимптотики построенных решений. Приведены результаты численных расчетов по нестацио-
нарному трансзвуковому обтеканию клина.

Введение

Одним из аналитических методов представления решений нелинейных уравнений в част-

ных производных является метод специальных рядов по степеням специально выбираемых

функций, называемых далее базисными функциями. Коэффициенты таких рядов находятся

последовательно как решения линейных дифференциальных уравнений. При этом рекуррент-

ность нахождения коэффициентов достигается за счет выбора базисных функций [1] (см. так-

же раздел II в монографии [2]). Такой выбор, в отличие от методов типа Галеркина, позволяет

находить решение с контролируемой точностью, поскольку используемые подходы приводят

к цепочке конечномерных систем обыкновенных дифференциальных уравнений, которые ока-

зываются линейными даже для нелинейных решаемых уравнений, что позволяет исследовать

сходимость специальных рядов [1, 3–5] и применять их для численного решения конкретных

задач [6–10].

Современная история развития этого метода для решения уравнений математической фи-

зики связана с именем А.Ф. Сидорова. Эти работы естественным образом примыкают к его

работам по точным решениям. Первоначальная идея состояла в построении решений, в неко-

тором смысле близких к точным. В 1975 году была опубликована работа [11], послужившая

толчком для развития метода специальных рядов. В следующем разделе предложен один из

возможных подходов к описанию метода специальных рядов, который и будет использован

при построении новых классов решений для уравнения Линя — Рейснера — Цяня.

1Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 05-01-00217), программы фундаментальных ис-
следований Президиума РАН и интеграционного проекта УрО РАН, СО РАН и ДВО РАН.
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1. Специальные ряды с функциональным произволом

для многомерных областей

Рассмотрим общее уравнение в частных производных с искомой функцией u(x, t)

G

(

u, . . . ,
∂k0+···+kmu

∂tk0∂xk1

1
. . . ∂xkm

m

, . . .

)

= 0, (1.1)

где x = (x1, . . . , xm), k0+ · · ·+km ≤ N (N — порядок уравнения), G — функция, аналитическая

в нуле относительно своих переменных.

Определим кольцо Kg, элементами которого являются абсолютно сходящиеся в некоторой

области ряды

u(x, t) =
∞
∑

n=0

αn(g)Pn(y), (1.2)

где g = (xi1 , . . . , xis , t) или g = (xi1 , . . . , xis), 1 ≤ s ≤ m. Важные частные случаи: g = t,
g = xl (1 ≤ l ≤ m). Соответствующий вектор y обязательно имеет те компоненты вектора

(x1, . . . , xm, t), которые не являются компонентами вектора g, хотя некоторые компоненты g

могут входить в y. Предположим, что функции αn(g) , P (y) имеют соответствующие непре-

рывные частные производные N -го порядка и функция P (y) удовлетворяет дифференциаль-

ным соотношениям

∂P

∂t
=

∞
∑

j=1

h0j(g)P j(y),

∂P

∂xi

=

∞
∑

j=1

hij(g)P j(y), i = 1,m.

(1.3)

Здесь h0j(g), hij(g) — достаточно гладкие функции такие, что ряды в правых частях уравне-

ний (1.3) абсолютно сходятся в некоторой области.

Заметим, что в отличие от систем обыкновенных дифференциальных уравнений, которым

в [12, 13] удовлетворяли базисные функции в случае одного пространственного переменного

(m = 1), система уравнений в частных производных (1.3) является переопределенной и тре-

бует анализа на совместность. Однако нам для дальнейших построений решений начально-

краевых задач в двумерных областях понадобятся лишь некоторые важные частные случаи

этой системы, для которой базисные функции выписываются в явном виде. Поэтому анализ

на совместность системы (1.3) здесь не проводится.

Благодаря условиям (1.3) кольцо Kg содержит все частные производные любого его эле-

мента.

О п р е д е л е н и е 1. Ряды по степеням базисных функций с коэффициентами, завися-

щими от g, будем называть рядами Kg.

Утверждение 1. Если функции h0j(g), hij(g) (i = 1,m, j ≥ 1) обеспечивают совмест-

ность переопределенной системы (1.3), то ряд (1.2) при соответствующем рекуррентном

построении коэффициентов αn(g) является формальным решением уравнения (1.1).

Данное утверждение проверяется подстановкой ряда (1.2) в уравнение (1.1) и приравнива-

нием выражений при одинаковых степенях P (y) аналогично тому, как это сделано, например,

в работах [12, 13].

Коэффициенты αn(g) ряда Kg будут находиться рекуррентно в общем случае уже как

решения последовательности линейных уравнений в частных производных (для рядов Kt, Kxi

как решения линейных обыкновенных дифференциальных уравнений).
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З а м е ч а н и е 1. Поскольку коэффициенты αn(g) могут определяться из последова-

тельности линейных уравнений в частных производных, то это обстоятельство можно исполь-

зовать для удовлетворения в том числе и краевых условий при построении решений начально-

краевых задач для уравнения (1.1) в виде специальных рядов Kg.

Приведем примеры базисных функций P (y) для рядов Kg, применяемых для представле-

ния решения уравнения (1.1) в случае двух независимых переменных x1 и t. Эти функции,

как и базисные функции из работы [14], могут содержать произвольные функции.

П р и м е р 1. Пусть g = x1, y = (x1, t). Рассмотрим следующие функции P (y):

P1(x1, t) =
1

(f(x1) + t)N1

, N1 ∈ N, f(x1) ∈ CN [0, L], L > 0,

P2(x1, t) =
1

f(x1) + exp (βt)
, β = const.

Функции P1(x1, t), P2(x1, t) являются базисными, поскольку они удовлетворяют дифференци-

альным соотношениям

∂P1

∂t
= −N1P

N1+1

1
,

∂P1

∂x1

= −N1f
′(x1)P

N1+1

1
,

∂P2

∂t
= −βP2 + βf(x1)P

2
2 ,

∂P2

∂x1

= −f ′(x1)P
2
2 ,

которые являются частным случаем систем (1.3). Ряды Kg для этого примера будут ряда-

ми Kx1
.

П р и м е р 2. В случае трех независимых переменных x1, x2, t ряды Kx1
также могут

быть использованы для представления решения уравнения (1.1). Функция

P3(x1, x2, t) =
1

(f(x1) + x2 + t)N1

, N1 ∈ N, f(x1) ∈ C
N [0, L],

является базисной, поскольку система (1.3) для функции P3(x1, x2, t) имеет вид

∂P3

∂t
= −N1P

N1+1

3
,

∂P3

∂x1

= −N1f
′(x1)P

N1+1

3
,

∂P3

∂x2

= −N1P
N1+1

3
.

П р и м е р 3. Для трех независимых переменных x1, x2, t могут быть использованы и

ряды Kx1,x2
. Рассмотрим функцию

P4(x1, x2, t) =
1

ψ(x1, x2) + exp (βt)
, β = const.

Здесь произвольная функция ψ(x1, x2) имеет непрерывные частные производные N -го поряд-

ка. Для этого примера коэффициенты ряда Kx1,x2
будут уже находиться из последовательно-

сти линейных уравнений в частных производных по степеням базисной функции P4(x1, x2, t).
Применим далее ряды Kg при построении решений нестационарных трансзвуковых тече-

ний газа.

2. Постановка задачи

При изучении движений невязкого газа при отсутствии массовых сил и в предположении,

что течение изэнтропическое и безвихревое, получается одно уравнение второго порядка для

потенциала скоростей. Однако это уравнение достаточно сложно, и в ряде случаев его можно

упростить. Полный анализ законности упрощений впервые был проведен Линем, Рейснером

и Цянем в работе [15], которые рассматривали обтекание тонких тел потоком газа. Оцени-

вая величины различных членов в уравнении для потенциала скоростей, авторы упростили
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его в некоторых частных случаях. Оказалось, что малые возмущения описываются линей-

ными уравнениями, кроме случая медленно меняющегося во времени околозвукового потока.

В последнем случае для потенциала возмущения ϕ(x, y, z, t) основного потока, текущего со

звуковой скоростью, получается уравнение

−ϕxϕxx + ϕyy + ϕzz − 2ϕxt = 0, (2.1)

которое использовалось при исследовании околозвуковых движений газа [16] и для изуче-

ния движения газа с ударными волнами [17]. Уравнение (2.1) используется для определения

проекций вектора скорости потока газа (vx, vy, vz) на оси декартовой системы координат. Со-

гласно [16] в случае двух пространственных переменных имеем

vx = a∗

[

1 + ε
2

3 (2m∗)
−

1

3ϕx

]

,

vy = εa∗ϕy,

где ε — малый параметр, который характеризует отклонение линий тока от прямой y = y0,

m∗ — безразмерный коэффициент
(

m∗ =
γ + 1

2
для идеального газа, где γ — показатель

адиабаты
)

, a∗ — критическая скорость, дающая величину скорости основного потока. Заме-

тим, что различный порядок продольной и поперечной компоненты возмущенной скорости и

неравномерная роль координаты x по отношению к координате y приводит к нелинейному

уравнению (2.1), не позволяя создать линейную теорию для исследования нестационарных

околозвуковых течений.

Ввиду того, что плоскость t = const для уравнения (2.1) является характеристической

плоскостью, задача Коши в данном случае является некорректной, т.е. задача либо совсем не

имеет решения, либо имеет бесконечное множество решений [16]. Вопросы о постановке крае-

вых задач и их разрешимости обсуждались в работах Е.В. Мамонтова [18, 19], где доказыва-

лись теоремы существования и единственности гладкого решения при некоторых ограничениях

на начальные и краевые условия, что позволило при доказательстве существования решения

использовать теорему Л.В. Овсянникова о разрешимости обыкновенных дифференциальных

уравнений в шкале банаховых пространств [20].

Следуя работе [19], для уравнения (2.1) в случае двух пространственных переменных рас-

смотрим две начально-краевые задачи A и B.

Задача A.

В области DA = {(x, y, t): t ≥ 0, x ≥ 0, −∞ < y <∞} для уравнения

−ϕxϕxx + ϕyy − 2ϕxt = 0 (2.2)

заданы начальные данные

ϕ(x, y, 0) = ϕ0(x, y) (2.3)

и краевые условия

ϕ(0, y, t) = ψ0(y, t), ϕx(0, y, t) = ψ1(y, t). (2.4)

Предполагается, что функции ϕ0(x, y), ψ0(y, t), ψ1(y, t) являются достаточно гладкими и удо-

влетворяют условиям согласования при x = 0, t = 0, а функция ψ1(y, t) > 0. Физический

смысл неравенства ψ1 > 0 состоит в том, что прямая x = 0 на плоскости x, y все время

должна находиться в сверхзвуковой части потока.

При сделанных предположениях Е.В. Мамонтовым доказано существование и единствен-

ность решения задачи (2.2), (2.3), (2.4) (задачи A) в некоторой области.
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Задача B.

В области DB = {(x, y, t): t ≥ 0, x ≥ 0, −1 ≤ y ≤ 1}, когда переменная y меняется на

конечном промежутке −1 ≤ y ≤ 1, можно рассмотреть “задачу со стенками”. В этом случае

следует задать дополнительные краевые условия

ϕy(x, 1, t) = ϕy(x,−1, t) = 0. (2.5)

Е.В. Мамонтовым было показано, что решение задачи (2.2), (2.3), (2.4), (2.5) (задачи B)

существует и единственно в некоторой области.

Заметим, что специальные ряды в виде двойного ряда по степеням расстояния до оси

симметрии и его логарифма применялись в работе [21] для представления решения характе-

ристической задачи Коши для уравнения потенциала скорости стационарного осесимметрич-

ного движения идеального газа. С помощью логарифмических рядов было также получено

решение осесимметрической задачи нестационарного трансзвукового обтекания тонких тел

вращения [22].

Далее рассмотрим различные конструкции специальных рядов (1.2), имеющих функцио-

нальный произвол, для представления решений задач A и B.

3. Построение решений задачи A с помощью специальных рядов Kg

Использование рядов Kt.

Решение уравнения (2.2) будем искать в виде ряда Kt

ϕ(x, y, t) = a1x+ a2y + g1(t)y + g2(t) +

∞
∑

i=1

ui(t)P
i
1(t, x, y), (3.1)

где функция P1 имеет вид

P1(t, x, y) =
1

f(t) + eb1x+b2y
, f(t) ∈ C1[0,∞), b1, b2 = const, (3.2)

a1, a2 — постоянные, g1(t), g2(t) ∈ C1[0,∞). Функция P1(t, x, y) является базисной (обеспечи-

вает рекуррентное нахождение коэффициентов ui(t)), поскольку справедливы дифференци-

альные соотношения

∂P1

∂t
= −f ′(t)P 2

1 ,
∂P1

∂x
= −b1P1 + b1P

2
1 ,

∂P1

∂y
= −b2P1 + b2P

2
1 . (3.3)

Ряд Kt позволяет точно задать начальное условие

ϕ0(x, y) = a1x+ a2y + g1(0)y + g2(0) +

∞
∑

i=1

ui0P
i
1(0, x, y), ui0 = const. (3.4)

Однако в этом случае краевые условия (2.4) имеют специальный вид и порождаются произ-

вольной функцией f(t).

Краевые условия (2.4) представимы в виде

ψ0(y, t) = a2y + g1(t)y + g2(t) +

∞
∑

i=1

ui(t)
1

(f(t) + eb2y)i
,

ψ1(y, t) = a1 + b1

∞
∑

i=1

−iui(t) + f(t)(i− 1)ui−1

(f(t) + eb2y)i
.

(3.5)
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Теорема 1. Пусть заданы функция f(t) ∈ C1[0,∞), положительные постоянные q1, q2,
0 < q1 + q2 ≤ 0.1, и выполнены следующие условия:

(1) 0 ≤ f(t) ≤ d = 0.018, |f ′(x)| ≤ d1 (d1 > 0, t ≥ 0);

(2) для постоянных ui0 справедливы неравенства

|ui0| ≤
Mq2
i3

(i ≥ 1, M > 0);

(3) a1 ≥
1

b2
1

{

b22 −
2b1[(π

2 + 4)b21M(1 + 4d)3 + 17d1]

q1

}

, b1 < 0.

Тогда решение задачи A со специальными краевыми условиями (2.4),(3.5) и с начальными

данными (2.3), (3.4) представимо в виде ряда (3.1) по степеням базисной функции (3.2) в

области D1 = {(x, y, t): t ≥ 0, 0 ≤ b1x+ b2y} и выполняется неравенство

|ϕx − a1| ≤M1e
−qt, t ≥ 0, q =

b22 − a1b
2
1

2b1
, M1 > 0. (3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. После подстановки ряда (3.1) в уравнение (2.2) и приведения

подобных членов с учетом дифференциальных соотношений (3.3) для нахождения коэффици-

ентов ряда ui(t) получится последовательность линейных обыкновенных дифференциальных

уравнений первого порядка

u′i +
b22 − a1b

2
1

2b1
iui =

[(b22 − a1b
2
1)(2i− 1)

2b1
+ 2f ′

](i− 1)ui−1

i

−
[(b22 − a1b

2
1)

2b1
f2 + ff ′

](i− 2)(i− 1)ui−2

i
+
f(i− 1)u′i−1

i

+
b21
2i

∑

m+n=i

[

−mn2umun +m(2n2 − 3n+ 1)fumun−1 −m(n− 2)(n− 1)f2umun−2

+ (m− 1)n2um−1un − f2(m− 1)(2n2 − 3n+ 1)um−1un−1

+ f3(m− 1)(n − 2)(n − 1)um−1un−2

]

≡ Ri(t) (i ≥ 1)

с начальными условиями ui(0) = ui0, определяемыми начальными данными (3.4). Решения

этих уравнений представимы в виде

ui(t) = e−qit

(

ui0 +

t
∫

0

Ri(τ)e
qiτdτ

)

. (3.7)

Методом математической индукции докажем следующее неравенство:

|ui(t)| ≤
Me−qt

i3
, i ≥ 1. (3.8)

Из уравнения (3.7) при i = 1 имеем

|u1(t)| = |u10e
−qt| ≤Mq2e

−qt < Me−qt,

т.е. неравенство (3.8) справедливо. Предполагая его справедливость при i ≤ N , докажем эту

оценку для i = N + 1.
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Вначале выделим из RN+1(t) слагаемое (fuN )′
N

N + 1
, для которого

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

eq(N+1)τ (f(τ)uN (τ))′
N

N + 1
dτ

∣

∣

∣

∣

≤
eqtNM

(N + 1)3
32d.

Эта оценка легко доказывается после интегрирования по частям и с учетом предположения

индукции (3.8) при i = N . Используя полученную оценку, предположение индукции (3.8) и

условия теоремы 1, оценим uN+1(t):

|uN+1(t)| ≤ |u(N+1)0|e
−qt + e−qt(N+1)

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

eq(N+1)τRN+1(τ)dτ

∣

∣

∣

∣

≤ e−qt

{

|u(N+1)0|

+M

[

2d

N3
+

2d1

qN3
+

(

d2 +
dd1

q

) 9

(N + 1)3
+

(π2 + 4)b21M

2(N + 1)2qN

(

1 + 8d+ 6d2 + 4d+ 32d2 + 24d3
)

+
32d

(N + 1)3

]

}

≤
Me−qt

(N + 1)3

[

q2 + 0.9 +
(π2 + 4)b21M(1 + 4d)3 + 17d1

q

]

≤
Me−qt

(N + 1)3
[q2 + 0.9 + q1] ≤

Me−qt

(N + 1)3
.

Таким образом, неравенства (3.8) доказаны.

С помощью этих оценок теперь легко доказать сходимость ряда (3.1), (3.2) и соответству-

ющих производных на множестве D1. Справедливость неравенства (3.6) очевидна. Теорема 1
доказана.

Использование рядов Kx.

Решение уравнения (2.2) можно также построить в виде ряда Kx:

ϕ(x, y, t) = a1x+ a2y + g1(t)y + g2(t) +

∞
∑

i=1

ui(x)P
i
2(t, x, y), (3.9)

где

P2(t, x, y) =
1

f(x) + βy + t
, f(x) ∈ C2[0, L], L > 0, β = const, (3.10)

a1, a2 — постоянные, g1(t), g2(t) ∈ C1[0,∞). Система дифференциальных соотношений для

базисной функции P2(t, x, y), обеспечивающая рекуррентное нахождение коэффициентов ряда,

имеет вид
∂P2

∂t
= −P 2

2 ,
∂P2

∂y
= −βP 2

2 ,
∂P2

∂x
= −f ′(x)P 2

2 . (3.11)

Структура ряда (3.9), (3.10) определяет краевые условия (2.4) следующим образом:

ψ0(y, t) = a2y + g1(t)y + g2(t) +

∞
∑

i=1

ui0

1

(f0 + βy + t)i
,

ψ1(y, t) = a1 +
∞

∑

i=1

ui1−f1(i−1)ui−1,0

(f0 + βy + t)i
,

(3.12)

где f0, f1, ui0, ui1 — постоянные. Теперь после подстановки ряда (3.9) в уравнение (2.2) и

проведения преобразований с учетом соотношений (3.11) для нахождения коэффициентов ря-

да ui(x) получится последовательность обыкновенных дифференциальных уравнений второго

порядка

u′′i = f ′′(i− 1)ui−1 + 2(i − 1)u′i−1 +
1

a1

{

2(i − 1)u′i−1 + [β2 − a1(f
′)2 − f ′](i− 2)(i − 1)ui−2
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−
∑

m6=0

m+n=i

[

u′mu
′′

n − f ′′(n− 1)u′mun−1 − 2f ′(n− 1)u′mu
′

n−1

+ (f ′)2(n− 2)(n − 1)u′mun−2 − f ′(m− 1)um−1u
′′

n + f ′f ′′(m− 1)(n − 1)um−1un−1

+ 2(f ′)2(m− 1)(n − 1)um−1u
′

n−1 − (f ′)3(m− 1)(n− 2)(n − 1)um−1un−2

]

}

.

Обозначим правые части этих уравнений через Ri(x) и положим f(0) = f0, f
′(0) = f1. То-

гда с учетом краевых условий (2.4), (3.12) для определения коэффициентов ui(x) получатся

следующие формулы:

ui(x) =

x
∫

0

τ
∫

0

Ri(σ)dσdτ + ui1x+ ui0, i ≥ 1.

Начальные условия для задачи имеют специальный вид

ϕ0(x, y) = a1x+ a2y + g1(0)y + g2(0) +

∞
∑

i=1

ui(x)P
i
2(0, x, y) (3.13)

и порождаются произвольной функцией f(x).

Теорема 2. Пусть L > 0, f(x) ∈ C2[0, L] — произвольная функция, входящая в базисную

функцию (3.10), и выполнены следующие условия:

(1) для производных функции f(x) справедливы неравенства

|f ′(x)| ≤ d, |f ′′(x)| ≤ d, d > 0, 0 ≤ x ≤ L;

(2) постоянные ui0, ui1 удовлетворяют неравенствам

|ui0| ≤
M

2i3
, |ui1| ≤

M

2i2
, i ≥ 1, M > 0;

(3) справедливы неравенства

f(x) > ebL + βa, b ≥ 2(2 + 3d)3[2 + β2 +M(π2 + 4)], β, a > 0;

(4) a1 ≥ b2.

Тогда решение задачи A с краевыми условиями (2.4) и специальными начальными дан-

ными (3.13) представимо в виде ряда (3.9) по степеням базисной функции (3.10) в области

D2 = {(x, y, t): t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ L, y ≥ −a}.

Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1 и здесь не приводится.

З а м е ч а н и е 2. Из теорем 1 и 2 следует, что ϕx → a1 при t → +∞ (в теореме 2
со скоростью t−1, в теореме 1 со скоростью e−qt). Следовательно, проекция скорости потока

на ось x тоже стремится к некоторому постоянному числу, т.е. vx → a∗[1 + ε
2

3 (2m∗)
−

1

3a1] при

t→ +∞.

З а м е ч а н и е 3. В случае аналитичности начальных и краевых условий решения, по-

строенные в теоремах 1 и 2, являются единственными в силу результатов Е.В. Мамонтова [19].

Действительно, его условие ϕx(0, y, t) = ψ1(y, t) > 0 выполняется и в теоремах 1, 2: в тео-

реме 1 из условия 3 и оценок (3.8) для коэффициентов ряда (3.5) получается неравенство

ψ1(y, t) ≥ |b1|M > 0, а в теореме 2 условию ψ1(y, t) > 0 соответствует условие (4).
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Использование рядов Kxy.

Построим решение уравнения (2.2) такое, чтобы при t → +∞ выполнялась следующая

асимптотика:

vx → a∗

[

1 + ε
2

3 (2m∗)
−

1

3 (a1 + Ψ(x, y))
]

, (3.14)

где функция Ψ(x, y) зависит от некоторой произвольной функции f(b1x+ b2y).

Пусть z = b1x+ b2y, b1, b2 — постоянные. Рассмотрим базисную функцию

P3(x, y, t) =
1

f(b1x+ b2y) + e−t
≡

1

f(z) + e−t
. (3.15)

Базисная функция P3 удовлетворяет дифференциальным соотношениям

∂P3

∂t
= P3 − fP 2

3 ,
∂P3

∂y
= −f ′b2P

2
3 ,

∂P3

∂x
= −f ′b1P

2
3 . (3.16)

Дифференцируя уравнение (2.2) по x и полагая u = ϕx, получим уравнение

−uxxu− u2
x + uyy − 2utx = 0 (3.17)

с начальными данными
x

∫

0

u(τ, y, 0)dτ + Ψ0(y, 0) = ϕ0(x, y) (3.18)

и краевым условием

u(0, y, t) = Ψ1(y, t). (3.19)

Формула перехода от u(x, y, t) к ϕ(x, y, t) имеет вид

ϕ =

x
∫

0

u(τ, y, t)dτ + Ψ0(y, t).

Таким образом, первое краевое условие ϕ(0, y, t) = Ψ0(y, t) в (2.4) выполняется автоматически.

Решение уравнения (3.17) будем искать в виде ряда Kxy (Kz)

u(x, y, t) = a1 +

∞
∑

i=1

ui(z)P
i
3(z, t). (3.20)

После подстановки ряда (3.20) в уравнение (3.17) и проведения преобразований с учетом со-

отношений (3.16) для нахождения коэффициентов ряда ui(z) получится последовательность

обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка

u′′i +
2b1iu

′
i

b2
1
a1 − b2

2

=
Ri(z)

b2
2
− b2

1
a1

(3.21)

с начальными условиями

u′i(0) = ui1, ui(0) = ui0 (ui1, ui0 = const, i ≥ 1). (3.22)

В уравнении (3.21) функция Ri(z) имеет вид

Ri(z) = b21
∑

m+n=i

{

um

[

u′′n − f ′′(n− 1)un−1 − 2f ′(n− 1)u′n−1 + (f ′)2(n− 2)(n − 1)un−2

]

+ u′mu
′

n − 2u′mf
′(n− 1)un−1 + (f ′)2(m− 1)(n − 1)um−1un−1

}
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+ b22

[

f ′′(i− 1)ui−1 + 2f ′(i− 1)u′i−1 − (f ′)2(i− 2)(i − 1)ui−2

]

+ 2b1

[

ui−2(i− 2)(i− 1)ff ′ − iui−1(i− 1)f ′ − u′i−1f
]

.

В представление функции Ri(z) входят только коэффициенты uν с ν < i.

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что f(z) ∈ BL, если f(z) ∈ C2[0, L] и выполнены

неравенства:

(1) |f ′(z)| + |f ′′(z)| ≤ f1e
bz ;

(2) 1 < q0 ≤ f(z) ≤ f0e
bz, 0 ≤ z ≤ L;

(3) max
0≤z≤L

∣

∣

∣

b22
b1
f ′(z) − f(z)

∣

∣

∣
≤ q1e

bz,

где положительные постоянные f1, f0, q0, q1, q2, b1, b, L удовлетворяют условиям

0 < q1 + q2 < 1, b ≥ max

{

1,
4b1
q1
,

b2
2

b1
(f1 + f2

1 ) + 2f1(1 + f0)

q2

}

, L <
ln q0
b
.

Теорема 3. Пусть f(z) ∈ BL, заданы положительные постоянные q3, q4 такие, что
4

∑

k=1

qk = 1, и выполнены следующие условия:

(1) a1 ≥
1 + b22
b2
1

;

(2) 0 < M <
q3b

(π2 + 1)b1(b+ f1)2 + π2b1(f2
1

+ f1)
;

(3) для постоянных ui0, ui1 справедливы неравенства

|ui0| ≤
Mq4
4i2

, |ui1| ≤
Mb1q4

2i
, i ≥ 1.

Тогда решение уравнения (3.17) со специальными начальными данными (3.18) и краевы-

ми условиями (3.19) представимо в виде ряда (3.20) по степеням базисной функции (3.15) в

области D3 = {(z, t): t ≥ 0, 0 ≤ z ≤ L} и выполняется асимптотика (3.14) для u = ϕx = vx.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство также будем проводить методом математиче-

ской индукции. Справедливы следующие неравенства:

|ui(z)| ≤
M

i2
ebiz, (3.23)

|u′i(z)| ≤
Mb

i
ebiz , |u′′i (z)| ≤Mb2ebiz, 0 ≤ z ≤ L, i ≥ 1. (3.24)

Обозначим λi =
2b1i

b2
1
a1 − b2

2

, c1i = −
ui1

λi

, c2i = ui0 +
ui1

λi

. Тогда решение уравнения (3.21) с

начальными условиями (3.22) запишется в виде

ui(z) = c1ie
−λiz + c2i +

1

2b1i

z
∫

0

Ri(τ)dτ −
e−λiz

2b1i

z
∫

0

Ri(τ)e
λiτdτ. (3.25)
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Формула для u′i(z) имеет вид

u′i(z) = −c1iλie
−λiz +

e−λiz

b2
1
a1 − b2

2

z
∫

0

Ri(τ)e
λiτdτ.

Если i = 1, то u1(z) = c11e
−λiz +c21. Нетрудно проверить, что неравенства (3.23), (3.24) выпол-

няются. Предполагая справедливость этих неравенств при i ≤ N , докажем неравенство (3.23)
при i = N + 1. Введем следующее обозначение:

̂RN+1(z) = b21
∑

m+n=N+1

{

|um|
[

|u′′n| + |f ′′|(n− 1)|un−1| + 2|f ′|(n − 1)|u′n−1|

+ (f ′)2(n− 2)(n − 1)|un−2|
]

+ |u′m||u′n| + 2|u′m||f ′|(n − 1)|un−1|

+ (f ′)2(m− 1)(n − 1)|um−1||un−1|

}

+ b22

[

|f ′′|N |uN | + (f ′)2(N − 1)N |uN−1|
]

+ 2b1

[

|uN−1|(N − 1)Nf |f ′| + (N + 1)N |uN ||f ′|
]

+ 2b1N |u′N | max
0≤z≤L

∣

∣

∣

b22
b1
f ′(z) − f(z)

∣

∣

∣
,

где |uk|,|u
′

k|, |u
′′

k| заменены оценками (3.23), (3.24), 1 ≤ k ≤ N , а функции f(z), |f(z)′|, |f(z)′′|
заменены на верхние оценки из определения 2. Справедливы неравенства

|uN+1(z)| ≤ |c1,N+1e
−λN+1z + c2,N+1|

+
1

2b1(N + 1)

∣

∣

∣

∣

z
∫

0

RN+1(τ)dτ − e−λN+1z

z
∫

0

RN+1(τ)e
λN+1τdτ

∣

∣

∣

∣

≤ |c1,N+1|e
−λN+1z + |c2,N+1| +

1

2b1(N + 1)

z
∫

0

̂RN+1(τ)dτ

≤
eb(N+1)M

(N + 1)2
q4 +

eb(N+1)M

(N + 1)2

{

M |b1|π
2

12b
[(b+ f1)

2 + f2
1 + f1]

+
Mb1(b+ f1)

2

b
+ q1 +

b22(f1 + f2
1 )

b1b
+

2f1

b
(1 + f0)

}

≤
eb(N+1)M

(N + 1)2
(q4 + q3 + q2 + q1) =

eb(N+1)M

(N + 1)2
.

Следовательно, неравенство (3.23) доказано. Аналогично доказываются неравенства (3.24).
Оценим ряд (3.20) на множестве D3:

|u(z, t)| ≤ a1 +M
∞

∑

i=1

(

ebz

f(z) + e−t

)i 1

i2
≤ a1 +M

∞
∑

i=1

(

ebL

q0

)i

≤ a1 +MM1,

где M1 =
∞
∑

i=1

(

ebL

q0

)i

< ∞, так как L <
ln q0
b

. Аналогично оцениваются и ряды соответствую-

щих производных. Теорема 3 доказана.

Таким образом, мы доказали, что функция u(x, y, t) (3.20), соответствующая ϕx, стремится

с ростом t к некоторому стационарному решению, отличному от константы на множестве D3.

П р и м е р 4. Возьмем f(z) ≡ 2 + z (z = b1x+ b2y), b1 = 1, b2 = 2. Тогда
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f1 = 1, f0 = q0 = 2, q1 = q2 = 0.4, b = 40, L <
ln q0
b

=
ln 2

40
.

При a1 = 5 ряд

ϕx = u = 5 +
1.5

[

1 − e−
2

3
(x+2y)

]

u11 + u10

2 + x+ 2y + e−t
+ . . .

сходится в области 0 ≤ x+ 2y <
ln 2

40
и t ≥ 0. При t → +∞ приближенно можно считать, что

в формуле (3.14)

Ψ(x, y) ≈
1.5

[

1 − e−
2

3
(x+2y)

]

u11 + u10

2 + x+ 2y
.

Далее рассмотрим задачу B при дополнительных условиях (2.5). В этом случае не удается

использовать ряды Kx (3.9) и Kt (3.1).
В следующем пункте построим специальные ряды Kg для решения задачи B с точным

удовлетворением дополнительных краевых условий.

4. Построение решений задачи B с помощью специальных рядов Kg

Использование рядов Kyt.

Рассмотрим ряд

ϕ(x, y, t) = a1x+
∞

∑

i=1

ui(y, t)P
i
5(x, t), a1 > 0, (4.1)

с базисной функцией

P5(x, t) =
1

eb1x + f(t)
, f(t) ∈ C1[0,∞), b1 < 0. (4.2)

Пусть начальное условие (2.3) представимо в виде сходящегося ряда

ϕ0(x, y) = a1x+

∞
∑

i=1

ϑi(y)P
i
5(x, 0), (4.3)

где ϑi(y) =

Ki
∑

k=0

b
(i)

k0
cos kπy, K ∈ N, b(i)k0

= const.

Подставляя ряд (4.1) в уравнение (2.2) и приравнивая выражения при одинаковых степе-

нях P5, получим последовательность линейных уравнений в частных производных параболи-

ческого типа
∂ui

∂t
= −

1

2b1i
·
∂2ui

∂y2
+
a1b1
2
iui +Ri(t, y), (4.4)

где

Ri(t, y) = −
a1b1
2i

[

−fui−1(2i
2 − 3i+ 1) + f2ui−2(i− 2)(i − 1)

]

−
b21
2i

∑

m+n=i

[

− umunmn
2 + umm(2n2 − 3n+ 1)fun−1

− ummf
2un−2(n− 2)(n − 1) + um−1(m− 1)funn

2

− f2um−1(m− 1)(2n2 − 3n + 1)un−1 + f3um−1(m− 1)un−2(n− 2)(n − 1)
]
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−
1

i

[

f(i− 1)
∂ui−1

∂t
+ f ′(i− 1)iui−1 − ui−2(i− 2)(i − 1)ff ′

]

.

Для уравнения (4.4) рассмотрим начально-краевую задачу

∂ui

∂y
(−1, t) =

∂ui

∂y
(1, t) = 0, t ≥ 0, i ≥ 1, (4.5)

ui(y, 0) = ϑi(y), −1 ≤ y ≤ 1. (4.6)

Условие (4.5) обеспечивает выполнение соотношений (2.5) на стенках, а условие (4.6) — удо-

влетворение начального условия (4.3).
Решение задачи (4.4), (4.5), (4.6) будем искать в виде ряда Фурье

ui(y, t) =

∞
∑

k=0

b
(i)

k (t) cos kπy. (4.7)

Для определения коэффициентов b
(i)

k (t) подставим ряд (4.7) в уравнение (4.4) и введем следу-

ющие обозначения:

〈b(m)
s b

(n)

j 〉 =
1

2

(

∑

s+j=k

b(m)
s (t)b

(n)

j (t) +
∑

s−j=k

b(m)
s (t)b

(n)

j (t) +
∑

j−s=k

b(m)
s (t)b

(n)

j (t)

)

.

Тогда коэффициенты b
(i)

k (t) находятся из следующих дифференциальных уравнений:

ḃ
(i)

k
(t) −

(

π2k2

2b1i
+
a1b1
2
i

)

b
(i)

k
=
a1b1
2i

[

fb
(i−1)

k
(2i2 − 3i+ 1) − f2b

(i−2)

k
(i− 2)(i− 1)

]

−
b21
2i

∑

m+n=i

[

−mn2〈b(m)
s b

(n)

j 〉 +m(2n2 − 3n + 1)f〈b(m)
s b

(n−1)

j 〉

−m(n− 2)(n − 1)f2〈b(m)
s b

(n−2)

j 〉 + (m− 1)n2f〈b(m−1)
s b

(n)

j 〉

− (m− 1)(2n2 − 3n + 1)f2〈b(m−1)
s b

(n−1)

j 〉 + (m− 1)(n − 2)(n − 1)f3〈b(m−1)
s b

(n−2)

j 〉
]

−
1

i

[

f(i− 1)ḃ
(i−1)

k + f ′(i− 1)ibk(i− 1) − (i− 2)(i− 1)ff ′b
(i−2)

k

]

с начальными условиями, определяемыми начальными данными (4.3)

b
(i)

k (0) = b
(i)

k0
(i ≥ 1, k ≥ 0).

Обозначив правые части этих уравнений через Rik(t), запишем общее решение в виде

b
(i)

k (t) = eiγikt

(

b
(i)

k0
+

t
∫

0

Rik(τ)e
−iγikτdτ

)

, γik =

(

π2k2

2b1i
+
a1b1
2

)

. (4.8)

Для доказательства сходимости ряда (4.1) оценим функции b
(i)

k (t). Для этого нам потребуются

вспомогательные неравенства.

Лемма 1. Пусть функции b
(ν)

l
(t) удовлетворяют неравенствам

|b
(ν)

l
(t)| ≤

Mνe−qt

ν3(l + 1)4
, ν ≥ 1, l ≥ 0, M ≥ 0. (4.9)
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Тогда имеют место оценки

∣

∣

∣

∣

∑

s+j=k

b(m)
s (t)b

(n)

j (t)

∣

∣

∣

∣

≤
Mm+ne−2qt(2π)4

45m3n3(k + 1)4
, (4.10)

∣

∣

∣

∣

∑

s−j=k

b(m)
s (t)b

(n)

j (t)

∣

∣

∣

∣

≤
Mm+ne−2qtπ4

90m3n3(k + 1)4
. (4.11)

Доказательство этой леммы опирается на неравенство из работы [6]

∑

m1+...+mn=ν

1

mq
1
. . .mq

n

≤
(4qπ2

3

)n−1 1

νq
, (4.12)

где q, n, ν, mi ∈ N, q ≥ 2, n ≥ 2, i = 1, n.
Из леммы 1 следует

Лемма 2. При выполнении неравенств (4.9) справедливы оценки

∣

∣

∣
〈b(m)

s b
(n)

j 〉
∣

∣

∣
≤
Mm+ne−2qtπ4

3m3n3(k + 1)4
.

Лемма 3. Пусть выполнены неравенства (4.9) и условия

(1) |ḃ
(ν)

l
(t)| ≤

Mνe−qt

ν2(l + 1)4
h (ν ≥ 1, l ≥ 0, h > 0);

(2) |f(t)| ≤ dM, |f ′(t)| ≤ dM (t ≥ 0),

где f(t) ∈ C1[0,∞) — произвольная функция.

Тогда для функции RN+1,k из формулы (4.8) имеет место оценка

|RN+1,k| ≤
e−qtMN+1|a1b1|

2(k + 1)4(N + 1)2

[

12d2 + 9d+
3hd

|a1b1|
+
π4|b1|(π

2 + 4)

3|a1|
(1 + 19d + 11d2 + 7d3)

]

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя лемму 2, выпишем цепочку неравенств

|RN+1,k| ≤
e−qtMN+1|a1b1|

2(k + 1)4(N + 1)2

{

2d(N + 1)2

N3
+

d2N

(N − 1)2

+
π4|b1|e

−qt

3|a1|

∑

m+n=N+1

[

1

m2n
+

2n2d

m3(n− 1)3
+

d2(n− 1)

m2(n− 2)2
+

d

(m− 1)2n

+
d22n2

(m− 1)2(n− 1)2
+

d3(n− 1)

(m− 1)2(n− 2)2

]

+
2hd

|a1b1|N
+
d(N + 1)

N2
+

d2N

(N − 1)2

}

≤
e−qtMN+1|a1b1|

2(k + 1)4(N + 1)2

[

2d
(

1 +
1

N

)3

+
d2N(N + 1)

(N − 1)2

+
π4|b1|(π

2 + 4)

3|a1|

(

1 + 16d+ 3d2 +
9d

4
+ 8d2 + 7d3

)

+
3hd

|a1b1|
+

9d

4
+ 6d2

]

≤
e−qtMN+1|a1b1|

2(k + 1)4(N + 1)2

[

12d2 + 9d+
3hd

|a1b1|
+
π4|b1|(π

2 + 4)

3|a1|
(1 + 19d+ 11d2 + 7d3)

]

.

Лемма 3 доказана.
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Теорема 4. Пусть f(t) ∈ C1[0,∞) и выполнены следующие условия:

(1) |b
(i)

k0
| ≤

M

2i3(k + 1)4
, i ≥ 1, k ≥ 0, 0 < M < eb1L, b1 < 0;

(2) a1 ≥ 2|b1|(π
2 + 4)π4;

(3) 0 ≤ f(t) ≤ dM, |f ′(t)| ≤ dM, t ≥ 0,

где 0 < d ≤ min
{ 1

30
,
a1|b1|

9h

}

, h =
∣

∣

∣

π2K2

b1
+ a1b1

∣

∣

∣
.

Тогда ряд (4.1) с базисной функцией (4.2) является решением задачи B с точным удовле-

творением дополнительных краевых условий (2.5), с заданными начальными данными (4.3) и

специальными краевыми условиями, порождаемыми произвольной функцией f(t), в области

D5 = {(x, y, t): t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ L, −1 ≤ y ≤ 1}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство также будем проводить методом математиче-

ской индукции. Справедливы следующие неравенства:

|b
(ν)

k (t)| ≤
Mνe−qt

ν3(k + 1)4
(k = 1, νK), (4.13)

|ḃ
(ν)

k (t)| ≤
Mνe−qt

ν2(k + 1)4
h (q =

a1|b1|

2
, t ≥ 0). (4.14)

При ν = 1 из равенства (4.8) находим

|b
(1)

k (t)| = |b
(1)

k0
eγ1k | ≤ e−qt|b

(1)

k0
| ≤

Me−qt

2(k + 1)4
,

|ḃ
(1)

k (t)| ≤
|γ1k|Me−qt

2(k + 1)4
≤

Me−qt

2(k + 1)4
h,

и неравенства (4.13), (4.14) выполняются. Предполагая их справедливость при ν = N , прове-

дем доказательство при ν = N + 1. Используя лемму 3 и формулу (4.8), имеем

|b
(N+1)

k
(t)| ≤ e(N+1)γN+1,kt

(

|b
(N+1)

k0
| +

t
∫

0

|RN+1,k(τ)|e
−(N+1)γN+1,kτdτ

)

≤
MN+1e−qt

2(N + 1)3(k + 1)4
+

MN+1e−qt|a1b1|

2(N + 1)3(k + 1)4γN+1,k

[

12d2 + 9d+
3hd

|a1b1|

+
π4|b1|

3a1

(π2 +4)(1+19d+11d2 +7d3)

]

≤
MN+1e−qt

(N + 1)3(k + 1)4

[

1

2
+

1

2

(1

3
+

3hd

|a1b1|
+
π4|b1|

3a1

(π2 +4)2
)

]

≤
MN+1e−qt

(N + 1)3(k + 1)4

(1

2
+

1

2

)

=
MN+1e−qt

(N + 1)3(k + 1)4
.

Таким образом, неравенство (4.13) доказано. Аналогично доказывается и неравенство (4.14).

Заметим, что так как функции ϑi(y), используемые для определения начальных усло-

вий (4.3), представимы в виде конечных отрезков ряда, то коэффициенты ряда ui(y, t) имеют

такой же вид

ui(y, t) =

Ki
∑

k=0

bik(t) cos kπy.
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Для i ≥ 1 с учетом неравенств (4.13), (4.14) при t ≥ 0, −1 ≤ y ≤ 1 справедливы оценки

|ui(y, t)| ≤
M ie−qtπ4

90i3
,

∣

∣

∣

∂ui(y, t)

∂t

∣

∣

∣
≤
M ie−qtπ4

90i2
h,

∣

∣

∣

∂2ui(y, t)

∂2y

∣

∣

∣
≤
M ie−qtπ2

6i3
,

с учетом которых на множестве D5 можно оценить ряд (4.1)

|ϕ(x, y, t) − a1x| ≤
∞
∑

i=1

|ui(y, t)|

(eb1x + f(t))
≤ e−qt

∞
∑

i=1

( M

eb1L

)i 1

i3
≤
e−qtπ2

6
.

Аналогично оцениваются ряды, соответствующие ϕx, ϕxx, ϕyy. Теорема 4 доказана.

Использование рядов Kyt позволяет решать задачу B при специальных краевых условиях,

определяемых произволом функции f(t). Далее будет показано, что применение рядов Kxy

позволит решить задачу B с заданными краевыми условиями, но с начальными условиями,

порождаемыми произвольной функцией f(x). Дополнительное краевое условие (2.5) также

будет удовлетворено точно.

Использование рядов Kxy.

Рассмотрим ряд

ϕ(x, y, t) = ax+
∞
∑

i=1

ui(x, y)P
i
6(x, t), a > 0, (4.15)

с базисной функцией

P6(x, t) =
1

ebt + f(x)
, f(x) ∈ C2[0,∞), b > 0. (4.16)

Подставляя ряд (4.15) в уравнение (2.2) и приравнивая выражения при одинаковых степенях

базисной функции (4.16), получим последовательность линейных гиперболических уравнений

в частных производных
∂2ui

∂x2
=

1

a
·
∂2ui

∂y2
+

2b

a
i
∂ui

∂x
+Ri(x, y), (4.17)

где

Ri(x, y) = −
2b

a
f ′(i− 1)iui−1 −

2fb

a
(i− 1)

∂ui−1

∂x
+

2ff ′b

a
(i− 2)(i− 1)ui−2

+ f ′′(i− 1)ui−1 + 2f ′(i− 1)
∂ui−1

∂x
− (f ′)2(i− 2)(i − 1)ui−2 −

1

a

∑

m6=0

m+n=i

∂um

∂x
·
∂2un

∂x2

+
1

a

∑

m+n=i

[

f ′′(n− 1)
∂um

∂x
un−1 + 2f ′(n− 1)

∂um

∂x
·
∂un−1

∂x
− (f ′)2(n− 2)(n − 1)

∂um

∂x
un−2

+ f ′(m− 1)um−1

∂2un

∂x2
− f ′f ′′(m− 1)(n − 1)um−1un−1

− 2(f ′)2(m− 1)(n − 1)um−1

∂un−1

∂x
+ (f ′)3(m− 1)(n − 2)(n − 1)um−1un−2

]

.

Для уравнения (4.17) рассмотрим начально-краевую задачу

∂ui

∂y
(x, 1) =

∂ui

∂y
(x,−1) = 0, i ≥ 1, (4.18)

ui(0, y) = ϑi(y),
∂ui

∂x
(0, y) = ωi(y). (4.19)
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Условия (4.18) обеспечивают выполнение краевых условий (2.5), а условия (4.19) позволяют

рассматривать для задачи B краевые условия (2.4) следующего вида:

ϕ(0, y, t) =
∞
∑

i=1

ϑi(y)

[ebt + f(0)]i
,

ϕx(0, y, t) = a+

∞
∑

i=1

ωi(y) − (i− 1)f ′(0)ωi−1(y)

[ebt + f(0)]i
,

(4.20)

где

ϑi(y) =
Ki
∑

k=0

b
(i)

k0
cos kπy, ωi(y) =

Ki
∑

k=0

b
(i)

k1
cos kπy,

K ∈ N, b(i)
k0
, b

(i)

k1
= const. Тогда решение задачи (4.16)–(4.19) имеет вид

ui(x, y) =

Ki
∑

k=0

b
(i)

k (x) cos kπy,

где функции b
(i)

k (x) находятся последовательно из линейных обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка

b̈
(i)

k (x) = −
π2k2

a
b
(i)

k (x) +
2bi

a
ḃ
(i)

k (x) +Rik(x),

ḃ
(i)

k
(0) = b

(i)

k1
, b

(i)

k
(0) = b

(i)

k0
(i ≥ 1, k = 0,Ki).

(4.21)

Здесь функция Rik(x) имеет вид

Rik(x) = −
2b

a
f ′(i− 1)ib

(i−1)

k
−

2fb

a
(i− 1)ḃ

(i−1)

k
+

2ff ′b

a
(i− 2)(i − 1)b

(i−2)

k

+ f ′′(i− 1)b
(i−1)

k + 2f ′(i− 1)ḃ
(i−1)

k − (f ′)2(i− 2)(i − 1)b
(i−2)

k −
1

a

∑

m+n=i

m6=0

〈b̈(m)
s ḃ

(n)

j 〉

+
1

a

∑

m+n=i

[

f ′′(n− 1)〈ḃ(m)
s b

(n−1)

j 〉 + 2f ′(n− 1)〈ḃ(m)
s ḃ

(n−1)

j 〉 − (f ′)2(n − 2)(n − 1)〈ḃ(m)
s b

(n−2)

j 〉

+ f ′(m− 1)〈b(m−1)
s b̈

(n)

j 〉 − f ′f ′′(m− 1)(n − 1)〈b(m−1)
s b

(n−1)

j 〉

− 2(f ′)2(m− 1)(n − 1)〈b(m−1)
s ḃ

(n−1)

j 〉 + (f ′)3(m− 1)(n − 2)(n − 1)〈b(m−1)
s b

(n−2)

j 〉

]

.

Лемма 4. Пусть f(x) ∈ C2[0,∞) и выполнены условия

(1) для постоянных d > 0, c > 0

|f(x)| ≤ decx, |f ′(x)| ≤ decx, |f(x)′′| ≤ decx (x ≥ 0);

(2) для постоянной M > 0 при i ≥ 1, k = 0,Ki

|b
(i)

k (x)| ≤
Mecxi

i3(k + 1)4
, |ḃ

(i)

k (x)| ≤
Mecxi

i2(k + 1)4
, |b̈

(i)

k (x)| ≤
Mecxi

i(k + 1)4
.

Тогда при a > 0, b > 0 для функции RN+1,k из уравнения (4.21) следует оценка:

|RN+1,k| ≤
Mbec(N+1)x

a(k + 1)4(N + 1)

[

12d(d + 1) +
6ad2

b
+

5ad

b
+
Mπ4(π2 + 4)

3b
(1 + 10d+ 30d2 + 24d3)

]

.



198 М.Ю.Филимонов

Доказательство леммы проводится с использованием леммы 2 аналогично тому, как это

сделано в лемме 3.
Введем следующие обозначения:

qik = 1 +

√

1 −
ak2π2

b2i2
, βik = 1 −

√

1 −
ak2π2

b2i2
,

c
(2)

ki =
qikb

(i)

k0
− a

bi
b
(i)

k1

2(qik − 1)
, c

(1)

ki = b
(i)

k0
− c

(2)

ki .

Тогда решение уравнения (4.21) запишется в виде

b
(i)

k (x) = c
(1)

ki e
b
a
iqikx + c

(2)

ki e
b
a
iβikx

+
a

bi(qik − 1)

[

e
b
a
iqikx

x
∫

0

Rik(τ)e
−

b
a
iqikτdτ − e−

b
a
iβikx

x
∫

0

Rik(τ)e
b
a
iβikτdτ

]

. (4.22)

Теорема 5. Пусть f(x) ∈ C2[0,∞) и выполнены следующие условия:

(1) b ≥ 13π2K2,
b2

4π2K2
≤ a ≤

b2

2π2K2
;

(2) 0 < r ≤ f(x) ≤ dedx, |f ′(x)| ≤ dedx, |f ′′(x)| ≤ dedx, x ≥ 0, r ≤ d =
1

3b2
;

(3) |c
(ν)

ki
| ≤

M

8i3(k + 1)4
, ν = 1, 2, 0 < M ≤

1

4π4(π2 + 4)
.

Тогда ряд (4.15) с базисной функцией (4.16) является решением задачи B с точным удо-

влетворением дополнительных краевых условий (2.5), со специальными начальными данны-

ми, порождаемыми произвольной функцией f(x), и c заданными краевыми условиями (4.20)

в области D6 =
{

(x, y, t): t ≥ 0, 0 ≤ x ≤
b

1 + 7π2K2
ln(1 + r), −1 ≤ y ≤ 1

}

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство также проводится методом математической ин-

дукции. При i ≥ 1, k = 0,Ki, x ≥ 0 и c =
7π2K2 + 1

b
справедливы следующие неравенства:

|b
(i)

k (x)| ≤
Mecxi

i3(k + 1)4
, |ḃ

(i)

k (x)| ≤
Mecxi

i2(k + 1)4
, |b̈

(i)

k (x)| ≤
Mecxi

i(k + 1)4
(x ≥ 0).

Докажем, например, первое неравенство. При i = 1 функции R1k ≡ 0. Следовательно, для

любого k эти неравенства справедливы. Предполагая их справедливость при i = N , проведем

доказательство для i = N + 1. Воспользовавшись леммой 4 и условиями теоремы, получим

для RN+1,k(x) неравенство

|RN+1,k| ≤
Mbec(N+1)x

a(k + 1)4(N + 1)

[

12d(d + 1) +
b

2π2
(6d2 + 5d) +

(1 + 4d)3

12b

]

,

которое применим к оценке функций |b
(N+1)

k (x)|. Из формулы (4.22) получим

|b
(N+1)

k (x)| ≤
Mec(N+1)x

(k + 1)4(N + 1)3

{

(k + 1)4(N + 1)3

M

(

|c
(1)

k,N+1
+ |c

(2)

k,N+1

)

+
4b
√

3

[

12d(d + 1) +
b

2π2
(6d2 + 5d) +

(1 + 4d)3

12b

]

}



Применение метода специальных рядов 199

≤
Mec(N+1)x

(k + 1)4(N + 1)3

[

1

4
+

48bd
√

3
(d+ 1) +

b24d
√

32π2
(6d+ 5) +

(1 + 4d)3

3
√

3

]

≤
Mec(N+1)x

(k + 1)4(N + 1)3

(1

4
+

1

4
+

1

4
+

1

4

)

=
Mec(N+1)x

(k + 1)4(N + 1)3
.

Оценка для |b
(i)

k (x)| доказана. Аналогично доказываются оценки и для функций |ḃ
(i)

k (x)| и

|b̈
(i)

k (x)|.

Теперь нетрудно доказать сходимость ряда (4.15) с базисной функцией (4.16) на множе-

стве D6. Действительно,

|ϕ(x, y, t)| = |ax| +

∞
∑

i=1

|ui(x, y)||P
i
6(x, t)| ≤ |ax| +

∞
∑

i=1

Ki
∑

k=0

||b
(i)

k (x)|| cos kπy||P i
6(x, t)|

≤ |ax| +

∞
∑

i=1

Ki
∑

k=0

Mecix

(k + 1)4i3
1

[ebt + f(x)]i
≤ |ax| +

π4

90

∞
∑

i=1

1

i3

[ ecx

1 + r

]i

≤ |ax| +
π6

540
.

Аналогично доказывается и сходимость рядов соответствующих производных. Теорема 5 до-

казана.

З а м е ч а н и е 4. В работах Е.В. Мамонтова при доказательстве существования клас-

сического решения задач A и B на конечном промежутке времени требовалась аналитичность

начальных и краевых функций по своим переменным. Специальные ряды, построенные выше

в классах функций конечной гладкости, будут сходиться при всех t ≥ 0.

5. Результаты численного эксперимента

по нестационарному околозвуковому обтеканию клина

В этом параграфе приведены результаты численных расчетов по применению ряда Kyt к

решению задачи B, когда вместе с начально-краевыми условиями задачи B следует допол-

нительно задать краевые условия, возникающие при обтекании тела, расположенного на оси

x = 0, набегающим околозвуковым потоком газа.

Пусть на оси x = 0 находится тело y = h(x). Тогда дополнительно потребуется задать

краевое условие [23]

ϕy(x, 0, t) = h′(x), x ≥ 0. (5.1)

Для представления решения уравнения (2.2) воспользуемся следующим рядом Kyt:

ϕ(x, y, t) = a1x+ a2y +
∞

∑

i=1

P i
5(x, t)

Ki
∑

k=0

b
(i)

k
(t) cos kπy, a2 = const. (5.2)

От ряда (4.1) ряд (5.2) отличается только присутствием слагаемого a2y, которое и будет ис-

пользовано для задания на оси x = 0 клина. Действительно, условие (5.1) для ряда (5.2) имеет

вид

ϕy(x, 0, t) = h′(x) = a2.

Следовательно, h(x) = a2x и обтекаемое тело есть клин. Если a2 — функция времени, то мы

имеем клин с изменяющимся во времени углом раствора.

В численных расчетах в качестве начальных данных берутся функции вида

ϕ0(x, y) = a1x+ a2y +

N1
∑

i=1

P i
5(x, 0)

Ki
∑

k=0

b
(i)

k0
cos kπy, N1,K ∈ N,
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а краевые условия порождаются функцией f(t) = c sinπt, c = const. Как показывают расче-

ты, такие условия осуществляют поворот вектора скорости потока против часовой стрелки

относительно оси x = 0. При дальнейшем увеличении t (t > 0.5) быстро устанавливается ста-

ционарный поток. Таким образом, возмущения, вызванные краевыми условиями, затухают (в

теореме 4 было показано, что это затухание происходит по экспоненциальному закону).

ZN (x, t)

x
10.80.6

0.4

0.40

0.25

0.3

0.35

0.15

0.1

0.2

0.2

0.05

1

2
3

4
56

0

Число Маха на клине.

На рисунке цифрами N > 1 обозначены кривые, соответствующие ZN (x, t) = MN (x, t)− 1,
где MN (x, t) — число Маха на клине, найденное с помощью N членов ряда (5.2) при t = 0.1.
Цифрой 0 обозначено начальное распределение Z(x, 0) на клине и цифрой 1 — положение кри-

вой 5 при t = 0.5. Из приведенных расчетов видно, что ряд (5.2) достаточно быстро сходится

и уже при N > 5 кривые ZN (x, t) практически совпадают с Z5(x, t).
Таким образом, используя ряд (5.2), можно описать переход нестационарного решения

уравнения (2.2) к его стационарному решению.

В заключение автор выражает благодарность Е.В. Мамонтову за полезное обсуждение

результатов.
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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНЫЙ И ПАРАЛЛЕЛЬНЫЙ МЕТОДЫ ДЕКОМПОЗИЦИИ

ОБЛАСТИ ДЛЯ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО

УРАВНЕНИЯ КОНВЕКЦИИ-ДИФФУЗИИ 1

И. В.Целищева, Г. И. Шишкин

Рассматривается краевая задача для сингулярно возмущенного параболического уравнения конвекции-
диффузии в прямоугольной области по x и t; возмущающий параметр ε при старшей производной прини-
мает произвольные значения из полуинтервала (0,1]. Для краевой задачи строится схема метода прямых
по x, проходящих через N0 + 1 узлов сетки по t. Для решения задачи на системе отрезков применяется
метод декомпозиции области (на перекрывающихся подобластях с шириной перекрытия δ), являющий-
ся модификацией метода Шварца. Для континуальных схем метода декомпозиции исследуется влияние
последовательных и параллельных вычислений, очередности последовательности, в которой решаются
подзадачи на подобластях, и величины параметра ε (как и величин N0, δ) на скорость сходимости схемы
декомпозиции (при N0 → ∞), а также на вычислительные затраты на решение схемы и на время, требу-
ющееся для ее решения (до достижения заданной погрешности). Для уравнений конвекции-диффузии, в
отличие от реакции-диффузии, последовательная схема оказывается эффективнее, чем параллельная.

1. Введение

В настоящее время специальные сеточные аппроксимации сингулярно возмущенных задач,

позволяющие получать сеточные решения, сходящиеся равномерно относительно возмущаю-

щего параметра ε (сходящиеся ε-равномерно; описание специальных методов см., например,

в [1–4] и библиографию там же), рассматриваются в основном на достаточно простых обла-

стях, что сужает область их применимости. Отметим также, что разработка эффективных

алгоритмов решения для ε-равномерно сходящихся численных методов практически не рас-

сматривалась.

В этой связи отметим привлекательные численные методы на основе декомпозиции обла-

сти, хорошо разработанные для регулярных краевых задач (см., например, [5–8] и библио-

графию там же). Такие методы позволяют свести решение задачи на достаточно сложных

областях к решению задач на достаточно простых областях. Использование параллельных

вариантов метода декомпозиции позволяет ускорить решение задачи. Таким образом, разра-

ботка ε-равномерно сходящихся методов декомпозиции для сингулярно возмущенных краевых

задач является актуальной. В случае сингулярно возмущенных задач методы Шварца и их ε-
равномерная сходимость исследовались в [9] для одномерных уравнений реакции-диффузии и

в [10] для двумерных уравнений конвекции-диффузии.

Известно (см., например [11, 12]), что в случае сингулярно возмущенных параболических

уравнений реакции-диффузии распараллеливание ε-равномерно сходящихся схем приводит к

ускорению решения декомпозируемой сеточной задачи, причем ошибка, вызванная декомпо-

зицией задачи, существенно меньше, чем ошибка, вызванная дискретизацией краевой задачи.

Затраты на решение параллельной схемы лишь незначительно превышают затраты на решение

декомпозируемой задачи. Причем вычислительные затраты на решение последовательного и

1Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ (проект 07-01-00729), Булевского центра иссле-
дований по информатике при Национальном университете Ирландии (г. Корк), а также Ассоциации
MACSI по приложениям математики в науке и технике в Ирландии по математической инициативе
Научного фонда Ирландии.
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параллельного вариантов схем близки. Время решения декомпозируемой задачи уменьшается

практически в P раз, где P — число процессоров, что обеспечивает преимущество парал-

лельных методов в эффективности по сравнению с последовательными. Подобные эффекты

проявляются и в случае континуальных методов декомпозиции.

В настоящей работе рассматривается краевая задача для сингулярно возмущенного па-

раболического уравнения конвекции-диффузии в прямоугольной области по x и t. Строят-

ся и исследуются схемы континуального метода декомпозиции на основе последовательных

и параллельных вычислений на подобластях, когда вычисления подзадач (на подобластях)

проводятся на одном временном слое. Характер поведения методов декомпозиции для син-

гулярно возмущенных параболических уравнений конвекции-диффузии существенно отличен

от методов декомпозиции для уравнений реакции-диффузии. Ошибка континуального метода

декомпозиции области (последовательного и параллельного) существенно зависит от того, в

каком порядке (по потоку либо против потока) располагаются подобласти, на которых реша-

ются подзадачи декомпозиции; наименьшая ошибка получается в том случае, когда подобла-

сти располагаются по потоку. При малых значениях ε распараллеливание последовательного

варианта схемы декомпозиции с ростом числа процессоров приводит к чрезвычайно большо-

му нарастанию ошибки декомпозиции. Вычислительные затраты для параллельной схемы и

время, требующееся для ее решения, много больше, чем для последовательной схемы, име-

ющей точность параллельной схемы (в случае растущего числа подобластей декомпозиции).

Эффективность параллельных схем снижается с ростом P ; при большом числе подобластей

разбиения последовательная схема оказывается эффективнее, чем параллельная.

2. Постановка задачи. Цель работы

2.1. На множестве

G, где G = G
⋃

S, G = D × (0, T ], D = (0, d), (2.1)

рассмотрим краевую задачу для параболического уравнения

Lu(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ G, (2.2а)

u(x, t) = ϕ(x, t), (x, t) ∈ S. (2.2б)

Здесь

L = L(2) + L(1), L(2) ≡ εa(x, t)
∂2

∂x2
, L(1) ≡ b(x, t)

∂

∂x
− c(x, t) − p(x, t)

∂

∂t
,

a, b, c, p, f и ϕ — достаточно гладкие функции соответственно на G и S
L
, S

R
, SB , ϕ ∈ C(S),

удовлетворяющие условию2

a0 ≤ a(x, t) ≤ a0, b0 ≤ b(x, t) ≤ b0, 0 ≤ c(x, t) ≤ c0, p0 ≤ p(x, t) ≤ p0,

(2.3)
a0, b0, p0 > 0, |f(x, t)| ≤ M, (x, t) ∈ G, |ϕ(x, t)| ≤ M, (x, t) ∈ S;

SL, SR, SB — левая, правая и нижняя части границы множества G, SB = S
B
; параметр ε

принимает произвольные значения из интервала (0, 1].

Для простоты считаем, что на множестве угловых точек SB ∩{S
L
∪S

R
} выполнены усло-

вия согласования [13], обеспечивающие достаточную гладкость решений задачи при каждом

фиксированном значении ε. При стремлении параметра ε к нулю в окрестности множества

SL появляется (экспоненциальный) регулярный погранслой.

2 Здесь и ниже через M, Mi (через m) обозначаем достаточно большие (малые) положительные
постоянные, не зависящие от ε и от параметров разностных схем. Запись L(j.k) (m(j.k), Dh(j.k)) означает,
что эти операторы (постоянные, сетки) введены в формуле (j.k).
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В следующих подразделах для краевой задачи (2.2), (2.1) выпишем классическую разност-

ную схему и схему метода прямых по x и получим оценки для решений этих схем.

2.2. Рассмотрим разностную схему для задачи (2.2), (2.1).

На множестве G введем сетку
Gh = ω1 × ω0, (2.4)

где ω1 и ω0 — сетки на D и [0, T ] соответственно, вообще говоря, неравномерные. Полагаем

hi = xi+1 − xi; xi, xi+1 ∈ ω1, h = maxi hi; hj
t = tj+1 − tj; tj, tj+1 ∈ ω0, ht = maxj hj

t ; N + 1 и

N0+1 — число узлов сетки ω1 и ω0 соответственно. Считаем выполненным условие h ≤ MN−1,

ht ≤ MN−1
0

.

На сетке Gh(2.4) краевой задаче (2.2), (2.1) сопоставим разностную схему [14]

Λz(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ Gh,

z(x, t) = ϕ(x, t), (x, t) ∈ Sh.
(2.5)

Здесь Gh = G ∩ Gh, Sh = S ∩ Gh,

Λz(x, t) ≡ {εa(x, t)δxx̂ + b(x, t)δx − c(x, t) − p(x, t)δt}z(x, t),

δxx̂ z(x, t) и δxz(x, t), δt z(x, t) — вторая и первые (вперед и назад) разностные производные;

δxx̂ z(x, t) = 2(hi + hi−1)−1 [δxz(x, t) − δxz(x, t)] , x = xi, (x, t) ∈ Gh.

Разностная схема (2.5), (2.4) является монотонной [14] ε-равномерно на сетках с произ-

вольным распределением узлов.

2.3. Рассмотрим схему метода прямых по x, используемую для решения задачи (2.2),

(2.1) [15].

На множестве G введем “сетку” — набор отрезков, параллельных оси x:

G
τ

= D × ω0, (2.6)

где D=D(2.1),ω0 =ω0(2.4). Задаче (2.2), (2.1) сопоставим “разностную” (полудискретную) схему

Λτuτ (x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ G τ , (2.7а)

uτ (x, t) = ϕ(x, t), (x, t) ∈ S τ . (2.7б)

Здесь G τ = G ∩ G
τ
, S τ = S ∩ G

τ
,

Λτuτ (x, t) ≡

{

εa(x, t)
∂2

∂x2
+ b(x, t)

∂

∂x
− c(x, t) − p(x, t)δt

}

uτ (x, t).

Совокупность из набора отрезков G
τ

и краевых задач для дифференциально-разностных урав-

нений (2.7а) (обыкновенных дифференциальных уравнений по x) назовем континуальной раз-

ностной схемой, получаемой дискретизацией задачи (2.2), (2.1) по t.
Континуальная разностная схема (2.7), (2.6) является монотонной ε-равномерно на мно-

жествах G
τ

с произвольным распределением узлов сетки ω0.

Монотонность схемы (2.7), (2.6) устанавливается подобно монотонности разностной схемы

(2.5), (2.4); см., например, [14].

2.4. Приведем оценки скорости сходимости разностной схемы (2.5), (2.4) и континуальной

схемы (2.7), (2.6) и сформулируем цель исследования.

Здесь мы используем априорные оценки решений краевой задачи (2.2), (2.1) (см., например,

[2, 16]). Для компонент из представления

u(x, t) = U(x, t) + V (x, t), (x, t) ∈ G,
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где U(x, t) и V (x, t) — регулярная и сингулярная части решения, имеют место оценки

∣

∣

∣

∣

∂k+k0

∂xk∂tk0

U(x, t)

∣

∣

∣

∣

≤ M [1 + ε2−k],

(2.8)
∣

∣

∣

∣

∂k+k0

∂xk∂tk0

V (x, t)

∣

∣

∣

∣

≤ Mε−k exp(−mε−1x), (x, t) ∈ G, k + 2k0 ≤ 4,

где m — произвольное число из интервала (0,m0), m0 = min
G

[a−1(x, t)b(x, t)].

С учетом этих оценок, с использованием техники мажорантных функций (см., например,

[1, 2, 17]), устанавливаются оценки

|u(x, t) − uτ (x, t)| ≤ MN−1
0

, (x, t) ∈ G
τ
; (2.9)

|u(x, t) − z(x, t)| ≤ M
[(

ε + N−1
)−1

N−1 + N−1
0

]

, (x, t) ∈ Gh. (2.10)

Оценки (2.9) и (2.10) неулучшаемы по вхождению величин N0 и N,N0, ε соответственно. Раз-

ностная схема (2.5), (2.4) сходится при условии

N−1 = o(ε). (2.11)

Разностные схемы для задачи (2.2), (2.1), сходящиеся ε-равномерно, рассматриваются в [1, 2,

4, 17].

Ошибка решения континуальной схемы (2.7), (2.6) есть компонента ошибки решения раз-

ностной схемы (2.5), (2.4), порождаемая дискретизацией краевой задачи по переменной t.
Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Пусть для компонент решений краевой задачи (2.2), (2.1) выполняется оцен-

ка (2.8). Тогда континуальная разностная схема (2.7), (2.6) сходится ε-равномерно; разност-

ная схема (2.5), (2.4) сходится при условии (2.11). Для решений uτ (x, t) и z(x, t) континуаль-

ной и разностной схем справедливы оценки (2.9) и (2.10).

Разностная схема (2.5), (2.4) есть схема, получаемая из континуальной разностной схемы

(2.7), (2.6) дискретизацией ее по x.

Наша цель — для краевой задачи (2.2), (2.1) построить последовательные и параллель-

ные континуальные схемы метода декомпозиции и исследовать затраты на решение задачи и

время, требуемое для решения задачи, а также ошибки, порождаемые этими методами деком-

позиции. Кроме того, требуется сравнить эффективность последовательных и параллельных

континуальных схем.

Континуальные последовательные схемы декомпозиции строятся и исследуются в разд. 3,

4. Параллельные схемы рассматриваются в разд. 5. Сравнение последовательных и параллель-

ных схем декомпозиции проводится в разд. 6.

3. Континуальные последовательные схемы декомпозиции области

Приведем модифицированный метод Шварца для задачи (2.2), (2.1), на основе которого

построим континуальную схему метода декомпозиции для континуальной схемы (2.7), (2.6).

Далее в разд. 4 обсудим поведение решений континуальной схемы декомпозиции.

3.1. Опишем вариант метода Шварца, использующий последовательные вычисления под-

задач (см. также [11,18]).

Пусть множество открытых подобластей

Dk, k = 1, . . . ,K (3.1а)
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с границами Γk, Γk = Γ(Dk)= D
k
\Dk, Γk = ΓkL∪ΓkR, ΓkL и ΓkR — левая и правая границы Dk,

образует покрытие области D: D =
⋃K

k=1
Dk; Γ = Γ(D) = ΓL ∪ΓR. Пусть D[k] — объединение

подобластей D1, . . . ,DK , не содержащих множество Dk

D[k] =
K
⋃

i=1,i6=k

Di. (3.1б)

Через ∆k обозначим минимальную ширину перекрытия множеств D
k

и D
[k]

, а через ∆ —

наименьшее значение ∆k, k = 1, . . . ,K, т.е.

min
k,x1,x2

ρ(x1, x2) = ∆, x1∈ D
k
, x2∈ D

[k]
, x1, x2 6∈ {Dk

⋂

D[k]}, (3.2а)

k = 1, . . . ,K, где ρ(x1, x2) — расстояние между точками x1, x2. Вообще говоря, значение ∆
может зависеть от величины параметра ε, ∆ = ∆(3.2)(ε).

Считаем, что каждая точка из D принадлежит не более, чем двум подобластям из (3.1а),

откуда следует условие

∆ ≤ MK−1, (3.2б)

где M ≤ 2d. Далее считаем выполненным условие

∆ ≥ mK−1. (3.2в)

Будем говорить, что разбиение области D на подобласти Dk сбалансировано, если размеры

множеств Dk одного порядка, как и одного порядка величины ∆k.

Приведем модифицированный метод Шварца для задачи (2.2), (2.1). Пусть

ω0 (3.3а)

— равномерная сетка на [0, T ]; считаем выполненным условие

K ≤ N0, (3.4)

N0+1 — число узлов сетки ω0. Условие (3.4) обеспечивает ограниченность решений схем метода

декомпозиции области. Через G(t1) обозначим полосу из G:

G(t1) = {(x, t) : (x, t) ∈ G, t1 < t ≤ t1 + ht}, t1, t1 + ht ∈ ω0.

Пусть S(t1) = G(t1) \ G(t1), и пусть функция v(x, t) = v(x, t; t1) определена на S(t1). Про-

должение функции v(x, t) на все множество G(t1) обозначим через v(x, t; t1). Считаем, что

функция v(x, t; t1) удовлетворяет условию Липшица по t. Полагаем Gk(t1) = Gk
⋂

G(t1),

Sk(t1) = G
k
(t1) \ Gk(t1), Gk = Dk × (0, T ].

Построим функцию uτ (x, t), (x, t) ∈ G, аппроксимирующую решение задачи (2.2), (2.1).

Положим uτ (x, t) = ϕ(x, t), (x, t) ∈ G при t = 0.
Предположим, что функция uτ (x, t), (x, t) ∈ G, t ≤ tn для tn ∈ ω0, 0 ≤ n ≤ N0 − 1 уже

построена. Построим функцию uτ (x, t) при t ≤ tn+1. Найдем функции u
k
K
τ (x, t), k = 1, . . . ,K

на полосе G(tn), tn = nht, решая задачи

L(3.3)

(

u
( k

K )
τ (x, t)

)

= 0, (x, t) ∈ Gk(tn),

(3.3б)

u
( k

K )
τ (x, t) =







uτ (x, t; tn), k = 1,

u
k−1

K
τ (x, t), k ≥ 2







, (x, t) ∈ Sk(tn) при (x, t) ∈ G
k
(tn).



Методы декомпозиции области 207

Здесь функция uτ (x, t; tn) строится на основе функции v(x, t) = v(x, t; tn), (x, t) ∈ S(tn):

uτ (x, t; tn) = v(x, t; tn), (x, t) ∈ G(tn), tn ∈ ω0, (3.3в)

функция u
k
K

τ (x, t), (x, t) ∈ G(tn) — продолжение функции u
( k

K )
τ (x, t), (x, t) ∈ G

k
(tn) на G(tn):

u
k
K

τ (x, t)=



















u
( k

K )
τ (x, t), (x, t)∈ G

k
(tn),

uτ (x, t; tn), k = 1

u
k−1

K
τ (x, t), k ≥ 2







, (x, t)∈ G(tn)\ G
k
(tn)



















при (x, t)∈ G(tn);

k = 1, . . . ,K, tn ∈ ω0, n = 0, 1, . . . , N0 − 1;

оператор L(3.3)(·) на функции v ∈ C2,1
(

Gk(tn)
)

определяется соотношением

L(3.3)(v(x, t)) ≡ L(2.2)v(x, t) − f(x, t), (x, t) ∈ Gk(tn). (3.3г)

Функцию uτ (x, t) на полосе G(tn) определим соотношением

uτ (x, t) = u
K
K

τ (x, t), (x, t) ∈ G(tn), tn ∈ ω0. (3.3д)

Функции v(x, t; tn), (x, t) ∈ S(tn) и v(x, t; tn), (x, t) ∈ G(tn) определяются соотношениями

v(x, t; tn) =

{

v(x, tn; tn), (x, t) ∈ G(tn),

v(x, t; tn), (x, t) ∈ S(tn), (x, t) ∈ G(tn),
(3.3е)

где

v(x, t; tn) = v(x, t; tn; uτ ( ·, t
n); ϕ(·), t ≤ tn+1)

≡















ϕ(x, t), (x, t) ∈ S(tn), tn = t0 = 0,

ϕ(x, t), (x, t) ∈ S(tn) ∩ S, t ≥ tn

uτ (x, t), (x, t) ∈ S(tn) \ S, t = tn

}

, tn > 0















, (3.3ж)

(x, t) ∈ S(tn), n = 0, 1, . . . , N0 − 1.

Построенная функция uS(x, t), (x, t) ∈ G, где uS(x, t) = uτ(3.3)(x, t), есть решение задачи

(3.3), (3.1) — модифицированного метода Шварца. В методе декомпозиции области (3.3), (3.1)

краевые подзадачи (3.3б) на подобластях G
k
(tn), k = 1, . . . ,K из полосы G(tn) решаются

последовательно.

3.2. Приведем континуальную схему декомпозиции для задачи (2.7), (2.6). Через Gτ (t1)
обозначим “полосу”

G τ (t1) = {(x, t) : (x, t) ∈ G τ , t = t1 + ht}, t1, t1 + ht ∈ ω0,

где ω0 = ω0(3.3). Полагаем

G
τ
(t1) = {(x, t) : (x, t) ∈ G

τ
, t = t1, t1 + ht}, t1, t1 + ht ∈ ω0.

Пусть S τ (t1) = G
τ
(t1)\G τ (t1), и пусть функция v(x, t) = v(x, t; t1) определена на S τ (t1). Про-

должение функции v(x, t) на множество G(t1) обозначим через v(x, t; t1). Полагаем G τk(t1) =

G τk
⋂

G τ (t1), S τk(t1) = G
τk

(t1) \ G τk(t1), G τk = Dk × ω0.

Построим функцию uτ (x, t), (x, t) ∈ G
τ
, аппроксимирующую решение задачи (2.7), (2.6).

Положим uτ (x, t) = ϕ(x, t), (x, t) ∈ G
τ

при t = 0.
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Предположим, что функция uτ (x, t), (x, t) ∈ G
τ
, t ≤ tn для tn ∈ ω τ

0 , 0 ≤ n ≤ N0 − 1 уже

построена. Построим функцию uτ (x, t) при t ≤ tn+1. Найдем функции uτ k
K (x, t), k = 1, . . . ,K

на полосе G
τ
(tn), tn = nht, решая задачи

Λ(3.5)

(

uτ( k
K )(x, t)

)

= 0, (x, t) ∈ Gτk(tn), (3.5а)

uτ( k
K )(x, t) =

{

u τ (x, t; tn), k = 1,

uτ k−1

K (x, t), k ≥ 2

}

, (x, t) ∈ S τk(tn) при (x, t) ∈ G
τk

(tn).

Здесь функция u τ (x, t; tn) строится на основе функции v(x, t) = v(x, t; tn), (x, t) ∈ S τ (tn):

u τ (x, t; tn) = v(x, t; tn), (x, t) ∈ G
τ
(tn), tn ∈ ω0, (3.5б)

функция uτ k
K (x, t), (x, t) ∈ G(tn) — продолжение функции uτ( k

K )(x, t), (x, t) ∈ G
τk

(tn) на

G
τ
(tn):

uτ k
K (x, t)=















uτ( k
K )(x, t), (x, t)∈ G

τk
(tn),

u τ (x, t; tn), k = 1

uτ k−1

K (x, t), k ≥ 2

}

, (x, t)∈ G
τ
(tn)\ G

τk
(tn)















при (x, t)∈ G
τ
(tn);

k = 1, . . . ,K, tn ∈ ω0, n = 0, 1, . . . , N0 − 1;

оператор Λ(3.5)(·) определяется соотношением

Λ(3.5)(v(x, t)) ≡ Λτ
(2.7)v(x, t) − f(x, t), (x, t) ∈ Gτk(tn). (3.5в)

Функцию uτ (x, t) на полосе G
τ
(tn) определим соотношением

uτ (x, t) = uτ K
K (x, t), (x, t) ∈ G

τ
(tn), tn ∈ ω0. (3.5г)

Функции v(x, t; tn), (x, t) ∈ S τ (tn) и v(x, t; tn), (x, t) ∈ G
τ
(tn) определяются соотношениями

(3.3е), (3.3ж), где G(tn), S(tn) есть Gτ (tn), S τ (tn) соответственно:

v(x, t; tn) =

{

v(x, tn; tn), (x, t) ∈ Gτ (tn),

v(x, t; tn), (x, t) ∈ S τ (tn), (x, t) ∈ G
τ
(tn);

(3.5д)

где

v(x, t; tn) = v(x, t; tn; uτ ( ·, tn); ϕ(·), t ≤ tn+1)

≡















ϕ(x, t), (x, t) ∈ S τ (tn), tn = t0 = 0,

ϕ(x, t), (x, t) ∈ S τ (tn) ∩ S, t ≥ tn

uτ (x, t), (x, t) ∈ S τ (tn) \ S, t = tn

}

, tn > 0















, (3.5е)

(x, t) ∈ S τ (tn), n = 0, 1, . . . , N0 − 1.

Функция uS(x, t), (x, t) ∈ G
τ
, где uS(x, t) = uτ

(3.5)
(x, t), есть решение задачи (3.5), (3.1)

— континуальной схемы декомпозиции, построенной на основе модифицированного метода

Шварца. В методе декомпозиции области (3.5), (3.1) краевые подзадачи (3.5а) на подобластях

G
τk

(tn), k = 1, . . . ,K из полосы G
τ
(tn) решаются последовательно.

Заметим, что итерационный алгоритм (3.5), (3.1) не есть итерационный алгоритм в строгом

смысле. Краевые задачи на подобластях из полосы решаются лишь один раз в тех точках

множества G
τ
, которые не принадлежат пересечению подобластей.
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4. Исследование континуальной последовательной схемы

декомпозиции области

4.1. Исследуем сходимость континуальной схемы декомпозиции (3.5), (3.1) в том случае,

когда число подобластей в разбиении (3.1а) ограничено.

Континуальная схема (3.5), (3.1) является монотонной. Справедлив следующий вариант

принципа максимума, используемый при обосновании сходимости схем декомпозиции.

Лемма 1. Пусть для данных континуальной схемы (2.7), (2.6) выполняются условия

f(x, t) ≤ 0, (x, t) ∈ G, ϕ(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ S.

Тогда для решения континуальной схемы декомпозиции (3.5), (3.1) выполняется оценка

uτ
(3.5)(x, t) ≥ 0, (x, t) ∈ G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В самом деле, из неотрицательности функции ϕ(x, t) на S в

силу продолжения (3.5б) следует, что функция u τ (x, t; tn), tn = 0 неотрицательна на G
τ
(tn).

С учетом принципа максимума (см., например, [19]) показывается, что функция uτ( k
K )(x, t),

(x, t) ∈ G
τk

(tn) при k = 1 неотрицательна, что влечет неотрицательность ее продолжения на

G
τ
(tn) — функции uτ k

K (x, t), (x, t) ∈ G
τ
(tn). Подобным образом убеждаемся, что uτ k

K (x, t) ≥ 0,
(x, t) ∈ G

τ
(tn) при 1 < k ≤ K, n ≥ 0. �

Обсудим схему декомпозиции (3.5), (3.1) в том случае, когда выполняется условие

K ≤ MK , (4.1)

т.е. число подобластей конечно и не превосходит величины MK . Заметим, что функция

w(x, t) = uτ
(2.7)

(x, t) − uτ
(3.5)

(x, t), (x, t) ∈ G
τ

есть ошибка, вызываемая декомпозицией за-

дачи (2.7), (2.6) (или короче, ошибка декомпозиции), где uτ
(2.7)

(x, t) и uτ
(3.5)

(x, t) — реше-

ния задач (2.7), (2.6) и (3.5), (3.1) соответственно. Функция w(x, t) — решение однородного

дифференциально-разностного уравнения с однородным условием на границе S τ , причем на

множестве S τk(tn) \ S τ , t = tn+1 решение локальной задачи на G
τk

(tn) изменяется на вели-

чину порядка O
(

N−1
0

)

(в силу оценки первой производной по t решения задачи (2.2), (2.1);

см. оценку (2.8)). Таким образом, с использованием техники мажорантных функций [1, 14]

получаем оценку

∣

∣

∣
uτ

(2.7)(x, t) − uτ
(3.5)(x, t)

∣

∣

∣
≤ M min

[

N−1
0

(

1 − exp(−mε−1∆)
)−1

, 1
]

, (x, t) ∈ G
τ
,

где m = m(2.8), M = M(MK(4.1)). При условии ε ≤ M∆ имеем неулучшаемую оценку

∣

∣

∣
uτ

(2.7)(x, t) − uτ
(3.5)(x, t)

∣

∣

∣
≤ MN−1

0
, (x, t) ∈ G

τ
;

при условии ∆ = o(ε) имеем

N0 max
G

τ

∣

∣

∣
uτ

(2.7)(x, t) − uτ
(3.5)(x, t)

∣

∣

∣
→ ∞ при ε−1∆ → 0.

Таким образом, в случае условия (4.1) при условии

∆(3.2) ≥ ∆(4.2)(ε) > 0, ε ∈ (0, 1], inf
ε∈(0,1]

[

ε−1∆(4.2)(ε)
]

> 0, (4.2а)

которое эквивалентно условию

∆(3.2) ≥ ∆(4.2)(ε), ∆(4.2)(ε) = m(4.2)ε, ε ∈ (0, 1], (4.2б)
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функция uτ
(3.5)

(x, t) в силу оценки (2.9) сходится к решению задачи (2.2), (2.1) ε-равномерно

со скоростью O(N−1

0
). В том случае, когда ∆ = ∆(3.2)(ε) > 0, ε ∈ (0, 1], однако условие (4.2)

нарушается, а именно, при ∆ = o(ε), теряется порядок ε-равномерной скорости сходимости

функции uτ
(3.5)

(x, t). При условии ∆ = O(εN−1
0

) схема (3.5), (3.1) не сходится. В случае усло-

вия (4.1) условие (4.2) — необходимое и достаточное условие ε-равномерной сходимости схемы

(3.5), (3.1), (4.1) со скоростью O(N−1
0

).
При нарушении условия (4.1), т.е. при K ≫ 1, ε ∈ (0, 1], схема (3.5), (3.1) не сходится

ε-равномерно, при этом не играет роли, как строятся разбиения
{

Dk
(3.1)

}

множества D.

Таким образом, доказана следующая теорема (см. также [1, 10]).

Теорема 2. Пусть для данных краевой задачи (2.2), (2.1) выполняются условие (2.3), а

также оценки (2.8). В случае условия (4.1) условие (4.2) является необходимым и доста-

точным для ε-равномерной сходимости континуальной схемы декомпозиции (3.5), (3.1) со

скоростью O(N−1
0

). При условии K → ∞ не существует схем (3.5), (3.1), сходящихся ε-
равномерно.

4.2. Принимая во внимание утверждение теоремы 2, приходим к следующей задаче —

выявить условия, накладываемые на параметр ε и разбиение (3.1а), при которых схема (3.5),

(3.1) сходится со скоростью O(N−1

0
) в том случае, когда условие (4.1) нарушается. Исследуем

сходимость схемы (3.5), (3.1) в зависимости от структуры разбиения
{

Dk
(3.1)

}

.

В итерационном процессе (3.5), (3.1) номер k указывает, что при решении задачи на по-

лосе G
τ
(tn) подзадача (3.5а) решается на множестве D

k
на k-м подшаге итерации, причем

расположение подобласти на множестве D может быть произвольным.

Будет удобно ввести упорядоченность расположения подобластей на множестве D, начи-

ная отсчет (нумерацию) подобластей от ΓR — правой (“входной”) части границы множества D,

т.е. нумеруя подобласти по потоку. Например, подобласти D
k

в схеме (3.5), (3.1) может со-

ответствовать номер j в порядке упорядоченного расположения подобластей. Связь между

величинами k и j (j = j(k) ≡ jk, k = 1, . . . ,K) зададим K × K-матрицей

J = J
(

{

Dk, k = 1, . . . ,K
}

)

(4.3)

с единичными элементами, где единица в k-й строке и j-м столбце указывает, что подоб-

ласть D
k

находится на j-м месте от входной части границы. Матрицу J назовем матрицей рас-

пределения подобластей для схемы (3.5), (3.1) (или, короче, матрицей распределения), которая

задает распределение подобластей Dk по их упорядоченности на D относительно границы ΓR.

При J = E (jk = k, k = 1, . . . ,K) подмножества D
k

в (3.1а) расположены в порядке по потоку.

Матрица J = E0 с диагональю, “ортогональной” диагонали E (jk = K − k + 1, k = 1, . . . ,K),

соответствует расположению подмножеств D
k

в (3.1а) в порядке против потока.

Рассмотрим схему (3.5), (3.1) при различных матрицах J(4.3) (будем обозначать эту схему

с заданной матрицей J через (3.5), (3.1), (4.3)). Выполнение условия (4.1) не предполагается.

Заметим, что при K → ∞ в силу условия (3.2б) нарушается условие (4.2) — необходи-

мое условие ε-равномерной сходимости схемы (3.5), (3.1) со скоростью O(N−1
0

), что приводит

к потере порядка скорости сходимости. В том случае, когда нарушается условие (4.1), раз-

ностная схема (3.5), (3.1), (4.3) при N0 → ∞ не сходится (K, ε)-равномерно. Уточним область

сходимости схемы (3.5), (3.1), (4.3).

Введем величину η = η(K,J) — максимум решения задачи (3.5), (3.1), (4.3) при условии

f(x, t) = 0, (x, t) ∈ G, ϕ(x, t) = 0, (x, t) ∈ S; (4.4а)

функцию v(x, t; tn) из (3.5) определим соотношением

v(3.5д)(x, t; tn) = 1, (x, t) ∈ G τ (tn), n = 0, 1, . . . , N0 − 1. (4.4б)
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Величина

η = η(K,J) = η(K,J ; ε,∆) (4.5)

характеризует возмущение решения схемы декомпозиции (3.5), (3.1), (4.3), порождаемое нор-

мированным возмущением граничных условий на интерфейсных границах S τk(tn) \ S τ (tn)

подобластей G
τk

(tn). Величину η(K,J) назовем параметром чувствительности возмущений

решений схемы декомпозиции к возмущениям на интерфейсных границах, или короче, пара-

метром чувствительности.

Для величины η(K,J) в силу условия (3.4) выполняется достаточно грубая оценка:

η(K,J) ≤ MN0.

С учетом связи функции w(x, t) = uτ
(2.7)

(x, t) − uτ
(3.5)

(x, t) с решением задачи (3.5), (3.1),

(4.4) находим

|uτ
(2.7)(x, t) − uτ

(3.5)(x, t)| ≤ MηN−1
0

, (x, t) ∈ G
τ
, (4.6а)

где величина M(4.6) не зависит от K,J,∆, ε; она определяется лишь максимумом производной

(∂/∂t)u(x, t) на G:

M ≤ T max
G

|(∂/∂t)u(x, t)|. (4.6б)

Величина η = η(K,J) отражает динамику ошибки декомпозиции схемы (3.5), (3.1), (4.3) и

связана с ошибкой, порождаемой при продолжении функции v(3.5е)(x, t; tn), (x, t) ∈ S τ (tn), на

G
τ
(tn) (при решении промежуточных задач на подобластях), и с переносом ошибки с потоком.

Из сравнения решений задачи (3.5), (3.1), (4.4) с различными матрицами J(4.3) следует, что

наибольшие и наименьшие значения η (с точностью до постоянной-сомножителя) получаются

при J = E0 и J = E соответственно:

m η(K,J = E) ≤ η(K,J) ≤ M η(K,J = E0), где J = J(4.3). (4.6в)

Рассмотрим оценки η(K,J) при J = E и J = E0.

В случае J = E при ε и ∆, удовлетворяющих условию

∆ = ∆(3.2)(ε) > 0, ε ∈ (0, 1], (4.7а)

c использованием техники мажорантных функций находим оценку

η = η(K,E) ≤ MK exp(−mε−1∆), m = m(2.8). (4.7б)

При решении задачи на двух соседних подобластях порождаемая ошибка оценивается вели-

чиной

ht exp(−mε−1∆)(1 − exp(−mε−1∆))−1 max
G

|(∂/∂t)u(x, t)|,

и далее эта ошибка “транспортируется” с потоком при решении последующих задач.

Заметим, что при больших значениях K выбором достаточно большой величины ε−1∆
(малой величины ε по сравнению с ∆) величина η(K,E) в силу (4.7) может быть сделана

достаточно малой. Например, при условии

K exp(−mε−1∆) ≤ m0,

эквивалентном условию

ε ≤ m∆ ln−1(m−1
0

K), (4.8а)

где m = m(2.8), m0 — произвольная постоянная из интервала (0, 1], получается оценка

|uτ
(2.7)(x, t) − u τ

(3.5)(x, t)| ≤ MηN−1

0
, (x, t) ∈ G

τ
, J = E, (4.8б)
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где M = T max
G

|(∂/∂t)u(x, t)|,

η = η(K,E) ≤ m0K(K − m0)
−1 ≤ 2m0 при m0 = m0(4.8a) ≤ 1, K ≥ 2m0. (4.8в)

В случае условия (3.2) при условии

ε = O
(

K−1 ln−1 K
)

, K → ∞, ε ∈ (0, 1] (4.9)

величина η(K,E) (K, ε)-равномерно ограничена. Таким образом, при условии (4.9) схема (3.5),

(3.1), (4.3), где J = E, при N0 → ∞ сходится со скоростью O(N−1
0

). При нарушении условия

(4.9) уже в случае условия (3.2б) величина η(K,E) не является (K, ε)-равномерно ограничен-

ной; происходит потеря первого порядка скорости сходимости и, в частности, полная потеря

сходимости схемы (3.5), (3.1), (4.3).

Пусть J = E0. Тогда при ε и ∆, удовлетворяющих условию

∆ ≥ ∆(4.2)(ε), (4.10а)

находим оценку

η = η(K,J = E0) ≤ MK. (4.10б)

В случае сбалансированных разбиений области D для величины η(K,J = E0) выполняется

оценка снизу

η(K,J = E0) ≥ m1(K − 1), K > 1, (4.10в)

где m1 — достаточно малая величина, не зависящая от K.

При решении задачи на подобласти, имеющей справа от нее соседнюю подобласть,

порождаемая ошибка на интерфейсной границе этой подобласти оценивается величиной

ht max
G

|(∂/∂t)u(x, t)|. В отличие от величины параметра η(K,J = E), которая выбором доста-

точно больших значений произведения ε−1∆ (см. (4.8)) может быть сделана достаточно малой,

оценка величины η(K,J = E0) снизу при условии (4.10а) не зависит от ε, ∆ и неограниченно

растет с ростом K.

Таким образом, при J = E0 в силу (3.2b), (4.10в) условие

K = O(1), ε ∈ (0, 1] (4.11)

является необходимым, а при условиях (3.2) либо (4.2) и достаточным для ε-равномерной

ограниченности величины η(K,J = E0), а в силу (4.6a) — для ε-равномерной сходимости

схемы (3.5), (3.1), (4.3) со скоростью O(N−1
0

).

Теорема 3. Пусть для данных краевой задачи (2.2), (2.1) и ее решения выполняется

условие теоремы 2, и пусть для континуальной схемы (3.5), (3.1), (4.3) выполняется усло-

вие (3.4). Тогда в случае J = E для того, чтобы имела место сходимость решений конти-

нуальной схемы (при N0 → ∞) к решению краевой задачи с порядком скорости сходимости

O(N−1
0

), условие (4.9) является необходимым, а при дополнительном условии (3.2) и доста-

точным; в случае J = E0 условие (4.11) является необходимым, а при дополнительных усло-

виях (3.2) либо (4.2) и достаточным. Для решений континуальной схемы (3.5), (3.1), (4.3) и

величины η(4.5) справедливы оценки (4.6)–(4.8), (4.10).

Заметим, что необходимое условие (4.11) при J = E0, накладываемое на число подобла-

стей K и параметр ε, требуемое для (K, ε)-равномерной ограниченности величины η, суще-

ственно более ограничительное по сравнению с достаточным условием (4.9) при J = E. При

J = E и J = E0 оценки (4.7) и (4.10) параметра η весьма различны по вхождению величин K
и ε−1∆.
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5. Параллельные схемы декомпозиции области

Для схемы (2.7), (2.6) рассмотрим континуальную схему метода декомпозиции, использу-

ющую параллельные вычисления.

5.1. В случае задачи (2.2), (2.1) приведем вариант метода Шварца, использующий парал-

лельные вычисления на подобластях в случае P > 1 процессоров.

Пусть каждая подобласть Dk, k = 1, . . . ,K из (3.1а) является многосвязной и образована

объединением P несвязных областей

Dk =
P
⋃

p=1

Dk
p , k = 1, . . . ,K, D

k

i

⋂

D
k

j = ∅, i 6= j; (5.1а)

считаем выполненным условие

KP ≤ N0. (5.2)

Пусть каждая точка из D принадлежит не более, чем двум подобластям Dk
p , k = 1, . . . ,K,

p = 1, . . . , P , что влечет условие

∆ ≤ MK−1P−1, (5.1б)

где ∆ есть минимальная ширина всех возможных пересечений множеств Dk
p и сумм всех под-

множеств Di
j из разбиения (5.1а), не содержащих Dk

p . Далее считаем выполненным условие

∆ ≥ mK−1P−1. (5.1в)

Полагаем

Gk
p = Dk

p × (0, T ], p = 1, . . . , P, k = 1, . . . ,K.

Строим функцию uτ (x, t) на G(tn), tn ≥ 0, считая, что uτ (x, t) при t ≤ tn известна.

Функции u
( k

K )
τp (x, t), (x, t) ∈ G

k

p (tn), находим, решая задачи

L(3.3)

(

u
( k

K )
τp (x, t)

)

= 0, (x, t) ∈ Gk
p(t

n),

(5.3)

u
( k

K )
τp (x, t) =







uτ (x, t; tn), k = 1,

u
k−1

K
τ (x, t), k ≥ 2







, (x, t) ∈ Sk
p (tn), p = 1, . . . , P

при (x, t) ∈ G
k

p (tn).

Здесь

u
k
K
τ (x, t) =























u
( k

K )
τp (x, t), (x, t) ∈ G

k

p (tn), p = 1, . . . , P,

uτ (x, t; tn), k = 1,

u
k−1

K
τ (x, t), k ≥ 2







, (x, t) ∈ G(tn) \
P
⋃

p=1

G
k

p (tn)























при (x, t) ∈ G(tn); k = 1, . . . ,K.

Функцию uτ (x, t) на полосе G(tn) определим соотношением

uτ (x, t) = u
K
K
τ (x, t), (x, t) ∈ G(tn), tn ∈ ω0, n = 0, 1, . . . , N0 − 1.

Функция uτ (x, t; tn) = v(x, t; tn), (x, t) ∈ G(tn), tn ∈ ω0 строится на основе функции v(x, t; tn),
(x, t) ∈ S(tn), и определяется соотношениями (3.3в), (3.3е), (3.3ж).

Функция uτ(5.3)(x, t), (x, t) ∈ G — решение схемы (5.3), (5.1) — схемы для P “процессоров”.
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Построенная функция uS(x, t), (x, t) ∈ G, где uS(x, t) = uτ(5.3)(x, t), есть решение парал-

лельного модифицированного метода Шварца для задачи (2.2), (2.1).

5.2. На основе метода Шварца строим параллельную схему декомпозиции для задачи

(2.7), (2.6). Считаем выполненными условия (5.1б,в), (5.2).

Полагаем

G τk
p = Dk

p × ω0, p = 1, . . . , P, k = 1, . . . ,K.

Строим функцию uτ (x, t), (x, t) ∈ G
τ
(tn), tn ≥ 0, считая, что uτ (x, t), (x, t) ∈ G

τ
, t ≤ tn,

известна.

Функции u
τ( k

K )
p (x, t), (x, t) ∈ G

τk

p (tn), находим, решая задачи

Λ(3.5)

(

u
τ( k

K )
p (x, t)

)

= 0, (x, t) ∈ G τk
p (tn),

(5.4)

u
τ( k

K )
p (x, t) =

{

u τ (x, t; tn), k = 1,

uτ k−1

K (x, t), k ≥ 2

}

, (x, t) ∈ S τk
p (tn), p = 1, . . . , P

при (x, t) ∈ G
τk

p (tn),

где

uτ k
K (x, t) =



















u
τ( k

K )
p (x, t), (x, t) ∈ G

τk

p (tn), p = 1, . . . , P,

u τ (x, t; tn), k = 1,

uτ k−1

K (x, t), k ≥ 2

}

, (x, t) ∈ G
τ
(tn) \

P
⋃

p=1

G
τk

p (tn)



















при (x, t) ∈ G
τ
(tn); k = 1, . . . ,K.

Полагаем

uτ (x, t) = uτ K
K (x, t), (x, t) ∈ G

τ
(tn), tn ∈ ω0, n = 0, 1, . . . , N0 − 1.

Функция u τ (x, t; tn) = v(x, t; tn), (x, t) ∈ G
τ
(tn), tn ∈ ω0 строится на основе функции v(x, t; tn),

(x, t) ∈ S τ (tn), и определяется соотношениями (3.5б), (3.5д), (3.5е).

Функция uτ
(5.4)

(x, t), (x, t) ∈ G — решение схемы (5.4), (5.1) — схемы для P “процессоров”.

Схема (5.4), (5.1) — континуальная схема метода декомпозиции области при параллельных

вычислениях на подобластях (или короче, континуальная параллельная схема декомпозиции).

В параллельном варианте схемы декомпозиции (5.4), (5.1) промежуточные задачи на под-

множествах D
k

p (5.1), p = 1, . . . , P , k = 1, . . . ,K могут решаться независимо одна от другой для

всех p = 1, . . . , P при условии D
k

pi
∩ D

k

pj
= ∅ при pi 6= pj , pi, pj = 1, . . . , P , k = 1, . . . ,K,

т.е. при условии, что на k-м подшаге итерации разные процессоры pi, pj решают задачи на

непересекающихся элементарных подобластях D
k

pi
, D

k

pj
.

В итерационном процессе (5.4), (5.1) при решении задачи на полосе G
τ
(tn) индексы k и p

указывают, что на k-м подшаге итерации решается подзадача (p-м процессором в параллель-

ном режиме) на подмножестве D
k

p из множества D
k
, причем расположение подмножества D

k

p

в множестве D
k
, как расположение множества D

k
на множестве D, может быть произволь-

ным. Чтобы проследить влияние взаимного расположения множеств D
k
, D

k

p на ошибку схемы

декомпозиции (5.4), (5.1), введем упорядоченность расположения подмножеств D
k

p на D.

Заметим, что p-й процессор решает подзадачи на подобластях D
k

p , k = 1, . . . ,K, причем на

k-м подшаге итерации решается подзадача на подобласти D
k

p . Номеру p сопоставим K × K-

матрицу Jp из единичных элементов. Единице в k-й строке и j-м столбце соответствует мно-

жество D
k

p , имеющее номер j среди набора множеств D
k

p , k = 1, . . . ,K, упорядоченных по
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потоку. Матрица J — K × (KP )-матрица — есть вектор-матрица, элементами которой явля-

ются P компонент K × K-матриц; p-й компоненте вектор-матрицы J соответствует матрица

Jp, p = 1, . . . , P . Задание матрицы

J = J(Jp, p = 1, . . . , P ) = J
(

Jp, p = 1, . . . , P ;
{

Dk
p , k = 1, . . . ,K, p = 1, . . . , P

}

)

(5.5)

полностью определяет метод декомпозиции (5.4), (5.1). Матрицу J назовем матрицей распре-

деления подобластей для схемы (5.4), (5.1) (или короче, матрицей распределения), которая

задает распределение подобластей Dk
p (на Dk) по процессорам и по упорядоченности подобла-

стей Dk (на D) относительно границы ΓR.

В том случае, когда Jp = E — диагональная матрица, подобласти Dk
p , k = 1, . . . ,K упоря-

дочены по потоку; при Jp = E0 подобласти упорядочены в порядке против потока.

5.3. Исследуем сходимость схемы (5.4), (5.1), (5.5).

Схема (5.4), (5.1), (5.5) является монотонной. Для ее решений выполняется принцип мак-

симума, подобный приведенному в лемме 1.

Пусть выполняется условие

KP ≤ MKP . (5.6)

В этом случае для схемы (5.4), (5.1), (5.5), как и для схемы (3.5), (3.1), (4.3) при условии (4.1),

условие (4.2) является необходимым и достаточным для ε-равномерной сходимости решений

задачи (5.4), (5.1), (5.5) к решению краевой задачи (2.2), (2.1) со скоростью O(N−1

0
).

Справедлива следующая теорема, подобная теореме 2.

Теорема 4. Пусть для данных краевой задачи (2.2), (2.1) и ее решения выполняется усло-

вие теоремы 2. В случае условия (5.6) условие (4.2) является необходимым и достаточным

для ε-равномерной сходимости континуальной схемы декомпозиции (5.4), (5.1), (5.5) со ско-

ростью O(N−1
0

). При условии KP → ∞ не существует схем (5.4), (5.1), (5.5), сходящихся

ε-равномерно.

5.4. Рассмотрим поведение решения схемы (5.4), (5.1), (5.5) в том случае, когда усло-

вие (5.6) нарушается.

При K → ∞ схема (5.4), (5.1), (5.5) при N0 → ∞ не сходится (K, ε)-равномерно. Уточним

для этой схемы область ее сходимости со скоростью O(N−1
0

).
Введем величину η = η(K,P, J) — максимум решения задачи (5.4), (5.1), (5.5) при усло-

вии (4.4)

η = η(K,P, J) = η(K,P, J ; ε,∆); (5.7)

упорядоченное расположение множеств Dk
p из (5.1) задается матрицей J .

С применением принципа максимума для решения схемы (5.4), (5.1), (5.5) находим оценку

|u(x, t) − uτ
(5.4)(x, t)| ≤ M(1 + η)N−1

0
, (x, t) ∈ G. (5.8)

Здесь M не зависит от K, P, J, ∆, ε, M ≤ T max
G

|(∂/∂t)u(x, t)|; η = η(K,P, J).

Пусть в схеме (5.4), (5.1), (5.5) t = t0. При Jp = E, p = 1, . . . , P на подобластях Dk
p из

множества D(p) =
⋃

k

Dk
p , k = 1, . . . ,K при p = 1 поведение ошибки декомпозиции uτ

(2.7)
(x, t) −

uτ
(5.4)

(x, t) на множестве D(p) в случае параллельной схемы (5.4), (5.1), (5.5) подобно поведению

ошибки декомпозиции в последовательной схеме (3.5), (3.1), (4.3) при условии, что множество

D есть D(1) и J = J(4.3)(D = D(1)) = E. Однако на множестве
⋃

p

D(p), p = 2, . . . , P ошибка

декомпозиции ведет себя подобно ошибке декомпозиции в схеме (3.5), (3.1), (4.3), где D есть
⋃

p

D(p), K есть P−1, при условии, что подмножества Dk, k = 1, . . . ,K в (3.1) есть подмножества
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D(p), p = 2, . . . , P при J = J(4.3)

(

D =
P
⋃

p=2

D(p)

)

= E0. При t > t0 наблюдается подобное

поведение ошибки декомпозиции на подобластях D(p) из разбиения D.

Пусть |(∂/∂t)u(x, t)| ≥ m, (x, t) ∈ G. Рассматривая задачу (5.4), (5.1), (5.5) на подобластях

D \
{ n

⋃

p=1

D(p)

}

, где n ≤ P − 1, в случае сбалансированных разбиений при условиях (5.1б,в),

(5.2) и произвольных матрицах J для ошибки декомпозиции uτ
(2.7)

(x, t)− uτ
(5.4)

(x, t) получаем

оценку снизу

∣

∣

∣
uτ

(2.7)(x, t) − uτ
(5.4)(x, t)

∣

∣

∣
≥ mn, (x, t) ∈ G

τ
, x ∈ D \

{ n
⋃

p=1

D(p)

}

, x ≥ mε, t ≥ tn,

где uτ
(2.7)

(x, t) и uτ
(5.4)

(x, t) — решения задач (2.7), (2.6) и (5.4), (5.1), (5.5) соответственно; m

не зависит от J и разбиения (5.1).

Таким образом, для величины η(K,P, J) при условии (5.2) при произвольных матрицах J
получается оценка снизу

η(K,P, J) ≥ m(P − 1), P > 1. (5.9)

При Jp = E0, p = 1, . . . , P поведение ошибки декомпозиции подобно поведению ошибки

в схеме (3.5), (3.1), (4.3), где K(3.1) есть K(5.1)P(5.1) и J(4.3) = E0. Для величины η(K,P, Jp =
E0, p = 1, . . . , P ) получается оценка снизу

η(K,P, Jp = E0, p = 1, . . . , P ) ≥ mKP. (5.10)

Таким образом, при P → ∞ не существует схем декомпозиции, сходящихся со скоростью

O(N−1

0
) вне зависимости от соотношения между параметром ε и величиной P .

В случае сбалансированных разбиений при условии

∆ = ∆(5.1)(ε), ε ∈ (0, 1] (5.11а)

при Jp = E и Jp = E0, p = 1, . . . , P выполняются оценки

η(K,P, Jp = E, p = 1, . . . , P )≤ M(P − 1)
[

1 + K exp(−mε−1∆)
]

, (5.11б)

η(K,P, Jp = E0, p = 1, . . . , P ) ≤ MKP, (5.11в)

где m = m(2.8).

Основной результат, полученный в этом разделе, сформулирован в следующей теореме.

Теорема 5. Пусть для данных краевой задачи (2.2), (2.1) и ее решения выполняется усло-

вие теоремы 2, а для континуальной схемы (5.4), (5.1), (5.5) выполняется условие (5.2). При

P → ∞ не существует континуальных схем декомпозиции (5.4), (5.1), (5.5), сходящихся

(при N0 → ∞) со скоростью O(N−1
0

) при любых соотношениях между P и ε, ε ∈ (0, 1]. Для

решений континуальной схемы и величины η(5.7) справедливы оценки (5.8)–(5.11).

З а м е ч а н и е 1. Для сбалансированных разбиений области D минимальная ошибка

решения параллельного метода декомпозиции при условии (5.2) растет с ростом числа реша-

телей P не медленнее, чем (P − 1)N−1

0
.
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6. Сравнение схем декомпозиции

6.1. Сравним эффективность континуальных схем декомпозиции для последовательных и

параллельных вычислений (будем говорить, S-схем и P -схем), предполагая, что общее число

подобластей, покрывающих D, в случае последовательных и параллельных схем одинаково.

Будем рассматривать схемы, для которых выполняется условие

KP = K0, P ≥ 1; (6.1)

величина K0 — общее число покрывающих подобластей, как и величины K,P , может быть

большой. Подмножества Dk и Dk
p в случае S- и P -схем (при разных P ) берутся из одного и

того же базового набора “элементарных” подобластей, фиксированного при фиксированном

K0. Считаем выполненным условие

K0 ≤ N0, (6.2)

причем для величины перекрытия элементарных подобластей выполняется условие

mK−1
0

≤ ∆ ≤ MK−1
0

; (6.3)

элементарные подобласти считаем сбалансированными.

Требуется исследовать влияние величин K0 и P на эффективность схем метода декомпо-

зиции. Характеристики, определяющие эффективность схем, рассматриваются в подразд. 6.2.

Нас интересуют характеристики последовательных и параллельных схем декомпозиции зада-

чи (2.7), (2.6) в том случае, когда величина N0 для этих схем декомпозиции одинакова; такие

схемы рассматриваются в подразд. 6.3. Нас также интересуют характеристики последователь-

ных и параллельных схем, при которых ошибки решений этих схем одинаковы; такие схемы

рассматриваются в подразд. 6.4.

6.2. Пусть для простоты затраты по решению схемы декомпозиции на слое G
τ
(tn) опреде-

ляются суммой длин отрезков Dk и Dk
p для последовательных и параллельных вычислений.

Тогда общие затраты R на решение задачи в относительных единицах затрат (относительно

затрат на решение задачи на отрезке длины d) определятся соотношениями

RS = d−1N0

K
∑

k=1

(dkR − dkL), RP = d−1N0

K
∑

k=1

P
∑

p=1

(dkR
p − dkL

p ), (6.4а)

где RS и RP — затраты на решение S- и P -схем соответственно; Dk = (dkL, dkR) при P =
1, Dk

p = (dkL
p , dkR

p ) при P ≥ 2. Тогда время решения задач в относительных временных

единицах (один “процессор” решает задачу на отрезке относительной единичной длины за

единицу времени) определяется соотношениями

T S = RS, TP = P−1RP . (6.4б)

Величины δS и δP — ошибки решений S- и P -схем — определим соотношениями

δS = max
G

τ

∣

∣

∣
u(x, t) − uτ

(3.5)(x, t)
∣

∣

∣
, δP = max

G
τ

∣

∣

∣
u(x, t) − uτ

(5.4)(x, t)
∣

∣

∣
. (6.4в)

Через

RS
δ , RP

δ и T S
δ , TP

δ (6.4г)

обозначим затраты на решение S- и P -схем, имеющих ошибку решения δ (будем говорить —

эффективность схем по затратам или, короче, эффективность схем), и время, требующееся

для решения таких задач (будем говорить — эффективность схем по времени решения или,

короче, время решения S- и P -схем).
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Верхний индекс M используем для обозначения эталонных (reference) величин; в случае

сетки (3.5а) полагаем

RM = N0, TM = RM , δM = N−1
0

, RM
δ = RM , TM

δ = TM , (6.4д)

что соответствует континуальной схеме (2.7), (2.6) для задачи (2.2), (2.1) в случае ошибки

континуальной схемы, равной N−1

0
, — будем говорить, эталонной M -схеме.

В эталонной схеме ошибка δM соизмерима с компонентой ошибки, порождаемой дискрети-

зацией по t краевой задачи, в случае разностной схемы (2.5) на сетке (2.4) (см. оценку (2.10)).

Рассматривая S- и P -схемы, предполагаем выполненным условие

J = E при P = 1 и Jp = E, p = 1, . . . , P при P > 1; (6.5)

при этом условии в силу оценок теорем 3 и 5 получаются лучшие по порядку оценки для δS и

δP — ошибок S- и P -схем, в то время как другие величины, определяемые соотношениями (6.4),

сохраняются. Считаем выполненными условия (6.2), (6.3).

6.3. Рассмотрим континуальные схемы при условии

NS
0 = NP

0 = NM
0 = N0, (6.6)

где NS
0 +1, NP

0 +1, NM
0 +1 — число узлов сетки ω0 в S-, P - и M -схемах. В этом случае имеем

RS , RP ≈ RM ; T S ≈ TM , TP ≈ P−1TM , (6.7а)

т.е.

RS ≈ RP , T S ≈ P TP . (6.7б)

Таким образом, затраты на решение S- и P -схем одного порядка, в то время как одного

порядка время решения S-схемы и произведения числа процессоров и времени решения P -

схемы. Для ошибок S- и P -схем выполняется также оценка

δS ≤ MδP . (6.8)

При условии

K0 ≤ MK0
(6.9)

для S- и P -схем затраты и время, требуемые для решения, а также точность получаемого

решения одного порядка.

Обсудим поведение ошибок δS , δP при больших значениях K0. Пусть выполняется условие

εK0 ≥ M при K0 → ∞. (6.10)

С учетом оценок из теорем 3 и 5 получаем оценки

δS ≈ N0η(K0, J = E) ≥ mεK2
0N−1

0
≥ mK0N

−1
0

≈ K0δ
M ,

(6.11)

δP ≈ N0η(K,P, Jp = E, p = 1, ..., P ) ≥ mεK2P 2N−1
0

≥ mK0N
−1
0

≈ K0δ
M при K0 → ∞;

в случае условия (6.10) теряется порядок (первый порядок относительно N0(6.6)) скорости

сходимости S- и P -схем с ростом K0.

Пусть выполняется условие

εK0 ≤ M при K0 → ∞, (6.12)

эквивалентное условию ε−1∆ ≥ m, K0 → ∞. Тогда для ошибок S- и P -схем выполняются

оценки
δS ≤ MδMK0 exp(−m1ε

−1K−1
0

),

mδMP < δP ≤ MδM
[

P + K0 exp(−m1ε
−1K−1

0
)
]

,
(6.13)
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где m1 = m(3.2)m(2.8), P ≥ 2. Оценка ошибки δP снизу понимается в том смысле, что такая

оценка достигается. Выполнение условия (6.12) еще не предотвращает потери порядка скоро-

сти сходимости S- и P -схем.

Пусть ε = εK0
— решение уравнения

K0 exp(−m1ε
−1K−1

0
) = 1;

имеем εK0
= m1K

−1
0

ln−1 K0. При условии
(

ε = o(εK0
)
)

ε ≪ εK0
, K0 → ∞ (6.14)

отсюда вытекают соотношения

δS ≪ δM , δP ≈ PδM , (6.15а)

т.е.

δS ≪ P−1δP . (6.15б)

Таким образом, при малых значениях параметра ε ошибки решения S- схемы много меньше,

чем произведение величины, обратной числу процессоров, и ошибки решения P -схемы.

6.4. Сравним S- и P -схемы в том случае, когда выполняется условие (6.14), а также условие

δS = δP . (6.16)

Пусть δS = δP = δM , и пусть NS
0 +1 и NP

0 +1 — число узлов сетки ω0, при котором достигаются

ошибки δS и δP для S- и P -схем. При условии (6.12) в силу оценок (6.13) имеем

NS
0 ≤ MN0K0 exp(−m1ε

−1K−1
0

), NP
0 ≥ mN0P, m1 = m1(6.13).

Для эффективностей S- и P -схем по затратам и по времени решения получаются оценки

RS
δ ≈ NS

0 ≤ MRM
δ K0 exp(−m1ε

−1K−1
0

), RP
δ ≈ NP

0 ≥ mRM
δ P ;

(6.17а)

T S
δ ≈ NS

0 ≤ MTM
δ K0 exp(−m1ε

−1K−1
0

), TP
δ ≈ P−1NP

0 ≥ mTM
δ .

В случае условия (6.14) получаются оценки

P−1RP
δ ≫ RS

δ , TP
δ ≫ T S

δ . (6.17б)

Таким образом, при малых значениях параметра ε эффективности по затратам и по времени

решения для S- схем существенно лучше, чем для P -схем, причем эффективность по затратам

P -схем снижается с ростом P .

В силу оценок (6.7), (6.8) эффективности S- и P -схем при условии (6.9) одного порядка.

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 6. Пусть для данных краевой задачи (2.2), (2.1) выполняются условия тео-

ремы 2, и пусть для континуальных S- и P -схем выполняются условия (6.2), (6.3). Тогда

наилучшие по порядку оценки величин, определяемых (6.4), достигаются при условии (6.5),
накладываемом на матрицы распределения J(4.3) и J(5.5). В случае условий (6.5) и (6.6) для

величин RS, RP , T S, TP и δS , δP выполняются соответственно оценки (6.7) и (6.8); при до-

полнительном условии (6.14) для величин δS , δP выполняются оценки (6.15), а при условиях

(6.10) и (6.12) — оценки (6.11) и (6.13) соответственно. В случае условий (6.5) и (6.16) для

величин RS
δ , RP

δ , T S
δ , TP

δ выполняются оценки (6.17).
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З а м е ч а н и е 2. В случае растущего числа подобластей (покрывающих D), на кото-

рых проводится декомпозиция краевой задачи, при малых значениях параметра ε (удовле-

творяющих условию (6.14)) распараллеливание схем декомпозиции приводит к снижению их

эффективности по затратам и по времени решения задачи по сравнению со схемами с после-

довательными вычислениями. В случае конечной величины K0 эффективности по затратам и

по времени решения для последовательных и параллельных схем одного порядка.

Пользуясь случаем, авторы выражают благодарность академику Г.И. Марчуку, Ю.В. Ва-

силевскому и другим участникам Всероссийской конференции по вычислительной математике

КВМ-2007 (Новосибирск, 18–20 июня 2007 г.), а также 12-й международной конференции “Ма-

тематическое моделирование и анализ” MMA-2007 (Тракай, Литва, 30 мая–2 июня 2007 г.).
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