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1. Введение

В работе [1] исследованы вопросы о вогнутых продолжениях на [0, 1]n булевых n-арных
функций и доказано, что, во-первых, для любой n-арной булевой функции существует бес-
конечно много функций, каждая из которых является ее вогнутым продолжением на [0, 1]n,
а во-вторых, для произвольной n-арной булевой функции построена соответствующая веще-
ственная функция, которая также непрерывна и алгоритмически вычислима и является ее
единственным минимальным вогнутым продолжением на [0, 1]n. Также благодаря получен-
ным результатам, в частности, конструктивно доказано, что задача решения системы булевых
уравнений, являющаяся важной и труднорешаемой проблемой математики [2–6], криптогра-
фии [7–11] и многих других наук [2; 10–12], может быть сведена к задаче численной макси-
мизации целевой функции, любой локальный максимум которой в искомой области является
глобальным максимумом. В работе [13] результаты, полученные в [1] и соответствующие n-
арным булевым функциям, распространены на дискретные функции, подобные булевым функ-
циям и определенные на вершинах n-мерного многогранника [c1, d1] × [c2, d2] × . . . × [cn, dn].
С учетом того, что функция k-значной логики [14; 15], используемая для построения моделей
при решении широкого класса задач [15], является расширением для булевой функции, данная
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работа посвящается обобщению (расширению) результатов, полученных в работе [1] и соответ-
ствующих булевым функциям, на унарные функции k-значной логики, а именно исследуются
существование и свойства вогнутых продолжений на [0, k − 1] унарных функций k-значной
логики. В результате исследования, формулируя и доказывая соответствующие критерии, мы
выяснили, что, с одной стороны, вопрос о существовании вогнутого продолжения функции
k-значной логики вида fL : {0, 1, . . . , k − 1} → {0, 1, . . . , k − 1}, который при k = 2 имеет поло-
жительный ответ, вытекающий из утверждения 1 статьи [1], при k > 2 для некоторых функций
k-значной логики вида fL : {0, 1, . . . , k − 1} → {0, 1, . . . , k − 1} имеет отрицательный ответ, а с
другой стороны, вопрос о единственности вогнутого продолжения функции k-значной логики
вида fL : {0, 1, . . . , k − 1} → {0, 1, . . . , k − 1}, который при k = 2 имеет отрицательный ответ,
вытекающий из теоремы 1 работы [1], при k > 2 для некоторых функций k-значной логики
вида fL : {0, 1, . . . , k − 1} → {0, 1, . . . , k − 1} имеет положительный ответ.

Приведем краткий план данной статьи. Во втором разделе даны используемые поня-
тия и обозначения. В третьем разделе формулируется и доказывается критерий существо-
вания вогнутого продолжения на отрезок [0, k − 1] унарной функции k-значной логики
fL : {0, 1, . . . , k−1} → {0, 1, . . . , k−1}. Помимо этого показано, что найденный критерий суще-
ствования вогнутого продолжения на [0, k−1] унарной функции k-значной логики fL является
также критерием существования минимального вогнутого продолжения на [0, k − 1] унарной
функции k-значной логики fL, но не является достаточным условием единственности вогнуто-
го продолжения на [0, k− 1] этой унарной функции k-значной логики fL. В четвертом разделе
доказан критерий единственности вогнутого продолжения на [0, k − 1] произвольной унарной
функции k-значной логики fL.

2. Используемые понятия и обозначения

Пусть 2 ≤ k ∈ N, Ek = {0, 1, . . . , k − 1} и Sk = [0, k − 1].

О п р е д е л е н и е 1. Отображение вида fL : Ek → Ek называется функцией (или унар-
ной функцией) k-значной логики.

О п р е д е л е н и е 2. Функция вида ∆fL(z) = fL(z+1)− fL(z) называется производной
(или дискретной производной) функции k-значной логики fL(z).

О п р е д е л е н и е 3. Отображение вида f : Sk → R называется вогнутой функцией на
отрезке Sk, если для любых x, y ∈ Sk и любого α ∈ [0, 1] выполняется

f(αx+ (1− α)y) ≥ αf(x) + (1− α)f(y).

О п р е д е л е н и е 4. Отображение вида fC : Sk → R назовем вогнутым продолжением
на Sk функции k-значной логики fL : Ek → Ek, если функция fC на Sk вогнутая и имеет место
равенство fC(z) = fL(z) ∀z ∈ Ek.

О п р е д е л е н и е 5. Отображение вида fNR : Sk → R назовем минимальным вогнутым
продолжением на Sk функции k-значной логики fL : Ek → Ek, если оно является вогнутым
продолжением на Sk функции k-значной логики fL и имеет место неравенство fNR(x) ≤ fC(x)
для любого x ∈ Sk и любого вогнутого продолжения fC на Sk функции k-значной логики fL.

3. Критерий существования вогнутых и минимально вогнутых

продолжений на Sk функции k-значной логики fL : Ek → Ek

Теорема 1. Функция k-значной логики fL : Ek → Ek имеет вогнутое продолжение на

Sk тогда и только тогда, когда выполняется неравенство

∆fL(i− 1) ≥ ∆fL(i) ∀i ∈ {1, 2, . . . , k − 2}. (3.1)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала докажем в одну сторону. Пусть функция k-значной ло-
гики fL имеет вогнутое продолжение на Sk, т. е. некоторая вещественная функция fC(x) явля-
ется вогнутым продолжением на Sk заданной функции fL. Тогда при любом i ∈ {1, 2, . . . , k−2}
имеет место цепочка

∆fL(i− 1)−∆fL(i) = −fL(i− 1) + 2fL(i)− fL(i+ 1)

= −fL(i− 1)− fL(i+ 1) + 2fC

(1

2
(i− 1) +

(

1−
1

2

)

(i+ 1)
)

≥ −fL(i− 1)− fL(i+ 1) + 2
(1

2
fC(i− 1) +

(

1−
1

2

)

fC(i+ 1)
)

= −fL(i− 1)− fL(i+ 1) + fC(i− 1) + fC(i+ 1)

= −fL(i− 1)− fL(i+ 1) + fL(i− 1) + fL(i+ 1) = 0.

Представим доказательство в другую сторону. Пусть функция k-значной логики fL удо-
влетворяет условию (3.1). Тогда конструктивно покажем, что функция k-значной логики fL
имеет вогнутое продолжение на Sk, т. е. специальная вещественная функция вида

fC(x) = min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

(3.2)

является вогнутым продолжением на Sk данной функции fL. Для этого достаточно убедиться
в справедливости равенства fC(z) = fL(z) ∀z ∈ Ek ввиду вогнутости функции fC(x) (3.2),
вытекающей из того факта, что минимум набора вогнутых функций есть вогнутая функция.
Действительно, для всякого z ∈ Ek согласно (3.2) получаем

fC(z) = min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (z −m)
}

= fL(z),

так как вследствие (3.1) в случае 0 ≤ m ≤ z − 1 выполняется неравенство

fL(m) + ∆fL(m) · (z −m) ≥ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (z −m− 1),

а в случае z ≤ m ≤ k − 2 — неравенство

fL(m) + ∆fL(m) · (z −m) ≤ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (z −m− 1).

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Отметим, что при k > 2 не каждая функция k-значной логики fL
удовлетворяет условию (3.1), т. е. имеет вогнутое продолжение на Sk. В качестве наглядно-
го примера функции, не имеющей вогнутого продолжения на Sk, можно привести функцию
3-значной логики вида

fL(z) = (z + 1) mod 2.

Действительно, если предположить, что некоторая вещественная функция fC(x) будет вогну-
тым продолжением на S3 данной функции fL(z) = (z + 1) mod 2, то получим противоречие,
например, вида

0 = fL(1) = fC(1) = fC

(1

2
· 0 +

1

2
· 2

)

≥
1

2
fC(0) +

1

2
fC(2) = 1.

Теперь докажем, что если функция k-значной логики fL удовлетворяет неравенству (3.1),
то вещественная функция, определенная в (3.2), является минимальным вогнутым продолже-
нием на Sk этой функции fL.

Теорема 2. Если для функции k-значной логики fL : Ek → Ek выполнено неравен-

ство (3.1), то вещественная функция, определенная в (3.2), является единственным ми-

нимальным вогнутым продолжением на Sk данной функции fL.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть fNR – минимальное вогнутое продолжение на Sk функ-
ции k-значной логики fL. Тогда с учетом (3.2) имеем, что функция, равная

min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

,

является одним из вогнутых продолжений на Sk функции k-значной логики fL, и, следова-
тельно, получаем

fNR(x) ≤ min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

∀x ∈ Sk.

Для завершения доказательства остается аргументировать справедливость и следующего
неравенства:

min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

≤ fNR(x) ∀x ∈ Sk. (3.3)

В силу теоремы 1 имеем, что если x ∈ Ek, то в нестрогом неравенстве (3.3) достигается равен-
ство, и поэтому обоснуем справедливость неравенства (3.3) при x ∈ Sk \Ek. Если x ∈ Sk \ Ek,
то существует единственное целое число r ∈ {0, 1, . . . , k − 2} такое, что r < x < r + 1. Отсюда
вследствие вогнутости fNR и неравенства Йенсена [16] получаем

fNR(x) = fNR ((r + 1− x)r + (x− r)(r + 1)) ≥ (r + 1− x)fNR(r) + (x− r)fNR(r + 1)

= fL(r) + ∆fL(r) · (x− r) = min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

,

поскольку ввиду (3.1) имеем, что если m ∈ {0, 1, . . . , r − 1}, то справедливо неравенство

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m) ≥ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (x−m− 1),

а если m ∈ {r, r + 1, . . . , k − 2}, то — неравенство

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m) ≤ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (x−m− 1).

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 2. Отметим, что только выполнение условия (3.1) не влечет за собой
единственность вогнутого продолжения на Sk функции k-значной логики fL. Действительно,
например, функция 3-значной логики вида fL(z) = z mod 2 удовлетворяет условию (3.1), но
вещественная функция, равная 1 − |x − 1|n, является ее вогнутым продолжением на S3 для
любого натурального n.

4. Критерий единственности вогнутого продолжения на Sk

произвольной функции k-значной логики fL : Ek → Ek

Теорема 3. Функция k-значной логики fL : Ek → Ek имеет единственное вогнутое про-

должение на Sk тогда и только тогда, когда ее производная ∆fL удовлетворяет следующим

двум условиям.

1◦. Производная ∆fL является невозрастающей.

2◦. Для каждого i ∈ {0, 1, . . . , k − 2} найдется j ∈ {i − 1, i + 1} ∩ {0, 1, . . . , k − 2} такой,

что выполняется равенство ∆fL(i) = ∆fL(j).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Начнем с доказательства в одну сторону. Пусть производ-
ная ∆fL функции k-значной логики fL удовлетворяет условиям 1◦ и 2◦. В этом случае обосну-
ем, что вогнутое продолжение на Sk функции k-значной логики fL определяется однозначно.
В силу теоремы 1 и условия 1◦ получаем, что функция k-значной логики fL имеет вогнутое
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продолжение на Sk. Пусть fC — произвольное вогнутое продолжение на Sk функции k-значной
логики fL. Отсюда согласно равенству fC(z) = fL(z) ∀z ∈ Ek имеем, что вогнутое продолже-
ние fC на Sk функции k-значной логики fL на множестве Ek определено однозначно. Осталось
определить значение вогнутого продолжения fC на Sk функции k-значной логики fL в произ-
вольной точке x ∈ Sk\Ek. Пусть x — произвольный элемент множества Sk\Ek. Тогда, как отме-
чено выше, существует единственное целое число r ∈ {0, 1, . . . , k − 2} такое, что r < x < r+ 1.
Отсюда ввиду вогнутости fC выпуклого представления x = (r + 1 − x)r + (x − r)(r + 1) и
неравенства Йенсена [16] получаем

fC(x) ≥ (r + 1− x)fC(r) + (x− r) fC(r + 1) = fL(r) + ∆fL(r) · (x− r). (4.1)

Теперь докажем, что справедливо и следующее неравенство:

fC(x) ≤ fL(r) + ∆fL(r) · (x− r). (4.2)

В силу условия 2◦ имеем, что существует j ∈ {r − 1, r + 1} ∩ {0, 1, . . . , k − 2} такой, что вы-
полняется равенство ∆fL(r) = ∆fL(j); на основании этого, чтобы доказать неравенство (4.2),
относительно возможного значения j рассмотрим два случая.

С л у ч а й 1. Пусть r − 1 = j ∈ {0, 1, . . . , k − 2}. Тогда в силу вогнутости fC , выпуклого
представления

r =
x− r

x− r + 1
(r − 1) +

1

x− r + 1
x

и неравенства Йенсена [16] получаем неравенство

fC(r) ≥
x− r

x− r + 1
fC(r − 1) +

1

x− r + 1
fC(x),

из которого ввиду ∆fL(r) = ∆fL(r − 1) следует соотношение (4.2).

С л у ч а й 2. Пусть r+ 1 = j ∈ {0, 1, . . . , k − 2}. Тогда вследствие вогнутости fC , выпук-
лого представления

r + 1 =
1

r + 2− x
x+

r + 1− x

r + 2− x
(r + 2)

и неравенства Йенсена [16] получаем неравенство

fC(r + 1) ≥
1

r + 2− x
fC(x) +

r + 1− x

r + 2− x
fC(r + 2),

из которого в соответствии с ∆fL(r) = ∆fL(r + 1) следует неравенство (4.2).

Итак, из неравенств (4.1), (4.2) и равенства fC(z) = fL(z) ∀z ∈ Ek получаем, что значение
вогнутого продолжения fC на Sk функции k-значной логики fL в произвольной точке x ∈ Sk

определяется единственным образом.

Докажем в другую сторону. Пусть функция k-значной логики fL имеет единственное во-
гнутое продолжение на Sk. Тогда согласно теореме 1 о существовании вогнутого продолжения
на Sk функции k-значной логики fL условие 1◦ выполнено. Обоснуем, что в этом случае выпол-
няется и условие 2◦. Выполнение условия 2◦ докажем от противного: пусть функция k-значной
логики fL имеет единственное вогнутое продолжение на Sk, в частности, для нее условие 1◦

выполнено, а условие 2◦ не выполняется. Тогда, с одной стороны, имеем, что соответствующая
вещественная функция fC(x) = min

m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

в силу теоремы 1 яв-

ляется вогнутым продолжением на Sk функции k-значной логики fL. С другой стороны, из-за
невыполнения условия 2◦ имеем, что найдется i∗ ∈ {0, 1, . . . , k − 2} такой, что для каждого
j ∈ {i∗−1, i∗+1}∩{0, 1, . . . , k−2} выполняется неравенство ∆fL(i

∗) 6= ∆fL(j). В таком случае
докажем, что вещественная функция вида

fnew(x) = min
{

min
m∈{0,1,...,k−2}\{i∗}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

, fi∗(x)
}

, (4.3)
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где

fi∗(x) =



















fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(x− 0), если i∗ = 0,

+∞, если 0 < i∗ < k − 2,

fL(k − 2) +
1

2
+

(

∆fL(k − 2)−
1

2

)

(x− k + 2), если i∗ = k − 2,

также является вогнутым продолжением на Sk функции k-значной логики fL; тем самым
придем к требуемому противоречию. Функция fnew(x) отличается от функции fC(x) только в
интервале (i∗, i∗ +1), т. е. получена из функции fC(x) небольшой модификацией. Чтобы дока-
зать, что вещественная функция fnew(x), определенная формулой (4.3), обладает следующими
двумя свойствами: fnew(x) = fC(x) для каждого x ∈ Sk \ (i

∗, i∗+1) и fnew(x) 6= fC(x) для неко-
торого x ∈ (i∗, i∗ + 1), а также является вогнутым продолжением на Sk функции k-значной
логики fL, относительно возможного значения i∗ рассмотрим 3 случая.

С л у ч а й 1. Пусть i∗ = 0. Тогда ∆fL(0) > ∆fL(1) и

fnew(x) = min
{

min
m∈{1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

, fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(x− 0)
}

.

Вогнутость функции fnew(x) на Sk ясна, так как она равна минимуму двух вогнутых функций.
а) Покажем, что справедливо равенство fnew(z) = fL(z) для каждого z ∈ Ek. Пусть z —

произвольный элемент множества Ek. Тогда

fnew(z) = min
{

min
m∈{1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (z −m)
}

, fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(z − 0)
}

= min













fL(1)−∆fL(1), если z = 0,
fL(z), если 1 ≤ z ≤ k − 2,
fL(k − 2) + ∆fL(k − 2), если z = k − 1,

fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

z







= fL(z),

так как в случае 0 ≤ m ≤ z − 1 справедливо

fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(z − 0) ≥ fL(0) + ∆fL(0) · (z − 0)

≥ fL(m) + ∆fL(m) · (z −m) ≥ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (z −m− 1) ≥ fL(z),

а в случае z ≤ m ≤ k − 3 выполняется

fL(z) ≤ fL(m) + ∆fL(m) · (z −m) ≤ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (z −m− 1).

б) Покажем, что имеет место равенство fnew(x) = fC(x) для каждого x ∈ Sk \ (i
∗, i∗ + 1).

Ввиду п. а) достаточно рассмотреть случай x ∈ Sk\(Ek ∪ (i∗, i∗ + 1)). Пусть x — произвольный
элемент множества Sk \ (Ek ∪ (0, 1)). Тогда в силу ∆fL(0) > ∆fL(1) имеет место цепочка

fL(1) + ∆fL(1) · (x− 1) ≤ fL(0) + ∆fL(0) · (x− 0) < fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(x− 0),

и, следовательно, справедливо

fnew(x) = min
{

min
m∈{1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

, fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(x− 0)
}

= min
m∈{1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

= min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

= fC(x).

с) Покажем, что имеет место неравенство fnew(x) > fC(x) для некоторого x ∈ (0, 1). Если
x ∈ (0, 1), то согласно неравенству

fL(i) + ∆fL(i) · (x− i) ≤ fL(i+ 1) + ∆fL(i+ 1) · (x− i− 1) ∀i ∈ {1, . . . , k − 3},
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вытекающему из того, что производная ∆fL является невозрастающей, имеем

fnew(x) = min
{

min
m∈{1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

, fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(x− 0)
}

= min
{

fL(1) + ∆fL(1) · (x− 1), fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(x− 0)
}

=















fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(x− 0), если x ∈
(

0,
∆fL(0) −∆fL(1)

∆fL(0)−∆fL(1) + 1/2

]

fL(1) + ∆fL(1) · (x− 1), если x ∈
[ ∆fL(0) −∆fL(1)

∆fL(0) −∆fL(1) + 1/2
, 1
)

.

Отсюда получаем

fnew(x) = fL(0) +
(

∆fL(0) +
1

2

)

(x− 0) > fL(0) + ∆fL(0) · (x− 0)

= min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

= fC(x) ∀x ∈
(

0,
∆fL(0)−∆fL(1)

∆fL(0) −∆fL(1) + 1/2

]

,

так как ∀m ∈ {0, 1, . . . , k − 3} и ∀x ∈
(

0,
∆fL(0)−∆fL(1)

∆fL(0)−∆fL(1) + 1/2

]

имеет место цепочка нера-

венств fL(0)+∆fL(0) · (x−0) ≤ fL(m)+∆fL(m) · (x−m) ≤ fL(m+1)+∆fL(m+1) · (x−m−1).

С л у ч а й 2. Пусть 0 < i∗ < k − 2. Тогда ∆fL(i
∗ − 1) > ∆fL(i

∗) > ∆fL(i
∗ + 1) и

fnew(x) = min
m∈{0,1,...,k−2}\{i∗}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

.

Вогнутость функции fnew(x) на Sk ясна, так как она равна минимуму некоторых линейных
(вогнутых) функций.

а) Покажем, что имеет место равенство fnew(z) = fL(z) для каждого z ∈ Ek. Пусть z —
произвольный элемент множества Ek. Тогда согласно тому, что производная ∆fL является
невозрастающей, имеет место

fnew(z) = min
m∈{0,1,...,k−2}\{i∗}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (z −m)
}

= fL(z),

так как в случае 0 ≤ m ≤ z − 1 выполняется

fL(m) + ∆fL(m) · (z −m) ≥ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (z −m− 1) ≥ fL(z),

а в случае z ≤ m ≤ k − 3 справедливо

fL(z) ≤ fL(m) + ∆fL(m) · (z −m) ≤ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (z −m− 1).

б) Покажем, что имеет место равенство fnew(x) = fC(x) для каждого x ∈ Sk \ (i
∗, i∗ + 1).

Ввиду п. а) достаточно рассмотреть случай x ∈ Sk\(Ek ∪ (i∗, i∗ + 1)). Пусть x — произвольный
элемент множества Sk \ (Ek ∪ (i∗, i∗ + 1)). Тогда в силу неравенства

min
m∈{i∗−1,i∗+1}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

< fL(i
∗) + ∆fL(i

∗) · (x− i∗),

вытекающего из соотношений

fL(i
∗ − 1) + ∆fL(i

∗ − 1) · (x− i∗ + 1) < fL(i
∗) + ∆fL(i

∗) · (x− i∗) ∀x ∈ (−∞, i∗),

fL(i
∗ + 1) + ∆fL(i

∗ + 1) · (x− i∗ − 1) < fL(i
∗) + ∆fL(i

∗) · (x− i∗) ∀x ∈ (i∗ + 1,+∞),
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имеем
fnew(x) = min

m∈{0,1,...,k−2}\{i∗}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

= min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

= fC(x).

с) Покажем, что справедливо неравенство fnew(x) > fC(x) для некоторого x ∈ (i∗, i∗ + 1).
Если x ∈ (i∗, i∗ + 1), то справедливы неравенства

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m) ≥ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (x−m− 1) ∀m ∈ {0, . . . , i∗ − 1},

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m) ≤ fL(m+ 1) +∆fL(m+ 1) · (x−m− 1) ∀m ∈ {i∗ + 1, . . . , k − 3},

и, следовательно,

fnew(x) = min
m∈{0,1,...,k−2}\{i∗}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

= min
m∈{i∗−1,i∗+1}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

> fL(i
∗) + ∆fL(i

∗) · (x− i∗)

= min
m∈{0,1,...,k−2}

{

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m)
}

∀x ∈ (i∗, i∗ + 1),

так как справедливы неравенства

fL(m) + ∆fL(m) · (x−m) ≥ fL(m+ 1) +∆fL(m+ 1) · (x−m− 1)

≥ fL(i
∗ − 1) + ∆fL(i

∗ − 1) · (x− i∗ + 1) > fL(i
∗) + ∆fL(i

∗) · (x− i∗) ∀m ∈ {0, . . . , i∗ − 1},

fL(i
∗) + ∆fL(i

∗) · (x− i∗) < fL(i
∗ + 1) + ∆fL(i

∗ + 1) · (x− i∗ − 1) ≤ fL(m)

+ ∆fL(m) · (x−m) ≤ fL(m+ 1) + ∆fL(m+ 1) · (x−m− 1) ∀m ∈ {i∗ + 1, . . . , k − 3}.

С л у ч а й 3. Пусть i∗ = k−2. Данный случай аналогичен случаю 1 (например, рассмат-
ривая новую функцию gL(z) = fL(k − 1− z), его можно свести к случаю 1).

Теорема доказана.

Учитывая, что понятие выпуклости является “противонаправленным” понятию вогнутости,
проведя рассуждения, которые подобны рассуждениям, приведенным в данной работе и соот-
ветствующим вогнутым продолжениям функций k-значной логики, можно получить аналогич-
ные результаты, которые будут соответствовать выпуклым продолжениям функций k-значной
логики. Также отметим, что полученные результаты для класса функций k-значной логики
вида fL : Ek → Ek без труда распространяются на широкий класс произвольных дискретных
функций вида fD : {a0, a1, . . . , ak−1} → R, где a0, a1, . . . , ak−1 ∈ R и a0 < a1 < . . . < ak−1,
подобных унарным функциям k-значной логики.

Автор искренне благодарит рецензента за внимательное прочтение работы и полезные за-
мечания и рекомендации, позволившие улучшить содержание статьи.
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