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На множестве линейных однородных дифференциальных уравнений выше второго порядка с непре-
рывными на положительной полуоси коэффициентами установлены все возможные соотношения между
главными значениями показателей колеблемости (строгих и нестрогих) знаков, а также проведено иссле-
дование устойчивости всех главных значений относительно бесконечно малых возмущений (т. е. исчеза-
ющих на бесконечности) коэффициентов уравнения. Конструктивно в работе построено многопарамет-
рическое семейство дифференциальных уравнений заданного порядка n ≥ 3, на котором реализуются
строгие неравенства между главными значениями характеристических частот и показателей колебле-
мости. При фиксированных значениях последовательности параметров выделены точки из указанного
семейства уравнений, в которых все главные значения показателей колеблемости не являются инвариант-
ными относительно бесконечно малых возмущений. Кроме того, на множестве всех ненулевых решений
указанного семейства уравнений все показатели колеблемости являются точными, абсолютными и совпа-
дают с точной характеристической частотой знаков. При построении указанного семейства уравнений и
доказательстве требуемых результатов использованы аналитические методы качественной теории диффе-
ренциальных уравнений и методы теории возмущений решений линейных дифференциальных уравнений.
В частности, был применен метод варьирования уравнения, позволяющий специальным образом преобра-
зовать исходное дифференциальное уравнение так, чтобы оно обладало наперед заданными свойствами.
Также приведены примеры перехода от одного дифференциального уравнения к другому с целью обоб-
щения свойств характеристических частот знаков и на показатели колеблемости знаков.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, линейная система, колеблемость, число нулей, пока-
затель колеблемости, характеристическая частота, устойчивость, показатель Ляпунова.

A. E.Artisevich. On the mobility of the main values of the oscillation exponents of the signs

of linear differential equations under infinitesimal perturbations.

On a set of linear homogeneous differential equations of higher than second order with continuous coefficients
on the positive semi-axis, all possible relationships between the principal values of the oscillation exponents
(strict and non-strict) of the signs were established, and a study was also conducted on the stability of all
principal values with respect to infinitesimal perturbations (i.e., vanishing at infinity) of the equation coefficients.
In the work, a multiparameter family of differential equations of a given order n ≥ 3 is constructed, on which
strict inequalities between the main values of the characteristic frequencies and oscillation exponents are realized.
For fixed values of the sequence of parameters, we highlight points from the indicated family of equations in
which all the main values of the oscillation exponents are not invariant under infinitesimal perturbations. In
addition, on the set of all non-zero solutions of the specified family of equations all oscillation exponents are
exact, absolute and coincide with the exact characteristic frequency of signs. In constructing the specified
family of equations and proving the required results, analytical methods of the qualitative theory of differential
equations and methods of the theory of perturbations of solutions of linear differential equations were used. In
particular, the method of varying an equation, which allows the original differential equation to be transformed
in a special way so that it has predetermined properties. Examples of the transition from one differential equation
to another are also given in order to generalize the properties of the characteristic frequencies of signs and to
exponents of the oscillation of signs.
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Введение

Идея качественного описания устойчивости решений дифференциального уравнения и си-
стемы путем введения на множестве всех предполагаемых решений специальных функциона-
лов восходит к работам А.М.Ляпунова. Введенные им показатели, впоследствии названные
его именем, открыли целое направление в качественной теории обыкновенных дифференци-
альных уравнений. Оказалось, что с определенной точки зрения свойство колеблемости ре-
шений дифференциальных уравнений также поддается качественному описанию с помощью
функционалов ляпуновского типа. Так благодаря работам [1–3] И.Н.Сергеева в качественной
теории обыкновенных дифференциальных уравнений была намечена новая область, в которой
методы теории показателей Ляпунова были приложены к теории колебаний. Новые функцио-
налы на пространстве решений линейных однородных дифференциальных систем позволили
количественно различать колеблющиеся проекции решения на прямые (проходящие через на-
чало координат) по среднему числу их нулей на числовой полуоси.

Целью работы является реализация возможных соотношений между главными значения-
ми показателей колеблемости линейных однородных дифференциальных уравнений высших
порядков при бесконечно малых возмущениях.

Несмотря на большое число работ [4–8] по указанной тематике оставались нерешенными
задачи о существовании уравнений любого порядка, выше второго, для которых:

• верхний и нижний показатели с заданным некрайним номером не совпадают друг с
другом;

• заданный показатель не инвариантен относительно бесконечно малых возмущений этого
уравнения.

Известно, что у любого уравнения второго порядка все верхние (как и все нижние) харак-
теристики колеблемости одинаковы и устойчивы при равномерно малых и бесконечно малых
возмущениях коэффициентов уравнения [1;2], а на множестве линейных однородных двумер-
ных дифференциальных систем наблюдается неинваринатность главных значений показателей
колеблемости и блуждаемости относительно бесконечно малых возмущений [6; 7]. На множе-
стве уравнений выше второго порядка задача исследования свойств главных значений даже
для характеристических частот становится крайне затруднительным, но тем не менее в [1]
было построено многопараметрическое семейство дифференциальных уравнений третьего по-
рядка с ограниченными на положительной полуоси коэффициентами, на котором реализуются
различные соотношения между главными значениями характеристических частот. Кроме того,
из этого семейства выделены такие уравнения, главные значения характеристических частот
которых не были устойчивыми относительно равномерно малых и бесконечно малых возму-
щений. Через 7 лет этот результат был обобщен на уравнения высших порядков [9]. Для этого
И.Н.Сергееву пришлось доказать теорему 3 из [10] об управлении фундаментальной системой
решений, с помощью которой построено универсальное семейство дифференциальных урав-
нений в достаточно малой окрестности произвольного положительного значения параметра,
бесконечно дифференцируемое по аргументу и каждому из параметров.

Оказалось, что показатели колеблемости знаков любого нетривиального решения любо-
го уравнения описанных семейств равны нулю. Применяя метод варьирования уравнения к
семейству из леммы 15 работы [1], в [8] получено новое многопараметрическое семейство с
неограниченными коэффициентами, для которых анализ устойчивости главных значений по-
казателей колеблемости относительно равномерно малых возмущений становится невозмож-
ным и обнаружены дифференциальные уравнения, в которых главные значения показателей
колеблемости неинвариантны относительно бесконечно малых возмущений.

В настоящей работе, применяя метод варьирования уравнения к семействам из лемм 1, 3 и 4
из работы [9], получим аналогичный эффект для главных значений показателей колеблемости
знаков дифференциальных уравнений не ниже третьего порядка.
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1. Основные обозначения и определения

Для заданного натурального n > 1 рассмотрим множество Ẽn линейных однородных урав-
нений n-го порядка

y(n) + a1(t)y
(n−1) + · · · + an−1(t)ẏ + an(t)y = 0, t ∈ R+ ≡ [0;+∞),

задаваемых наборами непрерывных функций a ≡ (a1, . . . , an) : R+ → Rn, с которыми в даль-
нейшем и будем отождествлять сами уравнения. Подмножество таких уравнений с ограничен-
ными на R+ коэффициентами обозначим через En. Пространство решений уравнения a ∈ Ẽn

обозначим через S(a) и положим

S∗(a) ≡ S(a) \ {0}, Sn
Ẽ =

⋃

a∈Ẽn

S∗(a).

Для более детального ознакомления с основными определениями см. работы [1; 8]. Для
вектора m ∈ Rn

∗ ≡ Rn \ {0}, функции y ∈ Sn
Ẽ , вектор-функции ψny =

(
y, ẏ, . . . , y(n−1)

)
и чисел

t > 0, 0 ≤ s < τ введем следующие обозначения:

ν−(y, t) — число точек строгой смены знака функции y на промежутке (0, t];

ν∼(y, t) — число точек нестрогой смены знака функции y на промежутке (0, t];

ω̂−(y) — верхняя характеристическая частота строгих знаков функции y;

ω̌−(y) — нижняя характеристическая частота строгих знаков функции y;

ν−(y,m, t) — число точек строгой смены знака скалярного произведения 〈ψny,m〉 на проме-
жутке (0, t];

ν∼(y,m, t) — число точек нестрогой смены знака функции 〈ψny,m〉 на промежутке (0, t];

ν̂−• (y) — верхний сильный показатель колеблемости строгих знаков функции y;

ν̂∼• (y) — верхний сильный показатель колеблемости нестрогих знаков функции y;

ν̌−◦ (y) — нижний слабый показатель колеблемости строгих знаков;

ν̌∼◦ (y) — нижний слабый показатель колеблемости нестрогих знаков;

κi(a), κi(a), i = 1, n, — главные значения показателя κ : S∗(a) → R+ уравнения a ∈ Ẽn;

ν− (y, s, τ) ≡ ν− (y, τ)− ν− (y, s) , να (y,m, s, τ) ≡ να (y,m, τ)− να (y,m, s) , α ∈ {−,∼}.
З а м е ч а н и е 1. Если для некоторых α ∈ {−,∼} и y ∈ Sn

Ẽ существует такой вектор mα,

что при любом t > 0 выполнено inf
m∈Rn

∗

να(y,m, t) = να(y,mα, t), то справедливы равенства

ν̂α◦ (y) = ν̂α• (y) = lim
t→+∞

π

t
να(y,mα, t), ν̌α◦ (y) = ν̌α• (y) = lim

t→+∞

π

t
να(y,mα, t).

З а м е ч а н и е 2. Если некоторое решение y ∈ Sn
Ẽ обладает свойством ω̌−(y) > 0, то оно

является колеблющимся, т. е. имеет на полуоси [0,+∞) бесконечно много нулей. Заметим, что
обратное утверждение неверно, поскольку функция sin(ln(t+1)) ∈ S2

Ẽ является колеблющейся,
но

ω̌−(sin(ln(t+ 1))) = lim
t→+∞

π

t

[ ln(t+ 1)

π

]
= lim

t→+∞

π

t

( ln(t+ 1)

π
−

{ ln(t+ 1)

π

})
= 0,

где [·] — целая часть числа, а {·} — дробная часть числа.
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2. Метод варьирования уравнения

Сначала рассмотрим несколько примеров.

Пример 1. Найдем спектры характеристик колеблемости знаков уравнения

y(IV ) + (ω2
1 + ω2

2)ÿ + ω2
1ω

2
2y = 0, ω2 > ω1 > 0, ω1/ω2 /∈ Q (2.1)

со строкой коэффициентов a4 ≡ (0, ω2
1 + ω2

2 , 0, ω
2
1ω

2
2) ∈ E4.

Решение. Спектры характеристических частот знаков заполняют (см. [11]) целый отрезок
ω−(S∗(a4)) = [ω1, ω2], а спектры показателей колеблемости строгих знаков состоят (см. [12])
только из двух чисел ν−(S∗(a4)) = {0, ω1}.

Общее решение уравнения (2.1) запишем в виде

yc = C1 sin(ω1t+ ϕ1) + C2 sin(ω2t+ ϕ2) (2.2)

и выберем векторы m1 = (1, 0, 0, 0), m2 = (ω2
2 , 0, 1, 0). Если C1 = 0, то для всех векторов m ‖ m2

выполнено тождество 〈ψ4yc,m〉 ≡ 0, а для всех векторов m ∦ m2 справедливо представление
〈ψ4yc,m〉 = Am sin(ω1t+ ϕm), где Am 6= 0. Следовательно, имеет место цепочка равенств

inf
m∈R3

∗

ν∼(yc,m, t) = ν∼(yc,m
1, t) =

[ω2t+ ϕ2

π

]
, t > 0,

из которой на основании замечания 1 вытекает

ν̌∼(yc) = ν̂∼(yc) = lim
t→+∞

π

t
ν∼(yc,m

1, t) = lim
t→+∞

π

t

(ω2t+ ϕ2

π
−

{ω2t+ ϕ2

π

})
= ω2.

Аналогично при C2 = 0 находим ν̌∼(yc) = ν̂∼(yc) = ω1.
Если же C1 · C2 6= 0, то на основании рассуждений, проведенных в п. 2 доказательства

теоремы IV из [1], будем иметь

inf
m∈R3

∗

ν∼(yc,m, t) = ν∼(yc,m
2, t) =

[ω1t+ ϕ1

π

]
, t > 0,

а значит, ν∼(yc) = ω1.
Таким образом, спектры показателей колеблемости нестрогих знаков состоят из модулей

мнимых частей корней характеристического многочлена уравнения (2.1). �

Пример 2. Сделаем в уравнении (2.1) замену y(t) = e−t2z(t). Найдем спектры характе-
ристик колеблемости знаков получившегося уравнения b4 ∈ Ẽ4.

Решение. Каждому решению (2.2) поставим в соответствие решение zc(t) = et
2

yc(t) урав-
нения b4. Очевидно, что ω−(yc) = ω−(zc), поэтому ω−(S∗(b4)) = [ω1, ω2].

Из доказательства теоремы 1 в [13] следует ν−(S∗(b4)) = ν∼(S∗(b4)) = [ω1, ω2]. �

Пример 3. В работе [14] по заданным несоизмеримым ω2 > ω1 > 0 и некоторого ε ∈ (0, 1)
построено такое уравнение a3 ∈ E3 с периодическими коэффициентами и фундаментальной
системой решений y1(t) = cosω1t + ε, y2(t) = cosω2t, y3(t) = sinω2t, что ω−(S∗(a3)) =
[ω1, ω2] и 0 < ω2

2 −ω2
1 < εω2

2 . Поэтому если в решении yc = C1y1+C2y2+C3y3 коэффициент C1

отличен от нуля, то для вектора m3 = (ω2
2 , 0, 1) справедливо

〈ψ3yc,m
3〉 = C1(ω

2
2 − ω2

1) cosω1t+ C1εω
2
2 ,

откуда ν−(yc) = ν∼(yc) = 0.
Если же C1 = 0, то 〈ψ3yc,m

3〉 ≡ 0, а значит, ν−(yc) = 0. Для любого вектора m ∦ m3 имеем
представление 〈ψ3yc,m〉 = Bm sin(ω2t+ ϕm), Bm 6= 0, поэтому ν∼(yc) = ω2.

Таким образом, получили ν−(S∗(a3)) = {0}, ν∼(S∗(a3)) = {0, ω2}. �
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Пример 4. В работе [13] доказано существование такого уравнения b3 ∈ Ẽ3 с фунда-
ментальной системой решений z1(t) = et

2

(cos ω1t + ǫ), z2(t) = et
2

cosω2t, z3(t) = et
2

sinω2t,
что

ω−(S∗(b
3)) = ν−(S∗(b

3)) = ν∼(S∗(b
3)) = [ω1, ω2].

Метод варьирования уравнения (см. [13;15;16]) позволяет в большинстве случаев обобщать
известные свойства характеристических частот и на показатели колеблемости. Суть этого ме-
тода для характеристик колеблемости знаков раскрывают следующие две леммы.

Из результатов работ [17; 18] следует справедливость следующего утверждения.

Лемма 1. Для любой функции f ∈ C1[a, b], имеющей только простые нули a < x1 <
. . . < xk < b или вовсе не имеющей нулей (тогда считаем k = 0), существует такое δ > 0,
что для всякой функции g ∈ C1[a, b], удовлетворяющей условию

max
t∈[a,b]

(
|g(t)| + |g′(t)|

)
< δ,

функция f + g имеет ровно k нулей, причем все они простые.

Лемма 2. Пусть функция y ∈ Sn
Ẽ имеет точки строгих смен знаков и удовлетворяет

условиям
1) для некоторого L выполнена оценка |ψny(t)| ≤ L < +∞,
2) существует такое δ > 0, что для любых соседних точек t1 и t2 строгих смен знаков

выполнено неравенство
max

t∈[t1,t2]
|y(t)| > δ.

Тогда имеют место следующие цепочки равенств:

ν̌α◦ (e
t2y) = ν̌α• (e

t2y) = ω̌−(y), ν̂α◦ (e
t2y) = ν̂α• (e

t2y) = ω̂−(y), α ∈ {−,∼}. (2.3)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала фиксируем произвольное решение y ∈ Sn
Ẽ , обладающее

свойством 1). Если ω̂−(y) = 0, то мы оказываемся в условиях [8, лемма 4] и соответственно
верны равенства (2.3).

Пусть теперь ω̂−(y) > 0 и неограниченная последовательность (tk)k∈N строгих смен знаков
функции y удовлетворяет условию 2). В силу [8, замечание 1] при любом α ∈ {−,∼} имеем
очевидные соотношения

ν̌α◦ (e
t2y) ≤ ν̌α• (e

t2y) ≤ ω̌−(et
2

y) = ω̌−(y), ν̂α◦ (e
t2y) ≤ ν̂α• (e

t2y) ≤ ω̂−(et
2

y) = ω̂−(y).

Для завершения доказательства установим противоположные неравенства. Для любого
ненулевого вектора m = (m1,m2, . . . ,mn) и функции z(t) = et

2

y(t) рассмотрим скалярное
произведение 〈ψnz,m〉 = m1z +m2ż + · · ·+mnz

(n−1).
Для каждого случая mi 6= 0, mi+1 = · · · = mn = 0, i = 1, n − 1, или mn 6= 0 справедливо

представление

〈ψn(et
2

y),m〉
mi(2t)i−1et2

= y + ϕi(t), i = 1, n,

где ϕi(t) → 0 и ϕ̇i(t) → 0 при t → +∞. Поэтому при любом t > 0 на основании леммы 1
справедливы соотношения ν∼(et

2

y,m, t) ≥ ν−(et
2

y,m, t) ≥ ν−(y, t).
Следовательно, установили неравенства inf

m∈R3
∗

να(et
2

y,m, t) ≥ ν−(y, t), t > 0, α ∈ {−,∼},
из которых вытекают

ν̌α◦ (e
t2y) ≥ ω̌−(y), ν̂α◦ (e

t2y) ≥ ω̂−(y), α ∈ {−,∼}.

Лемма 2 полностью доказана.
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3. Параметрическое семейство уравнений

Заметим, что в п. 3) леммы 1 из работы [9] главные значения характеристических частот
строгих знаков в зависимости от последовательности µ параметров не меняются для следу-
ющих пар случаев: 3 б) и 3 в), 3 г) и 3 д), 3 е) и 3ж). Кроме того, для этих случаев каждое
нетривиальное решение семейства a3µ ∈ E3 из леммы 1 в [9] удовлетворяет условиям леммы 2
на тех участках, где производится подсчет количества точек строгих смен знака. Следова-
тельно, применяя метод варьирования уравнения к семейству a3µ, получим для характеристик
колеблемости знаков следующую лемму.

Лемма 3. Для любого заданного µ0 > 0 существует такое ε > 0, что для отрезка
M ≡ [µ0 − ε;µ0 + ε] ⊂ R+ существует семейство уравнений ã3µ ∈ Ẽ3, зависящее от по-
следовательности µ ≡ (µ1, µ2, . . . ) ∈ M∞ параметров, бесконечно дифференцируемое по t и
обладающее следующими свойствами:

1) каждое уравнение ã3µ имеет фундаментальную систему решений z1, z2, z3, удовлетво-
ряющую при каждом p ∈ N требованиям

(z1, z2, z3)(t) =





(µpe
t2 , et

2

cos t, et
2

sin t), t ∈ (r′p; rp),

(et
2

cos t, et
2

sin t, µpe
t2), t ∈ (s′p; sp),

(et
2

sin t, µpe
t2 , et

2

cos t), t ∈ (t′p; tp),

(3.1)

где t0 ≡ 0 и при p = 1, 2, . . . последовательно обозначено

r′p ≡ tp−1 + 2π, rp ≡ r′p + 2πp, s′p ≡ rp + 2π, sp ≡ s′p + 2πp, t′p ≡ sp + 2π, tp ≡ t′p + 2πp;

2) существуют такие µ∗ ∈ (1;
√
2) и µ∗ >

√
2, что если при каком-либо значении µ0 ∈ M

и при всех сразу значениях p ∈ N выполнены перечисленные ниже дополнительные условия
на числа µp, то для каждого

κ = ν̌−◦ , ν̌
∼
◦ , ν̂

−
◦ , ν̂

∼
◦ , ν̌

−
• , ν̌

∼
• , ν̂

−
• , ν̂

∼
• , ω̌

−, ω̂− (3.2)

выполняются следующие соотношения:
а) если

√
2/2 < µp < 1, то

2

3
= κ1(ã

3
µ) = κ2(ã

3
µ) < κ2(ã

3
µ) = κ3(ã

3
µ) = 1;

б) если 1 ≤ µp < µ∗, то

1

3
= κ1(ã

3
µ) < κ2(ã

3
µ) = κ2(ã

3
µ) =

2

3
< κ3(ã

3
µ) = 1;

в) если µ∗ ≤ µp <
√
2, то

1

3
= κ1(ã

3
µ) = κ2(ã

3
µ) < κ2(ã

3
µ) =

2

3
< κ3(ã

3
µ) = 1;

г) если
√
2 ≤ µp < µ∗, то

0 = κ1(ã
3
µ) < κ2(ã

3
µ) =

1

3
< κ2(ã

3
µ) = κ3(ã

3
µ) =

2

3
.

Для любой из характеристических частот κ в доказательстве леммы 2 из [9] нигде не ис-
пользовались никакие свойства функционала κ, кроме равенства κ(cy) = κ(y), c 6= 0. Поэтому
это утверждение справедливо и для показателей колеблемости знаков.
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Лемма 4. Пусть для заданного n = l + q, l, q ∈ N, пространства решений уравнений
a ∈ Ẽ l и b ∈ Ẽn связаны соотношением S(a) ⊂ S(b). Тогда для любой из характеристических
частот κ из списка (3.2) решений справедливы следующие утверждения:

1) если выполнено неравенство infz∈S(b)\S(a) κ(z) ≥ supy∈S∗(a) κ(y), то имеют место ра-
венства

κi(a) = κi(b), κi(a) = κi(b), i = 1, . . . , l;

2) если выполнено неравенство supz∈S(b)\S(a) κ(z) ≤ infy∈S∗(a) κ(y), то имеют место ра-
венства

κi(a) = κq+i(b), κi(a) = κq+i(b), i = 1, . . . , l.

Далее рассмотрим две бесконечно дифференцируемые функции f, g : R+ → R+, удовлетво-
ряющие условиям

f(µ) ≡ g(µ) ≡ e1/(µ−
√
2), 0 ≤ µ <

√
2,

f(µ) ≡ f
(√

2− (µ −
√
2)
)
, g(µ) ≡ 0,

√
2 < µ < 2

√
2,

и заметим, что обе они при 0 ≤ µ <
√
2 убывают к нулю.

Выберем последовательность ν ′p (p ∈ N), обладающую следующими свойствами:

а) 1 < ν ′1 ≤ ν ′2 ≤ · · · <
√
2;

б) ν ′p →
√
2 при p→ +∞ (откуда, кстати, f(ν ′p) → f(

√
2) = 0);

в) для некоторой целочисленной последовательности p0 ≡ 0 < p1 < p2 < . . . выполнены
условия

ν ′p ≡ νl, pl−1 < p ≤ pl, l ∈ N.

Более того, для обеспечения этого свойства предпримем следующие шаги:
— сначала выберем возрастающую и сходящуюся к

√
2 последовательность будущих зна-

чений νl ∈ (1;
√
2), l ∈ N;

— далее для каждого νl определим такое εl ∈ (0; νl), чтобы для любой функции

y0(t) ≡ µ+ cos t+ sin t, 0 < µ ≤ νl <
√
2,

которая имеет 2k смен (строгих и нестрогих) знаков на любом полуинтервале I длины 2kπ,
любая возмущенная функция y0+ϕ, удовлетворяющая оценкам |ϕ(t)|+ |ϕ̇(t)| < ǫl, t ∈ I, имела
бы число смен (строгих и нестрогих) знаков, отличающееся от 2k не более чем на 2 (см. п. 3.А
доказательства леммы 3 из [9]);

— наконец, последовательно при l = 1, 2, . . . выделим упомянутые выше натуральные чис-
ла pl, удовлетворяющие неравенствам

∣∣∣∣
l z(t)

F ′(pl)

∣∣∣∣ <
εl
8
,

∣∣∣∣
l ż(t)

F ′(pl)

∣∣∣∣ <
εl
8
, t ∈ R+, z(t) =

√
2, cos t, sin t, e−t,

где F ′(pl) ≡ f(ν ′1) + f(ν ′2) + · · ·+ f(ν ′pl) → +∞ при l → +∞.
Тогда, если последовательность µ удовлетворяет неравенствам µp ≤ ν ′p (p ∈ N), выполнены

F (p) = G(p) и F (p) ≥ F ′(pl) при pl ≤ p < pl+1, где F (p) ≡ ∑p
j=1 f(µj), G(p) ≡

∑p
j=1 g(µj).

Теперь выбираем вторую последовательность ν ′′p (p ∈ N), обладающую следующими свой-
ствами:

а) µ∗ > ν ′′1 ≥ ν ′′2 ≥ · · · >
√
2 (см. лемму 3);

б) ν ′′p →
√
2 при p→ +∞;

в) F ′′(p) ≡ f(ν ′′1 ) + f(ν ′′2 ) + · · · + f(ν ′′p ) → +∞ при p→ +∞.
Тогда, если последовательность µ удовлетворяет неравенствам µp ≥ ν ′′p (p ∈ N), выполнены

соотношения G(p) = 0, F (p) ≥ F ′′(p).
С помощью замены y(t, µ) = e−t2z(t, µ) от семейства уравнений a4µ ∈ E4, фигурирующего

в [9, лемма 3], можно перейти к новому ã4µ ∈ Ẽ4. После этого на основании лемм 2–4 получим
следующее утверждение.
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Лемма 5. Для любого заданного µ0 > 0 существует такое ε > 0, что для отрезка
M ≡ [µ0 − ε;µ0 + ε] ⊂ R+ существует семейство уравнений ã4µ ∈ Ẽ4, зависящее от по-
следовательности µ ≡ (µ1, µ2, . . . ) ∈ M∞ параметров, бесконечно дифференцируемое по t и
обладающее следующими свойствами:

1) каждое уравнение ã4µ имеет набор решений z1, z2, z3, z4, удовлетворяющий при каждом
p ∈ N требованиям (3.1) и

z4(t) = et
2 (
e−t + F (p)y1(t) +G(p)(y2(t) + y3(t))

)
, t ∈ (r′p; rp) ∪ (s′p; sp) ∪ (t′p; tp);

2) в каждом из случаев а)–г) из формулировки леммы 3 при условиях µp ≤ ν ′p, p ∈ N,
и в случае е) соответственно при условиях µp ≥ ν ′′p , p ∈ N, для любого κ = ν−, ν∼, ω−

справедливы равенства

κ4(ã
4
µ) = κ3(ã

3
µ), κi(ã

3
µ) = κi(ã

4
µ), κi(ã

3
µ) = κi(ã

4
µ), i = 1, 2, 3.

Для заданных чисел r, q ∈ N ∪ {0}, l ∈ {3, 4}, µ0 > 0 и ε перейдем от семейства уравнений
bµ ∈ E2r+q+l, существование которого утверждается в [9, лемма 4], к семейству b̃µ ∈ Ẽ2r+q+l с

помощью замены y(t, µ) = e−t2z(t, µ). Тогда на основании лемм 2–5 получим общий механизм
наращивания порядка уравнения.

Лемма 6. Для любых чисел r, q ∈ N ∪ {0}, l ∈ {3, 4}, µ0 > 0 и некоторого отрезка
M ≡ [µ0 − ε;µ0 + ε] ⊂ R+ существует семейство уравнений ãlµ ∈ Ẽ l, описанное в форму-

лировках лемм 3 и 5, а также семейство уравнений b̃µ ∈ Ẽ2r+q+l (зависящее от тех же
последовательностей параметров, бесконечно дифференцируемое по t), пространство реше-
ний которого раскладывается в прямую сумму подпространств

S(b̃µ) = R⊕Q⊕ L, dimR = 2r, dimQ = q, (3.3)

причем пространство L изоморфно (с сохранением всех характеристик колеблемости знаков
всех решений) пространству S(ãlµ) и выполнены равенства

ν−(u) = ν∼(u) = ω−(u) = 0, u ∈ (Q⊕ L) \ L,

ν−(ξ) = ν∼(ξ) = ω−(ξ) = 2, ξ ∈ (R⊕Q⊕ L) \ (Q⊕ L).

4. Формулировки и доказательства основных результатов

Доказательство [1, теорема VI] переносится на рассматриваемые функционалы (3.2). Сле-
довательно, для любого уравнения a ∈ Ẽn справедливы соотношения

0 ≤ κ1(a) ≤ · · · ≤ κn(a), 0 ≤ κ1(a) ≤ · · · ≤ κn(a), (4.1)

κ1(a) = κ1(a) = inf
y∈S∗(a)

κ(y), κn(a) = κn(a) = sup
y∈S∗(a)

κ(y),

κi(a) ≤ κi(a), i = 2, . . . , n− 1. (4.2)

Для автономных уравнений неравенства (4.1) при любом κ = ν̌−◦ , ν̂
−
◦ , ν̌

−
• , ν̂

−
• — иногда, а

неравенства (4.2) — всегда обращаются в равенства (см. [12]). Однако для неавтономных урав-
нений выше второго порядка неравенства (4.2) бывают и строгими, о чем говорит следующая
теорема.
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Теорема 1. При любом n > 2 для каждого из главных значений показателя колеблемо-
сти знаков κi, κi, i = 2, . . . , n − 1, cуществует такое уравнение a ∈ Ẽn, что справедливы
неравенства κi(a) < κi(a), причем для любого y ∈ S∗(a) выполнена цепочка равенств

ν̌−◦ (y) = ν̌∼◦ (y) = ν̂−◦ (y) = ν̂∼◦ (y) = ν̌−• (y) = ν̌∼• (y) = ν̂−• (y) = ν̂∼• (y) = ω̌−(y) = ω̂−(y).

Следующая теорема делает содержательным исследование устойчивости главных значений
показателей колеблемости на множестве уравнений порядка выше второго.

Теорема 2. При любом n > 2 для каждого из главных значений показателей колеблемо-
сти знаков κi, κi, i = 1, 2, . . . , n, существует дифференциальное уравнение a ∈ Ẽn, у которого
этот показатель сразу при всех κ из списка (3.2) не инвариантен относительно бесконечно
малых возмущений.

Доказательство теорем 1 и 2. Для заданных чисел r, q ∈ N ∪ {0}, l ∈ {3, 4} введем
обозначение n = 2r + q + l, а по выбранным числам µ0 > 0 и ε > 0 определим отрезок
M ≡ [µ0 − ε;µ0 + ε] ⊂ R+. Рассмотрим семейства уравнений ãlµ ∈ Ẽ l, b̃µ ∈ Ẽn, существование
которых утверждается в лемме 6.

1. Сначала восстановим (см. [19, с. 86]) последнее семейство уравнений

z(n) + b̃1(t, µ)z
(n−1) + b̃n−1(t, µ)ż + b̃n(t, µ)z = 0, µ ≡ (µ1, µ2, . . . ) ∈ M∞, t ∈ R+, (4.3)

с неограниченными при t→ +∞ коэффициентами

b̃1(t, µ) = −e−nt2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z1 z2 z3 . . . zn
ż1 ż2 ż3 . . . żn
. . . . . . . . . . . . . . .

z
(n−2)
1 z

(n−2)
2 z

(n−2)
3 . . . z

(n−2)
n

z
(n)
1 z

(n)
2 z

(n)
3 . . . z

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= o
(
t(n

2−n+4)/2
)
, . . . ,

b̃n−1(t, µ) = (−1)n+1e−nt2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z1 z2 z3 . . . zn
z̈1 z̈2 z̈3 . . . z̈n...
z 1

...
z 2

...
z 3 . . .

...
z n

. . . . . . . . . . . . . . .

z
(n)
1 z

(n)
2 z

(n)
3 . . . z

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= o
(
t(n

2+n)/2
)
,

b̃n(t, µ) = (−1)ne−nt2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ż1 ż2 ż3 . . . żn
z̈1 z̈2 z̈3 . . . z̈n
...
z 1

...
z 2

...
z 3 . . .

...
z n

. . . . . . . . . . . . . . .

z
(n)
1 z

(n)
2 z

(n)
3 . . . z

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= o
(
t(n

2+n+2)/2
)
;

здесь определители Вронского фундаментальных систем решений

z1(t, µ) = et
2

y1(t, µ), z2(t, µ) = et
2

y2(t, µ), . . . , zn(t, µ) = et
2

y3(t, µ)

семейств уравнений (4.3) и bµ ∈ En, фигурирующего в [10, лемма 4], в силу задачи 57 из
[20, с. 126] связаны равенством

Wz1,z2,...,zn(t) = ent
2

Wy1,y2,...,yn(t), t ≥ 0.

2. Справедливость теоремы 1 при n = 3 реализована на уравнении a = ã3µ ∈ Ẽ3, построен-
ном по лемме 3 при выборе постоянной последовательности параметров µ ≡ µ0 = 1.
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Для доказательства теоремы 2 в случае n = 3 достаточно при каждом фиксированном
индексе i ∈ {1, 2, 3} сразу при всех κ из списка (3.2) предъявить значение µ0 > 0 и пару
произвольных последовательностей µ′, µ′′ ∈ M∞, удовлетворяющих условиям

κi(ã
3
µ′) 6= κi(ã

3
µ′′), κi(ã

3
µ′) 6= κi(ã

3
µ′′),

µ′p < µ0 < µ′′p, µ′p = µ0 − exp(−λt2p), µ′′p = µ0 + exp(−λt2p), p ∈ N;

здесь параметр λ > 0 выбирается достаточно большим. Из последнего условия в силу оценок
коэффициентов семейства уравнений ã3µ(t), проведенных в работе [8], будет вытекать условие

lim
t→+∞

(
ã3µ′′(t)− ã3µ′(t)

)
= 0, (4.4)

которое и завершит доказательство неинвариантности главных значений сразу всех характе-
ристик колеблемости знаков относительно бесконечно малых возмущений в точке ã3µ′′ ∈ Ẽ3.

Итак, с помощью леммы 3 предъявляем искомые значения µ0:
— если µ0 = 1, то κ1(ã

3
µ′) = 2/3 и κ1(ã

3
µ′′) = 1/3;

— если µ0 = µ∗, то κ2(ã
3
µ′) = 2/3 и κ2(ã

3
µ′′) = 1/3;

— если µ0 = 1, то κ2(ã
3
µ′) = 1 и κ2(ã

3
µ′′) = 2/3;

— если µ0 =
√
2, то κ3(ã

3
µ′) = 1 и κ3(ã

3
µ′′) = 2/3.

3. Теперь для построения полного набора примеров, гарантирующих справедливость тео-
рем 1 и 2, установим, что для любых натуральных чисел n > 3, q ≤ n− 3 и любого уравнения
a ∈ Ẽ3, построенного в п. 2 настоящего доказательства по определенной последовательности
µ, µ′ или µ′′, существует уравнение b ∈ Ẽn, все показатели (3.2) которого удовлетворяют ра-
венствам

κi(a) = κq+i(b), κi(a) = κq+i(b), i = 1, 2, 3. (4.5)

Для этого по заданным числам n и q предварительно подберем такое l ∈ {3, 4}, чтобы
число n− q − l ≥ 0 было четным — обозначим его через 2r.

а) В случае l = 3 по числам r, q и µ0 для каждого из построенных выше демонстрационных
примеров ã3µ ∈ Ẽ3 в строгом соответствии с леммой 6 построим новое уравнение b̃µ ∈ Ẽn

с пространством решений (3.3).

Тогда, применяя утверждение 2) леммы 4, заключаем, что главные значения характери-
стик колеблемости знаков уравнения b′, имеющего пространство решений S(b′) ≡ Q⊕ L
(где пространство Q составлено из решений с малыми характеристиками колеблемости
знаков), будут удовлетворять равенствам (4.5). Согласно утверждению 1) той же лем-
мы 4 эти неравенства не нарушатся и при переходе к полному пространству (3.3) реше-
ний уравнения b̃µ, содержащему дополнительное слагаемое P (составленное из решений
с большими характеристиками колеблемости знаков).

Отметим, что если два выбранных дифференциальных уравнения, соответствовавшие
последовательностям µ′ и µ′′, удовлетворяли равенству(4.4), то после перехода к новым
уравнениям это равенство не нарушится благодаря оценкам коэффициентов (см. п. 1
настоящего доказательства) семейства уравнений b̃µ ∈ Ẽn.

б) В случае l = 4 сначала в соответствии с леммой 5 по каждому выбранному диффе-
ренциальному уравнению третьего порядка построим уравнение четвертого порядка и
только затем, рассуждая так же как в п. а), по нему с помощью леммы 6 построим
семейство b̃µ ∈ Ẽn.

Таким образом, всякое свойство главных значений характеристик колеблемости знаков,
реализованное ранее в частном случае n = 3 для индекса i = 1 или i = 2 или i = 3, теперь
окажется доказанным в общем случае n ≥ 3, причем для всех значений i = 1, . . . , n − 2
или i = 2, . . . , n− 1 или i = 3, . . . , n соответственно.

Теоремы 1 и 2 полностью доказаны.
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Заключение

В данной работе при любом n ≥ 3 для каждого из главных значений показателей колебле-
мости и характеристических частот знаков построен пример дифференциального уравнения
n-го порядка неинваринатности относительно бесконечно малых возмущений. Также установ-
лены строгие неравенства между i-м нижним и верхним главными значениями характеристик
колеблемости знаков при i = 2, 3, . . . , n − 1. Интересным остается вопрос о возможности ре-
ализации установленных свойств и для остальных показателей колеблемости. Кроме того,
вопрос об устойчивости главных значений показателей колеблемости линейных однородных
дифференциальных уравнений высших порядков относительно равномерно малых возмуще-
ний остается открытым.
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