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В настоящей работе исследуется топологическая структура множества решений задачи Коши для
полулинейных дифференциальных включений дробного порядка α ∈ (1, 2) в банаховых пространствах.
Предполагается, что линейная часть включений является линейным замкнутым оператором, порождаю-
щим сильно непрерывное и равномерно ограниченное семейство косинус оператор-функций. Нелинейная
часть представлена полунепрерывным сверху многозначным оператором типа Каратеодори. Устанавли-
вается, что множество решений задачи является Rδ-множеством. Работа имеет следующую структуру.
После введения приводятся необходимые предварительные сведения из теорий многозначных отображе-
ний, мер некомпактности, дробного анализа, а также семейства косинус оператор-функций. Третий раздел
посвящен вспомогательным результатам. В четвертом разделе доказываются ряд лемм и главное утвер-
ждение в работе (теорема 2). В заключительном разделе в качестве примера применения полученных
результатов рассматривается обобщенная периодическая задача для полулинейных дифференциальных
включений дробного порядка α ∈ (1, 2).

Ключевые слова: топологическая структура, Rδ-множество, дифференциальное включение, дробная
производная, семейство косинус оператор-функций, многозначное отображение, уплотняющий мультио-
ператор.

G.G.Petrosyan. On the Rδ-structure of the solution set of the Cauchy problem for semilinear

differential inclusions of fractional order α ∈ (1, 2) in Banach spaces.

In this paper, we study the topological structure of a solution set to the Cauchy problem for semilinear
differential inclusions of fractional order α(1, 2) in Banach spaces. It is assumed that the linear part of the
inclusions is a linear closed operator generating a strongly continuous and uniformly bounded family of cosine
operator functions. The nonlinear part is represented by a upper semicontinuous multivalued operator of
Caratheodory type. It is established that the set of solutions to the problem is an Rδ-set.The paper has the
following structure. After the introduction, we present the necessary preliminary information from the theories
of multivalued mappings, measures of noncompactness, fractional analysis, and the family of cosine operator
functions. The third section is devoted to auxiliary results. In the next section, a number of lemmas and the
main result of the paper (Theorem 2) are proved. In the final section, as an example of applying the obtained
results, a generalized periodic problem for semilinear differential inclusions of fractional order α ∈ (1, 2) is
considered.

Keywords: topological structure, Rδ-set, differential inclusion, fractional derivative, family of cosine
operator functions, multivalued map, condensing multioperator.

MSC: 34G25, 34A08, 34A60

DOI: 10.21538/0134-4889-2025-31-4-260-280

1. Введение

В последние десятилетия происходит интенсивное развитие дробного анализа и теории
дифференциальных уравнений и включений дробного порядка. Актуальность данных разде-
лов подтверждается большим количеством приложений в математической физике, биологии,
экономике, инженерии, экологии и других областях естествознания (см., например, моногра-
фии [1;2], статью [3]). Для дифференциальных уравнений и включений с дробной производной
из интервала (0, 1) создана достаточно целостная теория. Различные начальные и краевые

1Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 25-11-00056), https://rscf.ru/project/25-11-
00056/.
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задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка α ∈ (0, 1) были рассмотрены
в работах [4–11] (см. также ссылки в них). Однако изучение задач для дифференциальных
включений дробного порядка из интервала (1, 2) не получило еще широкого распространения,
несмотря на не меньшую их эффективность и актуальность.

При исследовании краевых задач для дифференциальных уравнений и включений важную
роль играют топологические свойства множества решений. В частности, если множество реше-
ний задачи Коши обладает Rδ-структурой (см. определение 7), то с помощью оператора сдвига
вдоль траекторий решений можно эффективно решать ряд краевых задач, в том числе пери-
одические или антипериодические. Отметим, что впервые Rδ-свойство интегральной воронки
задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения в конечномерном простран-
стве было изучено в работе Н. Ароншайна [12]. В дальнейшем этот результат был развит в
различных направлениях, в том числе и на дифференциальные включения (см., например,
работы Л. Гурневича [13], В.В.Филиппова [14], а также монографии [15–17] и имеющуюся
там библиографию). Результаты настоящей работы были опубликованы в виде краткого со-
общения (без доказательств) в журнале “Доклады Российской академии наук. Математика,
информатика, процессы управления” [18].

В работе [19] была рассмотрена в сепарабельном банаховом пространстве E следующая
задача Коши:

CDα
0 x(t) ∈ Ax(t) + F (t, x(t)), t ∈ [0, a], (1.1)

x(0) = x0, x′(0) = x1, (1.2)

где CDα
0 — дробная производная Герасимова— Капуто порядка 1 < α < 2, A — линей-

ный оператор, порождающий равномерно ограниченное семейство косинус оператор-функций
{C(t)}t∈R, F : [0, a] × E ⊸ E — многозначное отображение с выпуклыми компактными зна-
чениями, а x0, x1 ∈ E наперед заданы. Для данной задачи была установлена непрерывная
зависимость множества решений от начальных данных и параметра. В настоящей работе мы
более детально опишем топологическую структуру множества решений для задачи (1.1), (1.2).
В частности, мы покажем, что множество решений задачи является Rδ-множеством. В заклю-
чительном разделе приводится пример приложения полученных результатов для обобщенной
периодической задачи.

2. Предварительные сведения

Пусть E – банахово пространство. Кратко напомним определения.

Дробным интегралом порядка α > 0 функции g : [0, a] → E называется функция Iα0 g(t) =
1

Γ(α)

∫ t

0
(t − s)α−1g(s) ds, где Γ — гамма-функция Эйлера Γ(α) =

∫ ∞

0
xα−1e−xdx (см. [1; 2]).

Дробной производной Герасимова — Капуто порядка α ≥ 0 функции g ∈ Cn([0, a];E) называ-
ется функция CDα

0 g следующего вида:

CDα
0 g(t) =

1

Γ(n− α)

t∫

0

(t− s)n−α−1g(n)(s) ds, n = [α] + 1.

Семейство ограниченных операторов {C(t)}t∈R в банаховом пространстве E называется
сильно непрерывным семейством косинус оператор-функций (см., например, [20]), если: (1)
C(0) = I; (2) C(s + t) + C(s − t) = 2C(s)C(t) для всех t, s ∈ R; (3) отображение t → C(t)x
непрерывно для всех x ∈ E.

Семейством сильно непрерывных синус оператор-функций, ассоциированным с семей-

ством косинус оператор-функций {C(t)}t∈R, называют семейство операторов {S(t)}t∈R таких,
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что

S(t)x =

t∫

0

C(s)xds, x ∈ E, t ∈ R.

Оператор A порождает семейство косинус оператор-функций {C(t)}t∈R, если

Ax =
d2

dt2
C(t)x|t=0

для всех x ∈ D(A), для которых последнее выражение корректно определено.

Многозначные отображения и меры некомпактности. Рассмотрим некоторые опре-
деления (см. работы [17;21] и [4; 5; 19]). Введем следующие обозначения:

• P (E) = {A ⊆ E : A 6= ∅} ;
• Pb(E) = {A ∈ P (E) : A — ограничено} ;
• Pv(E) = {A ∈ P (E) : A — выпукло} ;
• K(E) = {A ∈ P (E) : A — компактно} ;
• Kv(E) = Pv(E) ∩K(E).

О п р е д е л е н и е 1 (см., например, [17]). Пусть (A,≥) — частично упорядоченное мно-
жество. Функция β : Pb(E) → A называется мерой некомпактности (далее МНК) в E, если
для любого Ω ∈ Pb(E) выполняется β(co Ω) = β(Ω), где coΩ обозначает замыкание выпуклой
оболочки Ω.

Примером вещественной меры некомпактности в пространстве E является мера неком-

пактности Хаусдорфа:

χE(Ω) = inf{ε > 0, для которых Ω имеет конечную ε-сеть}.

Введем в пространстве C([0, a];E) меру некомпактности ν со значениями в конусе R
2
+. Для

ограниченного подмножества Ω ⊂ C([0, a];E) определим ν следующим образом: ν(Ω) =
(
ψ (Ω) ,

modC (Ω)
)
, где ψ — модуль послойной некомпактности ψ(Ω) = supt∈[0,a] χE({y(t) : y ∈ Ω}),

modC — модуль равностепенной непрерывности:

mod C (Ω) = lim
δ→0

sup
y∈Ω

max
|t1−t2|≤δ

‖y (t1)− y (t2)‖ .

Пусть X — метрическое пространство.

О п р е д е л е н и е 2. Многозначное отображение (мультиотображение) F : X → P (E)
называется:

• полунепрерывным сверху (п.н.св.) в точке x ∈ X, если для любого открытого множе-
ства V ⊂ E такого, что F(x) ⊂ V, существует окрестность U(x) точки x такая, что
F(U(x)) ⊂ V ;

• полунепрерывным снизу (п.н.сн.) в точке x ∈ X, если для любого открытого множества
V ⊂ E такого, что F(x) ∩ V 6= ∅, существует окрестность U(x) точки x такая, что
F(x′) ∩ V 6= ∅ для любого x′ ∈ U(x);

• непрерывным в точке x ∈ X, если оно п.н.св. и п.н.сн. в x.

О п р е д е л е н и е 3. Мультиотображение F : X ⊆ E → K(E) называется уплотняю-
щим относительно МНК β (β – уплотняющим), если для любого ограниченного множества
Ω ⊆ X, не являющегося относительно компактным, выполнено β(F(Ω)) 6≥ β(Ω).

О п р е д е л е н и е 4. Мультифункция G : [0, a] → K(E), для p ≥ 1, называется:

• Lp-интегрируемой, если она допускает Lp-интегрируемое сечение по Бохнеру, т. е. суще-
ствует функция g ∈ Lp ([0, a];E) такая, что g(t) ∈ G(t) для п. в. t ∈ [0, a];
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• Lp-интегрально ограниченной, если существует функция ξ ∈ Lp([0, a]) такая, что

‖G(t)‖ := sup {‖g(t)‖E : g(t) ∈ G(t)} ≤ ξ(t),

для п.в. t ∈ [0, a].

Множество всех Lp- интегрируемых сечений мультифункции G : [0, a] → K(E) обозначим
через Sp

G.

О п р е д е л е н и е 5. Последовательность функций {ξn} ⊂ Lp([0, a];E) называется Lp-
полукомпактной, если она Lp-интегрально ограничена и множество {ξn(t)} относительно ком-
пактно в E для п.в. t ∈ [0, a].

Лемма 1 [17, предложение 4.2.1]. Всякая Lp-полукомпактная последовательность {ξn}
слабо компактна в L1([0, a];E).

Лемма 2 [17, теорема 4.2.1]. Пусть последовательность функций {ξn} ⊂ L1([0, a];E) яв-

ляется L1-ограниченной и

χE({ξn} (t)) ≤ v(t) п.в. t ∈ [0, a] (2.1)

для всех n = 1, 2, . . ., где v ∈ L1
+([0, a]). Тогда для любого δ > 0 существуют компактное

множество Kδ ⊂ E, множество mδ ⊂ [0, a] с мерой Лебега meas(m)δ < δ и множество

функций Gδ ⊂ L1([0, a];E) со значениями в Kδ такие, что для каждого n ≥ 1 существует

функция bn ∈ Gδ, для которой

‖ξn(t)− bn(t)‖E ≤ 2v(t) + δ, t ∈ [0, a] \mδ.

Более того, последовательность {bn} может быть выбрана так, что bn ≡ 0 на mδ, и эта

последовательность слабо компактна.

Лемма 3 [17, теорема 4.2.3]. Пусть E — сепарабельное банахово пространство и

G : [0, τ ] → K(E) — L1-интегрируемая и L1-интегрально ограниченная мультифункция, та-

кая что

χE(G(t)) ≤ v(t) п.в. t ∈ [0, τ ],

где χE — МНК Хаусдорфа в E и v(·) ∈ L1
+([0, τ ]). Тогда χE

(∫ τ

0
G(s) ds

)
≤
∫ τ

0
v(s) ds.

Если G сильно измерима и Lp интегрально ограничена, то она Lp интегрируема. Для Lp-
интегрируемой мультифункции G определен многозначный интеграл

t∫

0

G(s)ds :=

{ t∫

0

g(s)ds : g ∈ Sp
G

}
,

для любого t ∈ [0, a].

О п р е д е л е н и е 6. Метрическое пространство X называется стягиваемым, если су-
ществуют точка x0 ∈ X и непрерывное отображение (гомотопия) h : [0, 1]×X → X, такие что
h(0, x) = x и h(1, x) = x0 для всех x ∈ X.

Очевидно, что выпуклые и звездообразные множества стягиваемы.

О п р е д е л е н и е 7 (см., например, [22]).] Компактное метрическое пространство A на-
зывается Rδ-множеством, если существует убывающая последовательность компактных стя-
гиваемых множеств {An}, таких что

A =
⋂

n≥1

An.

Отметим, что Rδ-множество в общем случае не является стягиваемым (см. пример в [15]).
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3. Вспомогательные результаты

Будем полагать, что мультиотображение F : [0, a]×E → Kv(E) удовлетворяет следующим
условиям:

(F1) для каждого x ∈ E мультифункция F (·, x) : [0, a] → Kv (E) допускает измеримое сече-
ние;

(F2) для п.в. t ∈ [0, a] мультиоператор F (t, ·) : E → Kv (E) п.н.св.;

(F3) для каждого r > 0 существует функция ωr ∈ L∞([0, a]) такая, что для каждого x ∈ E с
‖x‖E ≤ r, мы имеем

‖F (t, x)‖E ≤ ωr(t),

для п.в. t ∈ [0, a];

(F4) существует функция µ ∈ L∞([0, a]) такая, что для каждого ограниченного множества
Q ⊂ E мы имеем

χE(F (t,Q)) ≤ µ(t)χE(Q),

для п.в. t ∈ [0, a], где χE — мера некомпактности Хаусдорфа в E.

На оператор A мы наложим условие

(A) A : D(A) ⊆ E → E — линейный замкнутый оператор, порождающий равномерно огра-
ниченное и сильно непрерывное семейство косинус оператор-функций {C(t)}t≥0.

Обозначим через M = sup {‖C(t)‖ ; t ∈ [0;+∞)} .
Задача (1.1), (1.2) разрешается по следующей схеме. Для x ∈ C([0, τ ];E), τ ∈ (0, a], рас-

сматривается мультифункция

ΦF : [0, τ ] → Kv(E), ΦF (t) = F (t, x(t)).

Из условий (F1)–(F3) следует (см., например, [17, теорема 1.3.5]), что мультифункция ΦF

является Lp-интегрируемой для всех p ≥ 1. Затем вводится в рассмотрение суперпозиционный
мультиоператор P∞

F : C([0, τ ];E) ⊸ L∞([0, τ ];E), определенный как

P∞
F (x) = S∞

ΦF
.

Интегральным решением задачи Коши (1.1), (1.2) на промежутке [0, τ ], τ ∈ (0, a], назы-
вается функция x ∈ C([0, τ ];E), которая может быть представлена как

x(t) = G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)f(s)ds, t ∈ [0, τ ],

где f ∈ P∞
F (x), q =

α

2
и

G(t) =
∞∫

0

ξq(θ)C(tqθ)dθ, K(t) =

t∫

0

G(s)ds, T (t) = q

∞∫

0

θξq(θ)S(t
qθ)dθ,

ξq(θ) =
1

q
θ−1− 1

qΨq(θ
−1/q), Ψq(θ) =

1

π

∞∑

n=1

(−1)n−1θ−qn−1Γ(nq + 1)

n!
sin(nπq), θ ∈ (0,+∞).

З а м е ч а н и е 1 (см. [3, с. 30, формула (A.40)]).

ξq (θ) ≥ 0,

∞∫

0

ξq (θ) dθ = 1,

∞∫

0

θξq (θ)dθ =
1

Γ(q + 1)
.
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Лемма 4 [23, лемма 3.2]. Оператор-функции G, K и T удовлетворяют следующим усло-

виям:

1) для каждого t ∈ [0, a], G(t), K(t) и T (t) — линейные операторы, более того, для каждого

x ∈ E справедливы оценки

‖G(t)x‖E ≤M ‖x‖E , ‖K(t)x‖E ≤M ‖x‖E t, ‖T (t)x‖E ≤ M

Γ(2q)
‖x‖E tq;

2) оператор-функции G(·),K(·) и tq−1T (·) сильно непрерывны, т.е. функции t ∈ [0, a] →
G(t)x, t ∈ [0, a] → K(t)x и t ∈ [0, a] → tq−1T (t)x непрерывны для каждого x ∈ E.

Введем в рассмотрение интегральный оператор S : L∞([0, τ ];E) → C([0, τ ];E), заданный
по формуле

S(φ)(t) =

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)φ(s)ds.

Разрешимость задачи (1.1), (1.2) во многом обеспечивается за счет следующих утверждений
относительно оператора S.

Лемма 5 [24, лемма 4]. Пусть последовательность {ηn} ⊂ Lp([0, τ ];E), где 1/q < p ≤ ∞,
ограничена и ηn ⇀ η0 в L1([0, τ ];E). Тогда S (ηn)⇀ S (η0) в C([0, τ ];E).

Лемма 6 [24, лемма 6]. Оператор S обладает свойствами

(S1) если 1/q < p <∞, то существует константа C ≥ 0 такая, что

‖S(ξ)(t)− S(η)(t)‖E ≤ C

t∫

0

‖ξ(s)− η(s)‖E ds, ξ, η ∈ L1([0, τ ];E);

(S2) для каждого компактного множества N ⊂ E и ограниченной последовательно-

сти {ηn} ⊂ L1([0, τ ];E) такой, что {ηn(t)} ⊂ N для п.в. t ∈ [0, τ ], слабая сходимость ηn ⇀ η0
в L1([0, τ ];E) влечет сходимость S(ηn) → S(η0) в C([0, τ ];E).

В дальнейшем нам будет полезна следующая лемма.

Лемма 7. Пусть {ξn} является L∞-полукомпактной последовательностью в простран-

стве L∞([0, τ ];E). Тогда множество {Sξn} компактно в пространстве C([0, τ ];E).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду оценки для оператор-функций T (t) из первого пункта
леммы 4 мы получаем, что последовательность {Sξn} ограничена. В то же время из лем-
мы 2 следует, что для любого δ > 0 существуют компактное множество Kδ ⊂ E, множе-
ство mδ ⊂ [0, τ ] с лебеговой мерой meas(mδ) < δ и множество функций Υδ ⊂ L1([0, τ ];E) со
значениями в Kδ, такие что для всех n ≥ 1 существуют функции bn ∈ Υδ, для которых

‖ξn(t)− bn(t)‖E ≤ δ, t ∈ [0, τ ] \mδ.

Положим, что каждая функция bn равна нулю на mδ, тогда мы получим функ-
ции bn ∈ L∞([0, τ ];E), удовлетворяющие оценке

‖bn(t)‖ ≤ v(t) + δ п.в. t ∈ [0, τ ],

где v(·) — функция из формулы (2.1).

Применяя лемму 1 и условие (S2) из леммы 6, мы получаем компактность последователь-
ности {Sbn} в пространстве C([0, τ ];E).
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Теперь, снова используя оценку для оператор-функций T (t) из первого пункта леммы 4,
мы для всех t ∈ [0, τ ] и n = 1, 2, . . . , имеем

‖Sξn(t)− Sbn(t)‖ =

∥∥∥∥

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)(ξn(s)− bn(s)) ds

∥∥∥∥

≤
∥∥∥∥

∫

[0,t]∩mδ

(t− s)q−1T (t− s)ξn(s) ds

∥∥∥∥+
Mδ

Γ(2q)

∫

[0,t]\mδ

(t− s)2q−1 ds

≤ M

Γ(2q)

( ∫

[0,t]∩mδ

(t− s)2q−1v(s) ds + δ

t∫

0

(t− s)2q−1 ds

)

≤ M

Γ(2q)

(
‖v‖L∞

∫

[0,t]∩mδ

(t− s)2q−1 ds+
δτ2q

2q

)
.

Для заданного ε > 0 возьмем κ > 0 таким, что
κ2q

2q
<
ε

2
, и подберем δ > 0 настолько малым,

что
δτ2q

2q
< ε и

δ

κ2q
<
ε

2
. Тогда, если t ≤ κ, мы имеем

∫

[0,t]∩mδ

(t− s)2q−1 ds ≤ κ2q

2q
<
ε

2
.

Если же t > κ, то справедлива оценка

∫

[0,t]∩mδ

(t− s)2q−1 ds ≤
∫

[0,t−κ]∩mδ

(t− s)2q−1 ds +

t∫

t−κ

(t− s)2q−1 ds ≤ δ

κ2q
+
κ2q

2q
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Таким образом, мы получаем

‖Sξn − Sbn‖C ≤ M

Γ(2q)
(‖v‖L∞ + 1)ε,

т. е. последовательность {Sbn} образует компактную
M

Γ(2q)
(‖v‖L∞ + 1)ε-сеть для {Sξn}, что и

доказывает компактность последовательности {Sξn}.
Лемма доказана.

Далее вводится в рассмотрение многозначное отображение G : C([0, τ ];E) ⊸ C([0, τ ];E),
заданное как

G(x) = g0 + S ◦ P∞
F (x), t ∈ [0, τ ],

где оператор g0 определен по формуле g0(t) = G(t)x0 +K(t)x1.
Функция x ∈ C([0, τ ];E) является интегральным решением задачи (1.1), (1.2) на промежут-

ке [0, τ ] тогда и только тогда, когда она является неподвижной точкой мультиоператора G,
т. е. x ∈ G(x).

Если выполняются условия (A), (F1)–(F4), то можно доказать локальную теорему суще-
ствования решений задачи (1.1), (1.2). Для доказательства глобальной теоремы существования
решений необходимо условие (F3) заменить на

(F ′3) существует функция ζ ∈ L∞
+ ([0, a]) такая, что

‖F (t, x)‖E ≤ ζ(t)(1 + ‖x‖E) для п.в. t ∈ [0, a].



О Rδ-структуре множества решений задачи Коши 267

Из результатов работы [25] (теоремы 1 и 2) вытекает следующее утверждение.

Теорема 1. При выполнении условий (A), (F1), (F2), (F ′3), (F4) множество решений за-

дачи (1.1), (1.2) является непустым компактным подмножеством пространства C([0, a];E).

О п р е д е л е н и е 14. Будем говорить, что задача (1.1), (1.2) удовлетворяет условию (Q),
если

(Q1) ΣF
x0,x1

[0, a] — непустое компактное подмножество C([0, a];E);

(Q2) выполняется условие продолжимости решений

ΣF
x0,x1

[0, τ ] = ΣF
x0,x1

[0, a]|[0,τ ]

для любого τ ∈ (0, a].

З а м е ч а н и е 2. В работе [19, теорема 2] было доказано, что при выполнении условий
(A), (F1), (F2), (F ′3), (F4) справедливо и условие (Q).

4. Основные результаты

Наша цель в настоящей работе — более детально изучить топологическую структуру мно-
жества ΣF

x0,x1
[0, a]. Предположим, что условия (A), (F1)–(F4) и (Q) выполнены.

Рассмотрим компактное множество

Z =
{
(t, y)| ∃ x ∈ ΣF

x0,x1
[0, a], x(t) = y

}

в метрическом пространстве [0, a]×E. Для r > 0 определим функцию Урысона κ : [0, a]×E →
[0, 1] :

κ(t, y) =

{
1, если (t, y) ∈W r(Z),
0, если (t, y) /∈W2r(Z),

где W ε обозначает замыкание ε-окрестности множества. Рассмотрим мультиотображение F̃ :
[0, a] × E → Kv(E), определенное как

F̃ (t, x) = κ(t, y)F (t, x). (4.1)

В дальнейшем нам понадобится следующий вспомогательный результат, проверка которого
повторяет доказательство леммы 5.1.2 из [17].

Лемма 8. При выполнении условий (A), (F1)–(F4) и (Q) мультиоператор F̃ : [0, a]×E →
Kv(E) также подчиняется условиям (F1)–(F4). Более того,

ΣF̃
x0,x1

[0, a] = ΣF
x0,x1

[0, a].

Итак, переопределив мультиотображение F по формуле (4.1) и применив лемму 8, мы мо-
жем без ограничения общности предположить, что F удовлетворяет следующему глобальному

условию интегральной ограниченности:

(F ′′3)
‖F (t, x)‖E ≤ γ(t) для п.в. t ∈ [0, a], x ∈ E,

для заданной функции γ ∈ L∞
+ ([0, a]).

Лемма 9. При выполнении вышеуказанных условий, а также оценки

c =
a2qMl

Γ(2q + 1)
< 1, (4.2)
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где l = max{‖µ‖∞ , ‖γ‖∞}, существует непустое компактное выпуклое множество X ⊂
C([0, a];E), такое что

x(0) = x0, x′(0) = x1 для всех x ∈ X;

G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)α−1T (t− s) coF (s,X(s))ds ⊆ X(t) для всех t ∈ [0, a];

ΣF
x0,x1

[0, a] ⊂ X,

где X(t) = {x(t) : x ∈ X, t ∈ [0, a]} .
Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что решение x задачи (1.1), (1.2) подчиняется оценке

‖x‖C([0,a];E) ≤ N,

где

N =M
(
‖x0‖E + a ‖x1‖E +

‖γ‖∞ a2q

Γ(2q + 1)

)
.

Теперь построим убывающую последовательность замкнутых выпуклых множеств

{Xn}∞n=1 ⊂ C([0, T ];E)

в соответствии со следующим индуктивным подходом. Пусть

X0 =
{
x ∈ C([0, a];E) : x(0) = x0, x

′(0) = x1, ‖x‖C([0,a];E) ≤ N
}
,

а Xn = Y n, n ≥ 1, где

Y n =

{
y ∈ C([0, a];E) : y(t) = G(t)x0 +K(t)x1+

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)f(s)ds, f ∈ P∞
coF (·,Xn−1(·))

}
.

Заметим, что Xn, n ≥ 1 непусты, поскольку ΣF
x0,x1

[0, a] ⊂ Xn для всех n ≥ 0.

В пространстве C([0, a];E) введем МНК:

ψ(Ω) = sup
t∈[0,a]

χE({z(t) : z ∈ Ω}).

Отметим, что ψ является монотонной и несингулярной. Из условия (F3) для всех 0 ≤ s ≤
t ≤ a следует оценка

χE

(
T (t− s) coF

(
s,Xn−1 (s)

))

≤ ‖T (t− s)‖χE

(
coF

(
s,Xn−1 (s)

))
≤ (t− s)qM

Γ(2q)
χE

(
F
(
s,Xn−1 (s)

))

≤ (t− s)qM

Γ(2q)
µ(s)χE

(
Xn−1 (s)

)
≤ (t− s)qM

Γ(2q)
µ(s)ψ

(
Xn−1

)
.

Используя оценку для оператор-функций T (t) из первого пункта леммы 4 и (F ′′3) получа-
ем, что при каждом t ∈ [0, a], мультифункция

s⊸ T (t− s) coF
(
s,Xn−1 (s)

)
, s ∈ [0, t],
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интегрируема и п.в. ограничена. Тогда, применяя лемму 3, для каждого t ∈ [0, a] имеем

χE (Y n (t)) = χE

(
G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s) coF
(
s,Xn−1 (s)

)
ds

)

= χE

( t∫

0

(t− s)q−1T (t− s) coF
(
s,Xn−1 (s)

)
ds

)

≤ M ‖µ‖∞
Γ(2q)

t∫

0

(t− s)2q−1ψ
(
Xn−1

)
ds =

M ‖µ‖∞
Γ(2q)

ψ
(
Xn−1

)
t∫

0

(t− s)2q−1ds

=
M ‖µ‖∞
Γ(2q)

ψ
(
Xn−1

) t2q
2q

≤ a2qM ‖µ‖∞
Γ(2q + 1)

ψ
(
Xn−1

)
.

Таким образом, мы пришли к оценке ψ (Y n) ≤ cψ
(
Xn−1

)
, где c < 1 из (4.2). Следовательно,

ψ (Xn) ≤ cψ
(
Xn−1

)
и ψ (Xn) → 0 при n→ ∞.

Рассмотрим множество X̃ =
⋂

n≥1X
n. Из свойства монотонности МНК ψ следует, что

ψ
(
X̃
)
= 0, и поэтому χE

(
X̃(t)

)
= 0 для всех t ∈ [0, a].

Более того, из условия (F4) следует равенство

χE

(
F
(
t, X̃ (t)

))
= 0 для всех t ∈ [0, a],

и затем, применяя (F ′′3), получаем, что каждая последовательность {fn} ⊂ P∞
coF (·,X̃(·)) полу-

компактна в L∞([0, a];E).

Теперь определим X ⊆ X̃ по формуле

X =

{
y ∈ C([0, T ];E) : y(t) = G(t)x0+K(t)x1+

t∫

0

(t−s)q−1T (t−s)f(s)ds, f ∈ P∞
coF (·,X̃(·))

}
. (4.3)

Согласно лемме 7 мы получаем, что X — компактное множество.

Лемма доказана.

Рассмотрим метрический проектор Pr : [0, a]× E → Kv(E),

P r(t, x) = {y ∈ X(t), ‖x− y‖ = dist(x,X(t))}

и мультиоператор F̂ : [0, a] × E → Kv(E),

F̂ (t, x) = coF (t, Pr (t, x)) .

Лемма 10 [17, лемма 5.3.2]. Мультиоператор F̂ удовлетворяет условиям (F1), (F2),
(F ′′3), (F4).

Из леммы 10 следует, что множество интегральных решений ΣF̂
x0,x1

[0, a] задачи

Dαx(t) ∈ Ax(t) + F̂ (t, x(t)), t ∈ [0, a], x(0) = x0, x′(0) = x1,

непусто и компактно, и, более того, можно установить следующее утверждение.

Лемма 11. ΣF̂
x0,x1

[0, a] = ΣF
x0,x1

[0, a].



270 Г. Г.Петросян

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, пусть x ∈ ΣF̂
x0,x1

. Тогда

x(t) ∈ G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)F̂ (s, x(s))ds

= G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s) coF (s, Pr(s, x(s)))ds

⊆ G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s) coF (s,X(s))ds ⊂ X(t),

поэтому Pr(t, x(t)) = {x(t)}. Таким образом, мы имеем

x(t) = G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)f(s)ds,

где f ∈ SF̂ (·,x(·)) = SF (·,x(·)), и, следовательно, x ∈ ΣF
x0,x1

. Включение ΣF
x0,x1

⊆ ΣF̂
x0,x1

легко

получается благодаря тому факту, что ΣF
x0,x1

⊂ X.
Лемма доказана.

Далее, следуя [17, лемма 5.3.4], мы можем аналогичным образом доказать следующее.
Лемма 12. Существует последовательность мультиоператоров {Fn}∞n=1 , Fn : [0, a] ×

E → Kv(E), такая что

(i) каждый мультиоператор Fn(t, ·) : E → Kv(E), n ≥ 1, является непрерывным для по-

чти всех t ∈ [0, a];

(ii) F̂ (t, x) ⊂ . . . ⊂ Fn+1(t, x) ⊂ Fn(t, x) ⊂ coF (t,X (t)) , n ≥ 1;

(iii) F̂ (t, x) =
⋂

n≥1 Fn(t, x);

(iv) для любого n ≥ 1 существует селектор gn(t, x) ∈ Fn(t, x) такой, что gn(·, x) измеримо

для каждого x ∈ E и gn(t, ·) для п.в. t ∈ [0, a] удовлетворяют локальному условию

Липшица, т. е. для каждого x ∈ E существуют открытая окрестность Ux ⊂ E и

константа kx > 0 такая, что для всех x′, x′′ ∈ Ux мы имеем

‖gn(t, x′)− gn(t, x
′′)‖ ≤ γ(t)kx‖x′ − x′′‖,

где γ(·) — функция из условия (F ′′3).

Теперь, согласно леммам 11 и 12 можно установить главный результат настоящей статьи.
Теорема 2. При выполнении условий

(A), (F1), (F2), (F ′3), (F4), (Q)

множество ΣF
x0,x1

[0, a] является Rδ-множеством в пространстве C([0, a];E).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Из условий (i), (ii) и (iv) леммы 12 следует, что все мультиопера-

торы Fn удовлетворяют условиям (F1)–(F4), и поэтому каждое множество ΣFn
x0,x1

[0, a], n ≥ 1,

является непустым компактом. Покажем, что каждое множество ΣFn
x0,x1

[0, a], n ≥ 1, является
стягиваемым.

Действительно, возьмем произвольное xn ∈ ΣFn
x0,x1

[0, a], и пусть fn ∈ P∞
Fn

(xn) таково, что

xn(t) = G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)fn(s) ds.
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Для заданного 0 ≤ λ ≤ 1 определим оператор Bλ
n : C([0, a];E) → C([0, a];E) по формуле

Bλ
nz(t) =





G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)fn(s) ds, 0 ≤ t ≤ λa,

xn(λa) +

t∫

λa

(t− s)q−1T (t− s)gn(s, z(s)) ds, λa ≤ t ≤ a.

Заметим, что оператор Bλ
n преобразует в себя множество X. Возьмем z(·) ∈ X. Отображе-

ние gn(t, z(t)) является сечением Fn(t, z(t)) ⊂ coF (t,X(t)), поэтому функция

φn(t) =

{
fn(t), 0 ≤ t ≤ λa;

gn(t, z(t)), λa ≤ t ≤ a,

}

также является сечением coF(t,X(t)). Последнее означает, что значения оператора Bλ
n, которые

могут быть определены с помощью функции φn, по формуле

Bλ
nz(t) = G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)φn(s) ds,

принадлежат множеству X (см. (4.3) в доказательстве леммы 9).
Далее, поскольку X компактно, множество X ⊂ E, X =

⋃
t∈[0,a]X(t) также компактно, и

мы можем предположить, что отображение gn(t, x) для п.в. t ∈ [0, a] липшецево по второму
аргументу на X с коэффициентом γ(t)kn > 0.

Введем в пространстве C([0, a];E) эквивалентную норму ‖x‖∗ = supt∈[0,a] e
−ξt ‖x(t)‖ , где

константа ξ > 0 выбрана таким образом, что

L :=
Mkn‖γ‖∞
Γ(1 + 2q)

sup
t∈[0,a]

( t∫

0

(t− s)2q−1e−ξ(t−s)ds

)
< 1.

Теперь покажем, что оператор Bλ
n — сжимающий на множестве X относительно нормы ‖·‖∗.

Используя свойство (iv) из леммы 12, мы для произвольных z, z из X и t ∈ [0, a] имеем

e−ξt
∥∥∥Bλ

nz(t)− Bλ
nz(t)

∥∥∥
E

≤ e−ξt

∥∥∥∥

t∫

λa

(t− s)q−1T (t− s)(gn(s, z(s)) − gn(s, z
′(s)))ds

∥∥∥∥
E

≤ M

Γ(2q)
e−ξt

t∫

λa

(t− s)2q−1 ‖gn(s, z(s)) − gn(s, z(s))‖E ds

≤ M

Γ(2q)
e−ξt

t∫

λa

(t− s)2q−1‖γ‖∞kneξse−ξs ‖z(s)− z(s)‖E ds

≤ Mkn‖γ‖∞
Γ(1 + 2q)

‖z − z‖∗ sup
t∈[0,a]

( t∫

0

(t− s)2q−1e−ξ(t−s)ds

)
< L ‖z − z‖∗ .

Таким образом, Bλ
n имеет единственную неподвижную точку zλn ∈ X, которая принадле-

жит ΣFn
x0,x1

[0, a]. Поскольку оператор Bλ
n непрерывно зависит от xn и λ, функция zλn также
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непрерывно зависит от xn и λ. Следовательно, отображение h : [0, 1]×ΣFn
x0,x1

[0, a] → ΣFn
x0,x1

[0, a],

определенное по формуле h(λ, xn) = zλn, является непрерывным. Теперь заметим, что z1n = xn,
т. е. h — гомотопия на ΣFn

x0,x1
[0, a] между тождественным отображением h(1, ·) и постоянным

отображением h(0, xn) ≡ z0n. Это означает, что множество ΣFn
x0,x1

[0, a] стягиваемое.
Далее докажем равенство

ΣF
x0,x1

[0, a] =
⋂
n≥1

ΣFn
x0,x1

[0, a]. (4.4)

Из леммы 11 следует, что достаточно показать, что

ΣF̂
x0,x1

[0, a] =
⋂
n≥1

ΣFn
x0,x1

[0, a]. (4.5)

Очевидно, что

ΣF̂
x0,x1

[0, a] ⊂ ⋂
n≥1

ΣFn
x0,x1

[0, a].

Докажем обратное включение. Возьмем x ∈ ⋂n≥1 Σ
Fn
x0,x1

[0, a], тогда для всех n ≥ 1 мы имеем

x(t) = G(t)x0 +K(t)x1 +

∫ t

0
(t− s)q−1T (t− s)fn(s)ds, fn ∈ P∞

Fn
(x). (4.6)

Поскольку последовательность {fn} является L∞-полукомпактной, в силу леммы 7 без ограни-
чения общности можно предположить, что fn ⇀ f0 в L1([0, a];E). Тогда по лемме Мазура (см.,
например, [21]) существует двойная последовательность неотрицательных чисел {λik}∞i=1

∞
k=1

такая, что для всех i ≥ 1:
∑∞

k=i λik = 1, λik = 0 для всех k ≥ k0(i) и последовательность
линейных комбинаций

f i =
∞∑

k=i

λikfk

сходится в L1([0, a];E) к функции f0. Из последовательности
{
f i
}

можно извлечь подпосле-

довательность, сходящуюся к f0 для п.в. t ∈ [0, a]. Так как каждое f i подчиняется оценке

‖f i(t)‖ ≤ v(t) п.в. t ∈ [0, a],

этой же оценке подчиняется предельная функция f0, и поэтому она принадлежит пространству
L∞([0, a];E).

Поскольку множества Fi(t, x) выпуклы и компактны, учитывая включения из п. (ii) леммы
12, мы для всех i ≥ 1 имеем f i(t) ∈ Fi(t, x(t)) п.в. t ∈ [0, a], откуда следует, что f i(t) ∈
Fn(t, x(t)) п.в. t ∈ [0, a] для всех i ≥ n. Но тогда для предельной функции f0 мы получаем, что

f0(t) ∈
⋂
n≥1

Fn(t, x(t)) = F̂ (t, x(t)) п.в. t ∈ [0, a],

т. е. f0 ∈ P∞
F̂
[0, a].

По лемме 5 Sfn ⇀ Sf0 в C([0, a];E), но по лемме 7 последовательность {Sfn} компактна,
поэтому Sfn → Sf0 в C([0, a];E).

Теперь, переходя к пределу в равенстве (4.6), мы получим

x(t) = G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)f0(s)ds,

поэтому x ∈ ΣF̂
x0,x1

[0, a], следовательно, справедливо равенство (4.5), а это значит, что выпол-
няется равенство (4.4).

Теорема доказана.
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5. Пример. Обобщенная периодическая задача

Рассмотрим в сепарабельном банаховом пространстве E краевую задачу для дифференци-
ального включения (1.1):

CDα
0 x(t) ∈ Ax(t) + F (t, x(t)), t ∈ [0, a],

со следующими обобщенным периодическим условием для решения и начальным условием
для его производной:

x(0) = kx(a), x′(0) = x1, (5.1)

где k — положительная константа.
В теории дробного интегро-дифференцирования особую и важную роль играет функция

Миттаг-Леффлера, являющаяся обобщением экспоненциальной функции.
О п р е д е л е н и е 15. Функция вида

Eα,β(z) =

∞∑

n=0

zn

Γ(αn + β)
, α > 0, z, β ∈ C,

называется функцией Миттаг–Леффлера.
Нам понадобятся следующие соотношения (см. [26])

Eα,γ(z) =
1

Γ(γ)
+ zEα,γ+α(z), (5.2)

Eα,γ(z) + Eα,γ(−z) = 2E2α,γ(z
2), (5.3)

Eα,γ(z)− Eα,γ(−z) = 2zE2α,α+γ(z
2), (5.4)

( d
dz

)n
(zγ−1Eα,γ(λz

α)) = zγ−n−1Eα,γ−n(λz
α), (5.5)

z∫

0

tγ−1Eα,γ(λt
α)dt = zγEα,γ+1(λz

α). (5.6)

З а м е ч а н и е 3. Справедливы следующие равенства:

∞∫

0

ξq (θ) e
−
√
λtqθdθ = Eq,1(−

√
λtq),

∞∫

0

qθξq (θ) e
−
√
λtqθdθ = Eq,q(−

√
λtq).

Первое равенство можно найти в других обозначениях в [3, с. 30, формула (A.37)]. Второе
равенство получается из первого дифференцированием обеих частей по переменной t и после-
дующим применением для правой части формул (5.5) и (5.2).

Лемма 13. Пусть семейство косинус оператор-функций {C(t)}t∈R+
сильно непрерывно.

Тогда для каждого t ∈ R+ справедливы неравенства

‖G(t)‖ ≤ Eα,1(λt
α),

‖K(t)‖ ≤ tEα,2(λt
α),

‖T (t)‖ ≤ tqEα,α(λt
α).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как семейство косинус оператор-функций {C(t)}t∈R+
сильно

непрерывно, по теореме 2.5 из [20] существует константа λ ≥ 0 такая, что ‖C(t)‖ ≤ ch
√
λt.

Тогда, учитывая замечание 3 и формулу (5.3), для G(t) имеем

‖G(t)‖ =

∥∥∥∥

∞∫

0

ξq(θ)C(tqθ)dθ

∥∥∥∥ ≤
∞∫

0

ξq(θ)‖C(tqθ)‖dθ ≤
∞∫

0

ξq(θ) ch(
√
λtqθ)dθ

=
1

2

∞∫

0

ξq(θ)
(
e
√
λtqθ + e−

√
λtqθ
)
dθ ≤ 1

2

( ∞∫

0

ξq(θ)e
√
λtqθdθ +

∞∫

0

ξq(θ)e
−
√
λtqθdθ

)

=
Eq,1(

√
λtq) + Eq,1(−

√
λtq)

2
= Eα,1(λt

α).

Используя последнюю оценку для K(t) и формулу (5.6), получаем

‖K(t)‖ ≤
t∫

0

‖G(s)‖ds ≤
t∫

0

Eα,1(λs
α)ds = tEα,2(λt

α).

Снова применяя замечание 3 и формулу (5.4), перейдем к оценке нормы T (t):

‖T (t)‖ =

∥∥∥∥

∞∫

0

qθξq(θ)S(t
qθ)dθ

∥∥∥∥ ≤
∞∫

0

qθξq(θ)‖S(tqθ)‖dθ ≤
∞∫

0

qξq(θ)
sh(

√
λtqθ)√
λtq

dθ

=
1

2
√
λtq

∞∫

0

qθξq(θ)
(
e
√
λtqθ − e−

√
λtqθ
)
dθ

≤ 1

2
√
λtq

( ∞∫

0

qθξq(θ)e
√
λtqθdθ −

∞∫

0

qθξq(θ)e
−
√
λtqθdθdθ

)

=
Eq,q(

√
λtq)− Eq,q(−

√
λtq)

2
√
λtq

= tqEα,α(λt
α).

Нам потребуются следующие понятия (см. [15]).

О п р е д е л е н и е 16. Пусть X – метрическое пространство. П.н.св. мультиотображение
F : X → K(E) называется J-мультиотображением, если для каждого x ∈ X множество F(x)
обладает Rδ свойством.

О п р е д е л е н и е 17. Мультиотображение F : X → K(E) называется CJ-мультиотоб-
ражением, если существуют банахово пространство E′, J-мультиотображение F ′ : X → K(E′)
и непрерывное отображение θ : E′ → E такие, что F может быть представлено в виде компо-
зиции F = θ ◦ F ′.

Имеет место следующая теорема о неподвижной точке (см. следствие 3.4.3 из [17]).

Теорема 3. Пусть M — выпуклое замкнутое подмножество банахова пространства E
и F : M → K(M) — CJ-мультиотображение, являющееся (l, χE)–уплотняющим для неко-

торого 0 ≤ l < 1, т. е.

χE(F(Ω)) ≤ l χE(Ω)

для каждого Ω ⊂ M. Тогда существует точка x∗ ∈ M такая, что x∗ ∈ F(x∗).
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Введем в рассмотрение мультиоператор сдвига вдоль траекторий дифференциального
включения (1.1) Pa : D ⊂ E ⊸ E, определенный как

Pa(x0) =
{
y(a) : y ∈ ΣF

x0,x1
[0, a]

}
,

где D ⊂ E — открытое множество.
Заметим, что мультиоператор Pa может быть представлен в виде Pa = θ ◦ Σ, где Σ: D ⊸

C([0, a];E), Σ(x0) = ΣF
x0,x1

[0, a] и θ : C([0, a];E) → E, θ(y) = y(a) — непрерывное отображение.
Из теоремы 2 следует, что мультиоператор Pa является CJ-мультиотображением. Благо-

даря этому мы можем доказать существование решения задачи (1.1), (5.1), воспользовавшись
теоремой 3. Последние рассуждения реализуются в следующих утверждениях.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (A), (F1)–(F4), (Q) и дополнительно условия

‖µ‖∞
λ

<
1

Eα,1(λaα)− 1
,

l =
kEα,1(λa

α)

1− ‖µ‖∞
λ

(Eα,1(λaα)− 1)

< 1,

тогда мультиоператор kPa является (l, χE)-уплотняющим.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Ω ⊂ D — непустое ограниченное множество. Для
0 ≤ t ≤ a определим множество

Σ(Ω)(t) =
{
y(t) : y ∈ ΣF

x0,x1
[0, a], x ∈ Ω

}
.

Очевидно, что в этом случае Σ(Ω)(0) = Ω и

Σ(Ω)(t) ⊆ G(t)Ω +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)F (s,Σ(Ω)(s))ds, 0 ≤ t ≤ a.

Поскольку множество Σ(Ω)[0, a] ⊂ C([0, a];E) — ограничено, по теореме 4.2.4 из [17] функ-
ция t ∈ [0, a] → χE(Σ(Ω)(t)) является измеримой и существенно ограниченной.

Применяя свойства меры некомпактности χE и лемму 13, получим оценки

χE (Σ(Ω)(t)) ≤ χE

(
G(t)Ω +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)F (s,Σ(Ω)(s))ds

)

≤ ‖G(t)‖χE(Ω) +

t∫

0

(t− s)q−1 ‖T (t− s)‖ ‖µ‖∞χE(Σ(Ω)(s))ds

≤ Eα,1(λt
α)χE(Ω) +

t∫

0

(t− s)q−1(t− s)qEα,α(λ(t− s)α)‖µ‖∞ sup
s∈[0,a]

χE(Σ(Ω)(s))ds

≤ Eα,1(λa
α)χE(Ω) + ‖µ‖∞ sup

t∈[0,a]
χE(Σ(Ω)(t))

a∫

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)ds.

Для дальнейшей оценки вычислим интеграл в последнем выражении с помощью форму-
лы (5.6):

a∫

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)ds = −
a∫

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)d(a − s)

=

a∫

0

yα−1Eα,α(λy
α)dy = aαEα,α+1(λa

α).
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Теперь, замечая, что если мы возьмем γ = 1 в формуле (5.2), мы получим

Eα,1(λa
α) =

1

Γ(1)
+ λaαEα,α+1(λa

α) = 1 + λaαEα,α+1(λa
α).

Следовательно, справедливы равенства

a∫

0

(a− s)α−1Eα,α(λ(a− s)α)ds = aα
1

λaα
(Eα,1(λa

α)− 1) =
1

λ
(Eα,1(λa

α)− 1) .

Продолжая оценку, имеем

sup
t∈[0,a]

χE (Σ(Ω)(t)) ≤ Eα,1(λa
α)χE(Ω) + ‖µ‖∞ sup

t∈[0,a]
χE(Σ(Ω)(t))

1

λ
(Eα,1(λa

α)− 1) .

Преобразовывая последнее, мы получим неравенство

sup
t∈[0,a]

χE (Σ(Ω)(t)) ≤ Eα,1(λa
α)

1− ‖µ‖∞
λ

(Eα,1(λaα)− 1)

χE(Ω).

Теперь, мы можем установить требуемую оценку МНК χE для образа Ω при действии
оператора kPa

χE(kPa(Ω)) = kχE (Σ(Ω)(a))≤ k sup
t∈[0,a]

χE (Σ(Ω)(t))≤ kEα,1(λa
α)

1− ‖µ‖∞
λ

(Eα,1(λaα)− 1)

χE(Ω) = lχE(Ω).

Теорема доказана.
Теорема 5. При выполнении условий (A), (F1), (F2), (F ′3), (F4) , (Q), а также условий

h

λ
<

1

Eα,1(λaα)− 1
, (5.7)

kEα,1(λa
α)

1− h

λ
(Eα,1(λaα)− 1)

< 1, (5.8)

где h = max{‖µ‖∞, ‖ζ‖∞}, краевая задача (1.1), (5.1) имеет решение.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольного x0 ∈ E возьмем функцию x ∈ ΣF
x0,x1

[0, a].
Тогда для всех t ∈ [0, a]:

x(t) ∈ G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)f(s, Psx0)ds.

Введем в рассмотрение функцию ρ : [0, a] → R, заданную по формуле ρ(t) = maxy∈Ptx0
‖y‖E .

В таком случае ввиду свойства (F ′3) и леммы 13 для функции ρ справедливы оценки

ρ(t) ≤
∥∥∥∥G(t)x0 +K(t)x1 +

t∫

0

(t− s)q−1T (t− s)f(s, Psx0)ds

∥∥∥∥
E

≤ ‖G(t)‖ ‖x0‖E + ‖K(t)‖ ‖x1‖E +

t∫

0

(t− s)q−1 ‖T (t− s)‖ ‖ζ‖∞ (1 + ρ(s))ds
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≤ Eα,1(λt
α)‖x0‖E + tEα,2(λt

α)‖x1‖E +

t∫

0

(t− s)α−1Eα,α(λ(t− s)α) ‖ζ‖∞ (1 + ρ(s))ds

≤ Eα,1(λa
α)‖x0‖E + aEα,2(λa

α)‖x1‖E +
‖ζ‖∞
λ

(
1 + sup

t∈[0,a]
ρ(t)

)
(Eα,1(λa

α)− 1)

= Eα,1(λa
α)‖x0‖E +m+

‖ζ‖∞
λ

(Eα,1(λa
α)− 1) sup

t∈[0,a]
ρ(t)

≤ Eα,1(λa
α)‖x0‖E +m+

h

λ
(Eα,1(λa

α)− 1) sup
t∈[0,a]

ρ(t),

где

m = aEα,2(λa
α)‖x0‖E +

‖ζ‖∞
λ

(Eα,1(λa
α)− 1) .

Таким образом, мы имеем

sup
t∈[0,a]

ρ(t) ≤ Eα,1(λa
α)‖x0‖E +m+

h

λ
(Eα,1(λa

α)− 1) sup
t∈[0,a]

ρ(t).

Преобразовывая последнее, получим неравенство

sup
t∈[0,a]

ρ(t) ≤ Eα,1(λa
α)

1− h

λ
(Eα,1(λaα)− 1)

‖x0‖E +
m

1− h

λ
(Eα,1(λaα)− 1)

.

С учетом последнего выражения для мультиоператора kPa справедлива следующая оценка:

‖kPa(x0)‖E = kρ(a) ≤ kEα,1(λa
α)

1− h

λ
(Eα,1(λaα)− 1)

‖x0‖E + C,

где

C =
km

1− h

λ
(Eα,1(λaα)− 1)

.

Если мы возьмем

R ≥
(
1− kEα,1(λa

α)

1− h

λ
(Eα,1(λaα)− 1)

)−1

C,

тогда неравенство ‖x0‖E ≤ R влечет оценку ‖kPa(x0)‖E ≤ R. Поэтому мультиоператор kPa

преобразует замкнутый шар BR(0) ⊂ E в себя. По теореме 3 мультиоператор kPa имеет непо-
движную точку, которая является решением задачи (1.1), (1.2).

З а м е ч а н и е 4. Легко проверить, что условия (5.7), (5.8) выполняются, если

k <
1

Eα,1(λaα)
и

hEα,1(λa
α)

λ (1− kEα,1(λaα))
< 1.
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differentielles // Annals of mathematics, second series. 1942. Vol. 43, no. 4. P. 730–738. [in French]
https://doi.org/10.2307/1968963

13. Górniewicz L. On the solution sets of differential inclusions // J. Math. Anal. Appl. 1986. Vol. 113,
no. 1. P. 235–244. https://doi.org/10.1016/0022-247X(86)90347-1

14. Филиппов В.В. О теореме Ароншайна // Дифференц. уравнения. 1997. Т. 33, № 1. С. 75–79.
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