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Изучаются антиэндоморфизмы произвольного n-группоида (т. е. алгебраической системы с единствен-
ной операцией, которая является n-арной операцией). Строятся биполярные классификации антиэндомор-
физмов произвольного n-группоида с индексом j, где j — это произвольное натуральное число меньше ли-
бо равное n. Данные классификации антиэндоморфизмов обобщают биполярную классификацию антиэн-
доморфизмов обычного группоида (т. е. 2-группоида). Устанавливается связь между биполярными типами
антиэндоморфизмами (в биполярной классификации с индексом j) в паре изоморфных n-группоидов. По-
лучены формулы вычисления биполярного типа произвольного антиэндоморфизма. Строятся полугруды
(т. е. 3-группоиды с условием косо-ассоциативности) антиэндоморфизмов, которые состоят из антиэндо-
морфизмов одного смешанного биполярного типа.

Ключевые слова: группоид, n-группоид, антиэндоморфизм, биполярная классификация антиэндомор-
физмов, биполярный тип антиэндоморфизма.

A. V. Litavrin. On anti-endomorphisms of n-groupoids.

We study the anti-endomorphisms of an arbitrary n-groupoid (i.e., an algebraic system with a single
operation, which is an n-ary operation). We construct bipolar classifications of the anti-endomorphisms of
an arbitrary n-groupoid with index j, where j is an arbitrary natural number less than or equal to n. These
classifications of anti-endomorphisms generalize the bipolar classification of anti-endomorphisms of an ordinary
groupoid (i.e., a 2-groupoid). We establish a relationship between bipolar anti-endomorphism types (in the
bipolar classification with index j) in a pair of isomorphic n-groupoids. We obtain formulas for calculating
the bipolar type of an arbitrary anti-endomorphism. Semi-heaps (i.e. 3-groupoids with the skew-associativity
condition) of anti-endomorphisms are constructed, which consist of anti-endomorphisms of one mixed bipolar
type.

Keywords: groupoid, n-groupoid, anti-endomorphism, bipolar classification of anti-endomorphisms, bipolar
type of anti-endomorphism.

MSC: 20N02, 20М30

DOI: 10.21538/0134-4889-2025-31-4-230-246

1. Введение

Пусть G — это непустое множество и f — это n-арная операция на множестве G. Тогда
кортеж (G, f) будем называть n-арным группоидом (или коротко n-группоидом). Прослежи-
вается интерес исследователей к изучению n-группоидов (обычно изучают конкретные клас-
сы n-группоидов). Примеры исследования n-групп можно найти, например, в работах [1–5].
Медиальные n-группоиды изучались в [6–9]. В работах [10;11] исследовались конгруэнции ча-
стичных n-группоидов. Примеры исследований других n-группоидов можно найти в [12–15].

В работе [16] для каждого обычного группоида (т. е. 2-группоида) построена биполярная

классификация эндоморфизмов. Данная классификация строится как инструмент исследова-
ния проблемы поэлементного описания моноида всех эндоморфизмов фиксированного груп-
поида (или конкретного класса группоидов). Имеются работы, посвященные решению этой
проблемы для конкретных группоидов; в основном рассматриваются случаи, когда группоид
является полугруппой или группой.

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Красноярском математическом центре
при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (Со-
глашение № 075-02-2025-1790).
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Биполярная классификация антиэндоморфизмов обычных группоидов строится в рабо-
те [17]. Множество всех антиэндоморфизмов группоида в общем случае не замкнуто относи-
тельно композиции двух антиэндоморфизмов; замкнутость имеет место, например, для ком-
мутативных группоидов (в этом случае множества всех эндоморфизмов и антиэндоморфиз-
мов совпадают). При этом множество всех антиэндоморфизмов замкнуто относительно ком-
позиции трех антиэндоморфизмов и образует относительно данной операции полугруду (т. е.
3-группоид с условием косо-ассоциативности). Поскольку композиция двух антиэндоморфиз-
мов группоида всегда является эндоморфизмом, поэлементное описание полугруды всех ан-
тиэндоморфизмов группоида актуально в контексте проблемы описания моноида всех эндо-
морфизмов данного группоида (так как дает некоторые эндоморфизмы). Антиэндоморфизмы
используются как инструмент проведения выкладок и формализации результатов (см., напри-
мер, работы [18–20]). Эндоморфизмы полуциклических n-групп исследовались в [2]. Гомомор-
физмы из бесконечных полуциклических n-групп в полуабелеву n-группу исследовались в [1].
В работе [21] была получена серия биполярных классификаций с индексом j для n-группоида,
где j ≤ n. При n = 2 биполярная классификация с индексом j = 2 совпадает с классификацией
эндоморфизмов, построенной в работе [16]. Данная работа направлена на обобщение биполяр-
ной классификации антиэндоморфизмов, полученной в работе [17], на случай n-группоидов,
где n > 1.

Основными результатами данной работы являются теоремы 1–4. Теорема 1 показывает,
что множество всех антиэндоморфизмов можно представить как объединение попарно непе-
ресекающихся множеств. Данные множества получают название базовые множества анти-

эндоморфизмов с индексом j ∈ {1, . . . , n} для n-группоида (см. определение 3); для каждого
фиксированного индекса j данные множества параметризуются биполярными типами (см.
определение 1). В общем случае для каждого j получаются различные разложения множе-
ства всех антиэндоморфизмов в объединение базовых множеств антиэндоморфизмов. Каждо-
му антиэндоморфизму присваивается биполярный тип такой, что данный антиэндоморфизм
содержится в базовом множестве антиэндоморфизмов данного биполярного типа. Поскольку
для фиксированного индекса j базовые множества антиэндоморфизмов имеют пустое пере-
сечение, каждому антиэндоморфизму будет соответствовать единственный биполярный тип.
Таким образом, для каждого фиксированного j приходим к биполярной классификации ан-
тиэндоморфизмов произвольного n-группоида, где n > 1. Биполярная классификация анти-
эндоморфизмов группоида, полученная в работе [17], может быть получена как биполярная
классификация антиэндоморфизмов 2-группоида с индексом j = 2. Таким образом, результа-
ты данной работы обобщают результаты работы [17].

Теорема 2 устанавливает связь между биполярными типами антиэндоморфизмами (в би-
полярной классификации с индексом j) в паре изоморфных n-руппоидов. В настоящий мо-
мент не установлена связь между биполярными типами эндоморфизмов (из работы [21]) па-
ры изоморфных n-группоидов. Теорема 3 дает способ вычисления биполярного типа всякого
фиксированного антиэндоморфизма n-группоида в биполярной классификации с индексом j.
Следствия 1, 2 и предложения 1, 2 направлены на изучение способов вычисления биполярных
типов для некоторых конкретных классов n-группоидов и обычных группоидов.

В работе [17] выдвигалась гипотеза 1 о полугруде антиэндоморфизмов обычных группои-
дов специального вида, которая состоит из антиэндоморфизмов фиксированного смешанного
биполярного типа. Истинность данной гипотезы тривиально вытекает из теоремы 4, которая
дает полугруды антиэндоморфизмов одного фиксированного смешанного биполярного типа.

2. Основные определения и обозначения

В этом разделе G = (G, f) — это n-группоид при n > 1. Действие n-арной операции f
на элементах из G будем записывать в функциональной нотации, следовательно, результат
применения операции f к элементам x1, . . . , xn ∈ G будем обозначать через f(x1, x2, . . . , xn);
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аналогичный подход применялся в работах [1–3; 6; 7] и др. Симметрическую полугруппу всех
преобразований множества G будем обозначать через I(G), композицию преобразований α1, α2

из I(G) — через (·), а действие композиции на элементе g ∈ G будем определять равенст-
вом (α1 · α2)(g) = α1(α2(g)).

Преобразование φ множества G называется антиэндоморфизмом данного n-группоида G
тогда и только тогда, когда для любых элементов x1, . . . , xn ∈ G выполняется равенство

φ(f(x1, . . . , xn)) = f(φ(xn), φ(xn−1), . . . , φ(x1)).

Понятие антиэндоморфизм естественным образом получается из понятия антигомоморфизма.
Множество всех антиэндоморфизмов n-группоида G будем обозначать через Aend(G).

Пусть k — натуральное число и Xk — декартова степень множества X (т. е. совокупность
всех кортежей длины k с компонентами из множества X). Тогда через x будем обозначать
кортежи из Xk. Если кортеж x = (x1, . . . , xk) лежит в Xk и α — это некоторое преобразование
из I(X), то будем использовать обозначения

α(x) := (α(x1), α(x2), . . . , α(xk)), [x] := (xn, xn−1, . . . , x1),

в частности, α([x]) = (α(xn), α(xn−1), . . . , α(x1)). Для каждого натурального k > 1 введем
обозначение Jk := {1, 2, . . . , k}.

Для всякого кортежа x = (x1, . . . , xn−1) ∈ Gn−1 и любого j ∈ Jn введем преобразование h
(j)
x

из I(G), которое на любом y ∈ G действует по правилу

h
(j)
x (y) := f(x1, x2, . . . , xj−1, y, xj , xj+1, . . . , xn−1).

Преобразование h
(j)
x будем называть внутренним j-м сдвигом n-группоида G. Если n = 2 и

j = 2, то преобразование h
(j)
x — это внутренний левый сдвиг обычного группоида (т. е. 2-груп-

поида); если n = 2 и j = 1, то получаем внутренний правый сдвиг группоида. Для любого

n > 1 преобразование h
(n)
x будем называть левым сдвигом n-группоида.

3. Биполярная классификация антиэндоморфизмов

О п р е д е л е н и е 1. Пусть n > 1 и G — это произвольный n-группоид. Множество
всевозможных отображений γ : Gn−1 → {1, 2} обозначим через Bte(n,G). Отображения из
Bte(n,G) будем называть биполярными типами эндоморфизмов группоида (или просто бипо-
лярными типами). Если биполярный тип γ принимает значение 1 (аналогично, значение 2) на
всех кортежах из Gn−1, то будем называть γ — первым типом (аналогично, вторым типом).
Первый биполярный тип будем обозначать через A, а второй биполярный тип через Ω. Ес-
ли биполярный тип γ не является константой на кортежах из Gn−1, то будем называть его
смешанным типом.

Множество Bte(n,G), введенное выше, совпадает с соответствующим множеством из рабо-
ты [21]. Следовательно, понятие биполярный тип определяется одинаково для биполярных
классификаций эндоморфизмов и антиэндоморфизмов n-группоидов; остальные ключевые
объекты, необходимые для построения этих классификаций, будут различаться. Централи-
затор преобразования α, как обычно, будем обозначать через C(α).

О п р е д е л е н и е 2. Пусть n > 1 и j ∈ Jn. Тогда для любого n-группоида G и всякого
кортежа s ∈ Gn−1 определим множества

U
(1)
j (s) :=

{

α ∈ C(h
(j)
s ) | h

(j)
s = h

(n−j+1)
α[s]

}

,

U
(2)
j (s) :=

{

α ∈ I(G) | h
(j)
s 6= h

(n−j+1)
α[s] , α · h

(j)
s = h

(n−j+1)
α[s] · α

}

.



Об антиэндоморфизмах n-группоидов 233

Данные множества будем называть типообразующими множествами.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть n > 1 и G — это n-группоид. Для всякого индекса j ∈ Jn и
всякого биполярного типа γ ∈ Bte(n,G) определим множество

Tj(γ) :=
⋂

s∈Gn−1

U
(γ(s))
j (s). (3.1)

Множество Tj(γ) будем называть базовым множеством антиэндоморфизмов типа γ с индек-
сом j.

Теорема 1. Пусть n > 1. Тогда для всякого n-группоида G = (G, f) и всякого j ∈ Jn
справедливо равенство множеств

Aend(G) =
⋃

γ∈Bte(n,G)

Tj(γ). (3.2)

Кроме того, если τ и ω — два различных типа из Bte(n,G), то пересечение множеств Tj(τ)
и Tj(ω) пусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Полагаем, что φ — произвольный антиэндоморфизм n-груп-
поида G и j — произвольный индекс из Jn. В силу определения антиэндоморфизма n-груп-
поида G это возможно тогда и только тогда, когда для любых x1, . . . , xn ∈ G справедливо
равенство

φ(f(x1, . . . , xn)) = f(φ(xn), φ(xn−1), . . . , φ(x1)). (3.3)

Введем обозначение x = (x1, x2, . . . , xj−1, xj+1, . . . , xn) ∈ Gn−1 и запишем равенство (3.3) с
помощью внутренних сдвигов. С одной стороны, верны соотношения

φ(f(x1, . . . , xn)) = φ(h
(j)
(x1,x2,...,xj−1,xj+1,...,xn)

(xj)) = (φ · h
(j)
x )(xj).

С другой стороны, поскольку xj (аналогично φ(xj)) в кортеже [x] (аналогично φ([x])) находится
в позиции (n− j + 1), выполняются равенства

f(φ(xn), φ(xn−1), . . . , φ(x1)) = h
(n−j+1)
(φ(xn),φ(xn−1),...,φ(xj+1),φ(xj−1),...,φ(x1))

(φ(xj)) = (h
(n−j+1)
φ[x]

· φ)(xj).

Таким образом, имеем тождество

(φ · h
(j)
x )(xj) = (h

(n−j+1)
φ[x] · φ)(xj),

которое показывает, что преобразование φ ∈ I(G) является антиэндоморфизмом тогда и толь-
ко тогда, когда для любого x ∈ Gn−1 и произвольного y ∈ G выполняется соотношение

(φ · h
(j)
x )(y) = (h

(n−j+1)
φ[x] · φ)(y). (3.4)

Условия (3.4) равносильны тому, что для любого x ∈ Gn−1 выполняется равенство преобразо-
ваний

φ · h
(j)
x = h

(n−j+1)
φ[x] · φ. (3.5)

2. Покажем, что выполняется равенство множеств

Aend(G) =
⋂

x∈Gn−1

(U
(1)
j (x) ∪ U

(2)
j (x)). (3.6)

Для каждого x из Gn−1 возможны две взаимоисключающие ситуации:

(I) : h
(n−j+1)
φ[x] = h

(j)
x ; (II) : h

(n−j+1)
φ[x] 6= h

(j)
x .
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Полагаем, что φ — произвольный антиэндоморфизм n–группоида G. Значит, при любом
x ∈ Gn−1 выполняется тождество (3.5) и возможна альтернатива: либо (I), либо (II). Если

выполняется условие (I), то соотношение (3.5) показывает, что преобразования φ и h
(j)
x пе-

рестановочны, поэтому множество U
(1)
j (x) содержит антиэндоморфизм φ. Если выполняется

условие (II), то из (3.5) следует, что множество U
(2)
j (x) содержит антиэндоморфизм φ.

Для каждого x ∈ Gn−1 введем обозначение Wj(x) := U
(1)
j (x)∪U

(2)
j (x). Мы доказали, что φ

принадлежит множеству Wj(x) при любом x ∈ Gn−1. Поэтому φ принадлежит правой части
равенства (3.6). Таким образом, множество всех антиэндоморфизмов n-группоида G является
подмножеством множества из правой части (3.6).

Пусть α — произвольное преобразование из правой части формулы (3.6). Тогда при любом
x ∈ Gn−1 множество Wj(x) содержит преобразование α.

Предположим, что α принадлежит множеству U
(1)
j (y) при фиксированном y ∈ Gn−1. Тогда

имеют место равенства φ · h
(j)
y = h

(j)
y · φ, h

(n−j+1)
φ[y] = h

(j)
x , которые дают соотношение φ · h

(j)
y =

h
(n−j+1)
φ[y] · φ. Поэтому формула (3.5) справедлива при φ = α и x = y.

Допустим, что α принадлежит множеству U
(2)
j (y) при фиксированном y ∈ Gn−1. В этом

случае определение множества U
(2)
j (y) приводит к выполнению условия (3.5) при φ = α и

x = y.
Мы показали, что если Wj(y) содержит α, то выполнение условия (3.5) возможно при

φ = α и x = y. Так как α — преобразование из правой части равенства (3.6), α принадлежит
Wj(x) при любом x ∈ Gn−1. Поэтому при φ = α условие (3.5) выполняется при любом x из
Gn−1. Значит, преобразование α — антиэндоморфизм n-группоида G. Таким образом, мно-
жество из правой части равенства (3.6) является подмножеством множества из левой части.
Следовательно, тождество (3.6) справедливо.

3. Покажем, что выполняется равенство (3.2). Пусть φ — произвольный антиэндоморфизм
n-группоида G. Тогда φ принадлежит сечению Wj(x) при любом x из Gn−1. Поэтому для лю-

бого x ∈ Gn−1 выполняется альтернатива: либо φ ∈ U
(1)
j (x), либо φ ∈ U

(2)
j (x) (пересечение

типообразующих множеств биполярного типа антиэндоморфизмов пусто для фиксированно-
го x). Для каждого антиэндоморфизма φ ∈ Aend(G) введем отображение dφ : Gn−1 → {1, 2}
так, что для любого x ∈ Gn−1 выполняются эквиваленции

dφ(x) = 1 ⇔ φ ∈ U
(1)
j (x), dφ(x) = 2 ⇔ φ ∈ U

(2)
j (x).

Поскольку пересечение типообразующих множеств U
(1)
j (x) и U

(2)
j (x) пусто для любого x

из Gn−1, dφ — однозначное отображение (образ каждого элемента Gn−1 под действием этого
отображения определен однозначно). Поэтому dφ принадлежит множеству Bte(n,G) (т. е. явля-
ется биполярным типом). Определение отображения dφ показывает, что антиэндоморфизм φ

принадлежит каждому множеству семейства типообразующих множеств (U
(dφ(x))
j (x))x∈Gn−1 .

Следовательно, базовое множество эндоморфизмов Tj(dφ) содержит антиэндоморфизм φ. Так
как φ в данных рассуждениях — это произвольный антиэндоморфизм, мы получаем включение

Aend(G) ⊆
⋃

γ∈Bte(n,G)

Tj(γ).

Покажем теперь, что выполняется включение в обратную сторону. Пусть γ — произволь-
ный тип из Bte(n,G) такой, что базовое множество антиэндоморфизмов Tj(γ) непусто. По-
лагаем, что α — произвольное преобразование из множества Tj(γ). Тогда преобразование α

содержится в каждом множестве семейства множеств (U
(γ(x))
j (x))x∈Gn−1 . Поэтому при любом

x ∈ Gn−1 множество W (x) содержит преобразование α. Таким образом, α принадлежит пе-
ресечению из правой части равенства (3.6). Значит, α — антиэндоморфизм n-группоида G.
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Мы доказали, что если базовое множество антиэндоморфизмов непусто, то оно состоит только
из антиэндоморфизмов n-группоида G. Поэтому объединение всевозможных (т. е. объединение
по всевозможным биполярным типам из Bte(n,G)) базовых множеств с фиксированным ин-
дексом j антиэндоморфизмов n-группоида G является подмножеством в множестве Aend(G).
Равенство множеств (3.1) доказано.

4. Покажем, что базовые множества эндоморфизмов разных типов имеют пустое пересече-
ние. Пусть τ и ω — два различных биполярных типа n-группоида G. В этом случае существует
x ∈ Gn−1 такой, что τ(x) и ω(x) — различные элементы из {1, 2}. Не ограничивая общности,
можно считать, что τ(x) = 1 и ω(x) = 2. Пусть φ — произвольный антиэндоморфизм из ба-

зового множества Tj(τ). Тогда выполняется условие φ ∈ U
(1)
j (x). Поэтому φ /∈ U

(2)
j (x). Но все

эндоморфизмы из Tj(ω) принадлежат множеству U
(2)
j (x). Поэтому пересечение Tj(τ) и Tj(ω)

пусто.
Теорема доказана.

Биполярная классификация антиэндоморфизмов с индексом j. Теорема 1 показы-
вает, что при n > 1 для каждого фиксированного j ∈ Jn множество всех антиэндоморфизмов
n-группоидов распадается в объединение попарно непересекающихся базовых множеств анти-
эндоморфизмов с индексом j.

Пусть j — фиксированный индекс из Jn. Тогда к биполярной классификации антиэндо-

морфизмов с индексом j приводит следующее присвоение типов: антиэндоморфизм φ — анти-
эндоморфизм типа γ относительно индекса j (или просто типа γ), если φ ∈ Tj(γ).

Удобно пользоваться следующей терминологией: φ — это антиэндоморфизм первого типа,
если φ ∈ Tj(A); φ — это антиэндоморфизм второго типа, если φ ∈ Tj(Ω); φ — это антиэндо-
морфизм смешанного типа, если φ ∈ Tj(γ) и γ — это смешанный биполярный тип.

Если n = 2 и j = 2, то биполярная классификация антиэндоморфизмов с индексом j
совпадает с биполярной классификацией антиэндоморфизмов 2-группоида, построенной в ра-
боте [17]. В самом деле, если одноэлементные кортежи (x) отождествить с элементом x, то

для j = 2 будут выполняться равенства множеств U (1)(s) = U
(1)
j ((s)) и U (2)(s) = U

(2)
j ((s)), где

U (1)(s), U (2)(s) — это множества из работы [17] (см. определение 4).

4. Биполярные типы эндоморфизмов изоморфных группоидов

В данном разделе исследуется, как между собой связаны биполярные типы антиэндомор-
физмов из множеств Aend(G) и Aend(G′), когда n-группоиды G и G′ изоморфны. Основной
результат раздела представлен в теореме 2.

Пусть G = (G, f) и G′ = (G′, f ′) — два изоморфных n-группоида и отображение ζ : G → G′

осуществляет изоморфизм между ними. Данных обозначений мы придерживаемся во всем
разделе. По определению это означает, что для любых x1, x2, . . . , xn ∈ G выполняется тож-
дество: ζ(f(x1, . . . , xn)) = f ′(ζ(x1), . . . , ζ(xn)). Каждому преобразованию α ∈ I(G) поставим
в соответствие преобразование α′ ∈ I(G′), которое на каждом элементе g′ ∈ G′ действует по
правилу

α′(g′) = ζ(α(g)), (4.1)

где g = ζ−1(g′). Равенство (4.1) можно записать в виде α′(ζ(g)) = ζ(α(g)) или α′ = ζ · α · ζ−1.
Таким образом, для каждого изоморфизма n-группоидов G и G′ мы ввели отображение (′) :
I(G) → I(G′). Будем говорить, что изоморфизм ζ индуцирует отображение (′).

Ограничение на множестве Aend(G) отображения (′) дает отображение ζaend : Aend(G) →
I(G′), которое на любом антиэндоморфизме α из Aend(G) действует по правилу: ζaend(α) = α′,
где α′ определяется равенством (4.1).

Лемма 1. Пусть ζ — это изоморфизм n-группоидов G и G′, который индуцирует отоб-

ражение (′). Тогда справедливы следующие утверждения.
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1. Отображение (′) : I(G) → I(G′), заданное правилом (4.1), является изоморфизмом

моноидов (I(G), ·) и (I(G′), ·).
2. Справедливо равенство

Aend(G′) = ζaend(Aend(G)). (4.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем отображение (′′) : I(G′) → I(G), заданное правилом:
β′′ = ζ−1 · β · ζ для любого β ∈ I(G′). Несложно убедиться, что отображение (′′) является
обратным к отображению (′). Поэтому отображение (′) — это биекция из множества I(G) на
множество I(G′). Пусть α1, α2 ∈ I(G) и g′ ∈ G′. Тогда прямое вычисление элементов (α1·α2)

′(g′)
и (α′

1 ·α
′

2)(g
′) показывает, что (′) — это изоморфизм моноидов I(G) и I(G′). Первое утверждение

леммы доказано. Непосредственная проверка позволяет убедиться в том, что ζaend(Aend(G)) —
это подмножество множества Aend(G′); верно и обратное включение. Поэтому выполняется
равенство (4.2).

Лемма доказана.

Внутренние сдвиги n-группоида G будем обозначать через h
(j)
x , а внутренние сдвиги n-

группоида G′ — через h̃
(j)
x . Для всякого изоморфизма ζ : G → G′ и всякого кортежа x =

(x1, . . . , xn−1) ∈ Gn−1 введем обозначение

ζ(x) := (ζ(x1), . . . , ζ(xn)) ∈ (G′)n−1.

Лемма 2. Пусть отображение ζ : G → G′ является изоморфизмом G и G′. Тогда для

всякого кортежа x ∈ Gn−1, всякого индекса j ∈ Jn и любого элемента y ∈ G выполняются

равенства

(h
(j)
x )′(ζ(y)) = ζ(h

(j)
x (y)) = h̃

(j)
ζ(x)(ζ(y)), (4.3)

где h̃
(j)
ζ(x) — это внутренний сдвиг для кортежа ζ(x) в n-группоиде G′ и (′) — это отображе-

ние, определенные равенством (4.1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (4.1) для любых x ∈ Gn−1, j ∈ Jn и y ∈ G имеем
равенства

(h
(j)
x )′(ζ(y)) = ζ(h

(j)
x (y)). (4.4)

С другой стороны, для любых x = (x1, . . . , xn−1) ∈ Gn−1 и y ∈ G выполняется равенство

ζ(f(x1, . . . , xj−1, y, xj+1, . . . , xn−1)) = f ′(ζ(x1), . . . , ζ(xj−1), ζ(y), ζ(xj+1), . . . , ζ(xn−1)),

которое приводит к соотношениям

ζ(f(x1, . . . , xj−1, y, xj+1, . . . , xn−1)) = ζ(h
(j)
x (y)),

f ′(ζ(x1), . . . , ζ(xj−1), ζ(y), ζ(xj+1), . . . , ζ(xn−1)) = h̃
(j)
ζ(x)(ζ(y)).

Поэтому имеет место равенство ζ(h
(j)
x (y)) = h̃

(j)
ζ(x)(ζ(y)), которое вместе с формулой (4.4) дает

тождества (4.3).
Лемма доказана.

Пусть α — антиэндоморфизм n-группоида G. Тогда через Υ
(j)
α будем обозначать биполяр-

ный тип антиэндоморфизма α в биполярной классификации с индексом j.

Теорема 2. Пусть ζ : G → G′ — изоморфизм n-группоидов G и G′. Тогда для любого

индекса j ∈ Jn, любого кортежа s ∈ Gn−1 и всякого α ∈ Aend(G) справедливо равенство

Υ
(j)
α′ (ζ(s)) = Υ(j)

α (s), (4.5)

где α′ = ζaend(α).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. 1. Полагаем, что антиэндоморфизм α ∈ Aend(G) удовлетво-

ряет включению α ∈ U
(1)
j (s) для некоторого s ∈ Gn−1. То есть выполняется равенство

Υα(s) = 1. Покажем, что антиэндоморфизм α′ = ζe(α) группоида G′ удовлетворяет вклю-

чению α′ ∈ U
(1)
j (ζ(s)), где множество U

(1)
j (ζ(s)) — это подмножество в множестве I(G′). Дей-

ствительно, так как множество U
(1)
j (s) содержит антиэндоморфизм α, выполняются равенства

(см. определение типообразующих множеств)

h
(j)
s = h

(n−j+1)
α[s] , α · h

(j)
s = h

(j)
s · α. (4.6)

Применяя к первой из (4.6) формуле отображение (′) и учитывая лемму 2, имеем

(h
(j)
s )′ = h̃

(j)
ζ(s), (h

(n−j+1)
α[s] )′ = h̃

(n−j+1)
ζ(α[s]) , h̃

(j)
ζ(s) = h̃

(n−j+1)
ζ(α[s]) . (4.7)

Применяя отображение (′) ко второму равенству из (4.6), учитывая леммы 1 и 2, получаем

(α · h
(j)
s )′ = α′ · (h

(j)
s )′ = α′ · h̃

(j)
ζ(s), (h

(j)
s · α)′ = (h

(j)
s )′ · α′ = h̃

(j)
ζ(s) · α

′, (4.8)

α′ · h̃
(j)
ζ(s) = h̃

(j)
ζ(s) · α

′.

Формулы (4.7) и (4.8) дают соотношения h̃
(j)
ζ(s) = h̃

(n−j+1)
ζ(α[s]) , α′ · h̃

(j)
ζ(s) = h̃

(j)
ζ(s) · α

′. Поскольку

ζ(α(g)) = α′(ζ(g)) (см. вторую форму (4.1)), для любого s ∈ Gn−1 (отметим, что по определе-
нию [s] ∈ Gn−1) выполняется равенство ζ(α(s)) = α′(ζ(s)). Поэтому имеем

h̃
(j)
ζ(s) = h̃

(n−j+1)
α′(ζ([s])), α′ · h̃

(j)
ζ(s) = h̃

(j)
ζ(s) · α

′.

Таким образом, мы показали, что α′ ∈ U
(1)
j (ζ(s)). Значит, верно равенство Υα′(ζ(s)) = 1.

2. Полагаем, что антиэндоморфизм α ∈ Aend(G) удовлетворяет условию α ∈ U (2)(s) для
некоторого s ∈ Gn−1. Значит, Υα(s) = 2. Тогда справедливы соотношения

h
(j)
s 6= h

(n−j+1)
α[s] , α · h

(j)
s = h

(n−j+1)
α[s] · α. (4.9)

Поскольку (′) — это изоморфизм I(G) и I(G′), для любых θ1, θ2 ∈ I(G) из соотношения θ1 6= θ2
следует неравенство θ′1 6= θ′2. Применяя к неравенству из (4.9) отображение (′) и учитывая
леммы 1 и 2, получаем

(h
(j)
s )′ = h̃

(j)
ζ(s), (h

(n−j+1)
α[s] )′ = h̃

(n−j+1)
ζ(α[s]) , h̃

(j)
ζ(s) 6= h̃

(n−j+1)
ζ(α[s]) . (4.10)

Применяя отображение (′) ко второму равенству из (4.9), имеем

(α · h
(j)
s )′ = α′ · (h

(j)
s )′ = α′ · h̃

(j)
ζ(s), (4.11)

(h
(n−j+1)
α[s] · α)′ = (h

(n−j+1)
α[s] )′ · α′ = h̃

(n−j+1)
ζ(α[s]) · α′, α′ · h̃

(j)
ζ(s) = h̃

(n−j+1)
ζ(α[s]) · α′.

Соотношения (4.11) и (4.10) дают условия

h̃
(j)
ζ(s) 6= h̃

(n−j+1)
ζ(α[s]) , α′ · h̃

(j)
ζ(s) = h̃

(n−j+1)
ζ(α[s]) · α′.

Поскольку ζ(α(s)) = α′(ζ(s)), имеем условия

h̃
(j)
ζ(s) 6= h̃

(n−j+1)
α′(ζ([s])), α′ · h̃

(j)
ζ(s) = h̃

(n−j+1)
α′(ζ([s])) · α

′.

Таким образом, мы показали, что α′ ∈ U
(2)
j (ζ(s)). Значит, верно равенство Υα′(ζ(s)) = 2.
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Мы показали, что равенство (4.5) выполняется для любых α ∈ Aend(G) и s ∈ Gn−1. В самом
деле, для всякого антиэндоморфизма α ∈ Aend(G) и всякого кортежа s ∈ Gn−1 выполняется

альтернатива: либо α ∈ U
(1)
j (s), либо α ∈ U

(2)
j (s).

Теорема доказана.

В силу леммы 1 (′) — изоморфизм моноидов I(G) и I(G′). Поскольку отображение ζe явля-
ется ограничением отображения (′) на множестве Aend(G) и выполняется (4.2), ζe — биекция
соответствующих множеств. Значит, равенство (4.5) позволяет вычислять биполярные типы
всех антиэндоморфизмов n-группоида G′ с помощью биполярных типов антиэндоморфизмов
n-группоида G.

5. Вычисление биполярного типа антиэндоморфизма

Пусть G = (G, f) — это n-группоид, где n > 1. Тогда для каждого j ∈ Jn и s ∈ Gn−1 введем
обозначение

R(j, s) := {g ∈ Gn−1 | h
(n−j+1)
[g] = h

(j)
s }.

Теорема 3. Пусть n > 1 и G — это n-группоид. Тогда для любого индекса j ∈ Jn, всякого

антиэндоморфизма φ ∈ Aend(G) и любого кортежа s ∈ Gn−1 выполняются эквиваленции

Υ
(j)
φ (s) = 1 ⇔ φ(s) ∈ R(j, s), Υ

(j)
φ (s) = 2 ⇔ φ(s) /∈ R(j, s). (5.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть выполняется условие Υ
(j)
φ (s) = 1. В этом случае множе-

ство U
(1)
j (s) содержит антиэндоморфизм φ. Следовательно, выполняется равенство преобразо-

ваний h
(j)
s = h

(n−j+1)
φ[s] . Несложно убедиться, что α[m] = [α(m)] для любого m ∈ Gn−1. Поэтому

имеем соотношения

h
(j)
s = h

(n−j+1)
φ[s] = h

(n−j+1)
[φ(s)] , (5.2)

которые показывают, что φ(s) ∈ R(j, s).

Пусть φ(s) ∈ R(j, s). Тогда выполняются соотношения (5.2). Поскольку φ — это антиэн-

доморфизм n-группоида G (по условию теоремы), множество U
(1)
j (s) содержит антиэндомор-

физм φ. Таким образом, мы показали истинность первой эквиваленции из (5.1).

Поскольку первая эквиваленция из (5.1) выполняется и верна следующая альтернатива:

либо Υ
(j)
φ (s) = 1, либо Υ

(j)
φ (s) = 2,

выполняется и вторая эквиваленция из (5.1).

Теорема доказана.

Пусть n > 1. Будем говорить, что n-группоид G принадлежит классу K(n, j), если для

любых x, y ∈ Gn−1 выполняется эквиваленция h
(n−j+1)
[x] = h

(j)
y ⇔ x = y. Пусть G — это

обычный группоид (т. е. 2-группоид). В этом случае G ∈ K(2, 1) тогда и только тогда, когда
для любых x, y ∈ G выполняется эквиваленция lx = ry ⇔ x = y, где lx — это левый сдвиг
элемента x и ry — это правый сдвиг элемента y. В самом деле, при n = 2, j = 1 для любых
x, y ∈ G1 и t ∈ G имеем равенства

[x] = [(x)] = (x), y = (y),

h
(n−j+1)
[x] (t) = h

(2)
(x)(t) = x ∗ t = lx(t), h

(j)
y (t) = h

(1)
(y)(t) = t ∗ y = ry(t). (5.3)

Следствие 1. Пусть n > 1, j ∈ Jn и G ∈ K(n, j). Тогда для любого антиэндоморфизма

φ ∈ Aend(G) и любого кортежа s ∈ Gn−1 выполняются эквиваленции

Υ
(j)
φ (s) = 1 ⇔ φ(s) = s, Υ

(j)
φ (s) = 2 ⇔ φ(s) 6= s. (5.4)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку G ∈ K(n, j), из определения множества R(j, s) и
класса K(n, j) следуют равенства множеств

R(j, s) = {g ∈ Gn−1 | h
(n−j+1)
[g] = h

(j)
s } = {g ∈ Gn−1 | g = s} = {s}. (5.5)

Эквиваленции (5.4) выводятся из теоремы 3 и равенства множеств (5.5).

Следствие доказано.

Из этого утверждения и соотношений (5.3) легко выводится следствие, приведенное ниже.

Следствие 2. Справедливы утверждения.

1. Пусть G — это группоид. Тогда для любого антиэндоморфизма φ ∈ Aend(G) и любого

элемента s ∈ G выполняются эквиваленции

Υ
(1)
φ (s) = 1 ⇔ φ(s) ∈ {g ∈ G | lg = rs}, Υ

(1)
φ (s) = 2 ⇔ φ(s) /∈ {g ∈ G | lg = rs}.

2. Пусть G — это группоид из класса K(2, 1). Тогда для любого антиэндоморфизма φ из

Aend(G) и любого элемента s ∈ G выполняются эквиваленции

Υ
(1)
φ (s) = 1 ⇔ φ(s) = s, Υ

(1)
φ (s) = 2 ⇔ φ(s) 6= s.

Предложение 1. Класс группоидов K(2, 1) состоит из коммутативных группоидов. Су-

ществуют коммутативные группоиды, которые не принадлежат классу K(2, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По определению 2-группоид G (т. е. обычный группоид G) вхо-
дит в класс группоидов K(2, 1) тогда и только тогда, когда для любых x, y ∈ G выполняется
эквиваленция

rx = ly ⇔ x = y. (5.6)

Пусть G = (G, ∗) — это группоид из K(2, 1). Предположим, что G — не коммутативный
группоид. Тогда существуют x1, y1 ∈ G такие, что x1∗y1 6= y1∗x1, следовательно, выполняются
соотношения

lx1
(y1) = x1 ∗ y1 6= y1 ∗ x1 = rx1

(y1) ⇒ lx1
(y1) 6= rx1

(y1).

Неравенство lx1
(y1) 6= rx1

(y1) противоречит эквиваленции (5.6). Поэтому G — это коммутатив-
ный группоид.

Приведем явный пример группоида, который является коммутативным, но не удовлетво-
ряет эквиваленции (5.6). Для произвольного преобразования α множества G := {1, 2, 3} будем
использовать следующее стандартное обозначение: α = (α(1), α(2), α(3)). Операцию на мно-
жестве G определим системой левых сдвигов:

l1 = (1, 1, 3), l2 = (1, 1, 3), l3 = (3, 3, 2) ⇒ r1 = (1, 1, 3), r2 = (1, 1, 3), r3 = (3, 3, 2).

Несложно убедиться, что группоид G — это коммутативный группоид и G не удовлетворяет
эквиваленции (5.6). Действительно, последнее вытекает из равенства l1 = r2.

Предложение доказано.

Если G — это коммутативный группоид, то каждый антиэндоморфизм этого группоида
является эндоморфизмом этого группоида (верно и обратное; тривиально вытекает из опре-
деления антиэндоморфизма и эндоморфизма). Через Γφ будем обозначать биполярный тип
эндоморфизма группоида.

Предложение 2. Если G ∈ K(2, 1), то для любого антиэндоморфизма φ этого группоида

и любого элемента g ∈ G выполняется равенство Υ
(1)
φ (g) = Γφ(g), где Γφ — это биполярный

тип эндоморфизма φ группоида G.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку G — это коммутативный группоид, для любого его

антиэндоморфизма φ можно рассматривать как биполярный тип антиэндоморфизма (Υ
(1)
φ ),

так и биполярный тип эндоморфизма (Γφ). По определению биполярного типа антиэндомор-
физма относительно индекса j и определению биполярного типа эндоморфизма (см. рабо-
ты [16;22]) для любого g ∈ G имеем следующие соотношения:

Γφ(g) = 1 ⇔ φ ∈ L(1)(g), Γφ(g) = 2 ⇔ φ ∈ L(2)(g), (5.7)

Υ(1)(g) = 1 ⇔ φ ∈ U
(1)
1 (g), Υ(1)(g) = 2 ⇔ φ ∈ U

(2)
1 (g). (5.8)

Поскольку G ∈ K(2, 1), для G выполняется эквиваленция (5.6). Используя эту эквивален-
цию и определение множеств L(1)(g) и L(2)(g) (см. работы [16] или [22]), получаем, что для

любого g ∈ G выполняются равенства множеств L(1)(g) = U
(1)
1 (g), L(2)(g) = U

(2)
1 (g). Эти ра-

венства и эквиваленции (5.7) и (5.8) показывают, что отображения Υ
(1)
φ и Γφ(g) совпадают

поточечно.

Предложение доказано.

Доказанное предложение показывает, что второе утверждение следствия 2 является част-
ным случаем теоремы 2.2 из работы [22]. Теорема 2.2 из [22] более общая. Действительно, в
ней от группоида требуется, чтобы все левые сдвиги были попарно различны (это выполняется
для всех группоидов из K(2, 1)), и не требуется коммутативность. В случае, если группоид не
коммутативный, то антиэндоморфизмы не обязаны совпадать с эндоморфизмами.

6. Полугруды

Пусть G = (G, f) — это 3-группоид. Если для любых x1, x2, x3, x4, x5 ∈ G выполняются
соотношения

f(f(x1, x2, x3), x4, x5) = f(x1, f(x2, x3, x4), x5) = f(x1, x2, f(x3, x4, x5)), (6.1)

то такие 3-группоиды называются полугрудами (см. работу [23]), а операцию f называют ко-

соассоциативной. Соотношение (6.1) является аналогом ассоциативности в 3-группоиде.

Пусть G = (G, ∗) — это n-группоид, где n > 1. Множество всех антиэндоморфизмов n-
группоида, в общем случае, не замкнуто относительно композиции преобразований, но произ-
ведение любых трех антиэндоморфизмов n-группоида снова будет антиэндоморфизмом этого
n-группоида. Действительно, для любых элементов x1, x2, . . . , xn ∈ G и всяких антиэндомор-
физмов α, β, τ ∈ Aend(G) выполняются равенства

(α · β · τ)
(

f(x1, x2 . . . , xn)
)

= (α · β)
(

f(τ(xn), τ(xn−1), . . . , τ(x1))
)

= α
(

f
(

β(τ(x1)), β(τ(x2)), . . . , β(τ(xn))
))

= f
(

α(β(τ(xn))), α(β(τ(xn−1))), . . . α(β(τ(x1)))
)

.

Таким образом, на множестве Aend(G) можно ввести тернарную алгебраическую опера-
цию q, определенную тождеством q(α, β, τ) = α · β · τ , где α, β, τ ∈ Aend(G). Ассоциативность
композиции преобразований приводит к тому, что для операции q будут выполняться соотно-
шения (6.1).

Алгебраическую систему Aend(G) = (Aend(G), q) будем называть полугрудой всех анти-

эндоморфизмов n-группоида G. Подсистемой в Aend(G) будем называть любое подмножество
множества всех антиэндоморфизмов, замкнутое относительно операции q. Таким образом,
H — подсистема в Aend(G) тогда и только тогда, когда для любых α, β, τ ∈ H выполняет-
ся вхождение q(α, β, τ) ∈ H. Для каждой подсистемы полугруды Aend(G) будет выполняться
условие (6.1). Поэтому подсистему полугруды всех антиэндоморфизмов будем называть под-

полугрудой в полугруде всех антиэндоморфизмов.
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7. Полугруды антиэндоморфизмов смешанного типа

Пусть G — это n-группоид, где n > 1. Тогда для каждого j ∈ Jn и s ∈ Gn−1 определим
следующие множества:

R(j, s) := Gn−1 \R(j, s) = {g ∈ Gn−1 | h
(n−j+1)
[g] 6= h

(j)
s };

O(j, s) :=

{

{α ∈ I(G) | α(R(j, s)) ⊆ R(j, s)}, если R(j, s) 6= ∅,
∅, если R(j, s) = ∅;

O′(j, s) :=

{

{α ∈ I(G) | α(R(j, s)) ⊆ R(j, s)}, если R(j, s) 6= ∅,

∅, если R(j, s) = ∅.

В соответствии с договоренностями, введенными выше, для каждого α ∈ I(G) имеет место
равенство α(R(j, s)) := {α(g) | g ∈ R(j, s)}. Аналогично определяется множество α(R(j, s)).
Для каждого смешанного биполярного типа γ ∈ Bte(n,G) введем множества

J1(γ) := {g ∈ Gn−1 | γ(s) = 1}, J2(γ) := {g ∈ Gn−1 | γ(s) = 2}.

Для каждого индекса j ∈ Jn и каждого смешанного биполярного типа γ ∈ Bte(n,G) в симмет-
рической полугруппе I(G) выделим множество преобразований

Mantiend(j, γ,G) := V1(j, γ,G) ∩ V2(j, γ,G),

где множества V1(j, γ,G) и V2(j, γ,G) вводятся равенствами

V1(j, γ,G) :=

(

⋂

s∈J1(γ)

(O(j, s) ∩ C(h
(j)
s ))

)

, V2(j, γ,G) :=

(

⋂

s∈J2(γ)

(O′(j, s) ∩ U
(2)
j (s))

)

.

Лемма 3. Пусть n > 1, G — это n-группоид, j ∈ Jn и γ ∈ Bte(n,G) — это смешан-

ный биполярный тип. Если множество Mantiend(j, γ,G) непусто, то V1(j, γ,G) замкнуто

относительно композиции трех преобразований.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу определения множество преобразований O(j, s) явля-
ется полугруппой преобразований относительно композиции двух преобразований для лю-
бых j ∈ Jn и s ∈ Gn−1. Действительно, поскольку для всякого преобразования τ ∈ O(j, s)
выполняется включение τ(R(j, s)) ⊆ R(j, s), для любых α, β ∈ O(j, s) справедливы соотноше-
ния

(α · β)(R(j, s)) = α(β(R(j, s)) ⊆ α(R(j, s)) ⊆ R(j, s).

Поэтому множество O(j, s) содержит преобразование α · β.
Хорошо известно, что централизатор любого преобразования — это полугруппа относитель-

но композиции двух преобразований. Поэтому C(h
(j)
s ) — это полугруппа относительно компо-

зиции двух преобразований. Поскольку пересечение полугрупп снова является полугруппой,
множество V1(j, γ,G) — полугруппа преобразований относительно композиции двух преобра-
зований. Таким образом, множество V1(j, γ,G) замкнуто относительно композиции двух пре-
образований. Поэтому множество V1(j, γ,G) замкнуто и относительно композиции трех преоб-
разований. Таким образом, если α, β, τ — это три произвольных преобразования из множества
Mantiend(j, γ,G), то выполняется условие α · β · τ ∈ V1(j, γ,G).

Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть n > 1, G — это n-группоид, j ∈ Jn и γ ∈ Bte(n,G) — это смешан-

ный биполярный тип. Если множество Mantiend(j, γ,G) непусто, то V2(j, γ,G) замкнуто

относительно композиции трех преобразований.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Множество O′(j, s) является полугруппой относительно ком-
позиции двух преобразований. В самом деле, это доказывается аналогично случаю O(j, s) из
леммы 3. Следовательно, множество O(j, s) замкнуто относительно композиции трех преобра-
зований.

Пусть α, β, τ — это три произвольных преобразования из множества V2(j, γ,G). В силу

определения множества V2(j, γ,G) получаем, что для любого s ∈ J2(γ) множества U
(2)
j (s) и

O′(j, s) содержат преобразования α, β, τ . Следовательно, для любого σ ∈ {α, β, τ} и для любого
кортежа s ∈ J2(γ) выполняются условия

σ(R(j, s)) ⊆ R(j, s)), h
(j)
s 6= h

(n−j+1)
σ[s] , σ · h

(j)
s = h

(n−j+1)
σ[s] · σ. (7.1)

Поэтому выполняется условие

h
(j)
s 6= h

(n−j+1)
(α·β·τ)[s] = h

(n−j+1)
[(α·β·τ)(s)]. (7.2)

Действительно, в силу второго условия из (7.1) имеем соотношения h
(j)
s 6= h

(n−j+1)
τ [s] = h

(n−j+1)
[τ(s)] ,

которые показывают, что множество R(j, s) содержит кортеж τ(s) (следует из определения
множества R(j, s)). Поэтому и в силу первого условия из (7.1) получаем, что кортежи (β ·τ)(s)
и (α · β · τ)(s) содержатся в множестве R(j, s). Мы показали справедливость условия (7.2).

Покажем, что выполняется равенство преобразований

(α · β · τ) · h
(j)
s = h

(n−j+1)
(α·β·τ)[s] · (α · β · τ). (7.3)

В силу третьего условия из соотношений (7.1) и ассоциативности композиции преобразований
справедливы следующие равенства:

(α · β · τ) · h
(j)
s = α ·

(

β ·
(

τ · h
(n−j+1)
s

))

= α ·
(

β ·
(

h
(n−j+1)
τ [s] · τ

))

=
[

h
(n−j+1)
τ [s] = h

(n−j+1)
[τ(s)]

]

= α ·
((

h
(n−j+1)
(β·τ)[s] · β

)

· τ
)

=
((

h
(n−j+1)
(α·β·τ)[s] · α

)

· β
)

· τ = h
(n−j+1)
(α·β·τ)[s] · (α · β · τ).

Мы показали справедливость равенства (7.3).
Поскольку соотношения (7.2) и (7.3) выполняются для любого s ∈ J2(γ), для любого

s ∈ J2(γ) композиция α · β · τ содержится в множестве U
(2)
j (s); множество U

(2)
j (s) в общем

случае незамкнуто относительно композиции трех преобразований (в нашем случае мы су-
щественно использовали вхождение α, β, τ ∈ O(j, s)). Поэтому и с учетом того, что множе-
ство O(j, s) замкнуто относительно композиции трех преобразований, мы получаем, что мно-
жество V2(j, γ,G) замкнуто относительно композиции трех преобразований.

Лемма доказана.

Теорема 4. Пусть n > 1, G — это n-группоид, j ∈ Jn и γ ∈ Bte(n,G) — это смешанный

биполярный тип. Если множество Mantiend(j, γ,G) непусто, то оно является подполугрудой

в полугруде Aend(G). Все антиэндоморфизмы из Mantiend(j, γ,G) имеют биполярный тип γ
относительно индекса j.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α, β, τ — это три произвольных преобразования из мно-
жества Mantiend(j, γ,G). В силу лемм 3 и 4 множества V1(j, γ,G) и V2(j, γ,G) замкнуты отно-
сительно композиции трех преобразований. В силу построения множества Mantiend(j, γ,G)
преобразования α, β, τ содержатся в множествах V1(j, γ,G) и V2(j, γ,G). Поэтому множе-
ство Mantiend(j, γ,G) замкнуто относительно композиции трех преобразований.

Покажем, что множество Mantiend(j, γ,G) состоит из антиэндоморфизмов биполярного
типа γ относительно индекса j. В силу определений множеств O(j, s) и O′(j, s) выполняются
соотношения

V1(j, γ,G) ⊆
⋂

s∈J1(γ)

U
(1)
j (s), V2(j, γ,G) ⊆

⋂

s∈J2(γ)

U
(2)
j (s).
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Поэтому выполняются соотношения

Mantiend(j, γ,G) = V1(j, γ,G) ∩ V2(j, γ,G) ⊆

(

⋂

s∈J1(γ)

U
(1)
j (s)

)

∩

(

⋂

s∈J2(γ)

U
(2)
j (s)

)

= Tj(γ).

Таким образом, множество Mantiend(j, γ,G) является подмножеством базового множества ан-
тиэндоморфизмов Tj(γ) биполярного типа γ в биполярной классификации с индексом j.

Теорема доказана.

В работе [17] строятся множества преобразований U (1)(s), U (2)(s), Og, O
′

g и вводится мно-
жество преобразований

Mantiend(γ,G) :=

(

⋂

g∈J1(γ)

(Og ∩ C(lg))

)

∩

(

⋂

g∈J2(γ)

(O′

g ∩ U (2)(s))

)

.

По поводу этого множества высказывалась [17, гипотеза 1]: если множество Mantiend(γ,G)
непусто, то оно состоит из антиэндоморфизмов биполярного типа γ и образует полугруду
(относительно композиции трех преобразований).

Поскольку при n = 2 и j = 2 в любом n-группоиде выполняются равенства

U (1)(s) = U
(1)
2 (s), U (2)(s) = U

(2)
2 (s), Os = O(2, s), O′

s = O′(2, s), h
(2)
s = ls (s = (s), s ∈ G),

выполняется и равенство множеств Mantiend(γ,G) = Mantiend(2, γ,G). Поэтому в силу теоре-
мы 4 выполняется гипотеза 1 из [17].

В работе [17] для обычных группоидов строились монотипные полугруды антиэндомор-
физмов первого и второго биполярного типа; см. теоремы 2 и 3 из [17]. Доказательство этих
теорем должно без проблем переноситься на случай n-группоидов и биполярных классифика-
ций с индексом j.

8. Открытые проблемы

Теорема 1 дает решение проблемы поэлементного описания полугруды всех антиэндомор-
физмов произвольного n-группоида (n > 1) с точностью до вычисления базовых множеств
антиэндоморфизмов. Поэтому естественный интерес вызывает следующая открытая пробле-
ма.

Проблема 1. Для произвольного n-группоида и произвольного индекса j ∈ Jn привести

поэлементное описание множеств Tj(A), Tj(Ω) и Tj(γ), где γ — это произвольный смешанный

биполярный тип.

Теорема 3 дает некоторую информацию о том, как биполярный тип антиэндоморфизма
n-группоида влияет на поведение антиэндоморфизма как преобразования носителя этого n-
группоида. Исследование проблемы 1 должно дать более подробную информацию о поведение
антиэндоморфизма некоторого биполярного типа.

Поскольку композиция трех антиэндоморфизмов q(φ1, φ2, φ3) наделяет множество всех ан-
тиэндоморфизмов произвольного n-группоида структурой полугруды, интересна общая про-
блема, приведенная ниже.

Проблема 2. Выяснить, для каких n-группоидов G существует индекс j ∈ Jn и суще-

ствует отображение R : (Bte(n,G))3 → Bte(n,G) такое, что для любых трех антиэндомор-

физмов φ1, φ2, φ3 этого n-группоида выполняется равенство Υ
(j)
q(φ1,φ2,φ3)

= R(Υ
(j)
φ1

,Υ
(j)
φ2

,Υ
(j)
φ3

)?

Эта проблема направлена на изучение того, как можно вычислять биполярный тип ком-
позиции трех антиэндоморфизмов без вычисления композиции трех антиэндоморфизмов.

Интерес вызывает взаимосвязь базовых множеств антиэндоморфизмов с различными ин-
дексами.
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Проблема 3. Пусть G — это n-группоид. Выяснить, будет ли выполняться равенство

множеств

{Ti(ω) | ω ∈ Bte(n,G)} = {Tj(ω) | ω ∈ Bte(n,G)}

для любых i, j ∈ Jn?

Аналогичная проблема имеется для базовых множеств эндоморфизмов n-группоида. В са-
мом деле, см. [21, гипотеза 2].

Заключение

Теоремы 1, 3 и следствия теоремы 3 могут быть полезны для исследования вопроса о
поэлементном описании полугруды всех антиэндоморфизмов фиксированного n-группоида
при n > 1 (т. е. описании антиэндоморфизмов как преобразований носителя n-группоида).
Теоремы 2 и 4 могут применяться для исследования структурных свойств полугруды всех
антиэндоморфизмов. Следствие 1 из теоремы 3 может иметь применение для исследования
неподвижных точек преобразования Φφ : Gn−1 → Gn−1, когда φ — это антиэндоморфизм n-
группоида G и преобразование Φφ — это покомпонентное действие антиэндоморфизма φ на
кортежи из Gn−1.
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