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В статье рассматриваются пространство Лоренца Lq,τ (Tm) периодических функций m переменных

и класс W
a,b(·),r
q,τ для 1 < q, τ < ∞, a > 0, b(t) — слабоколеблющаяся функция на [1, ∞). W

a,b(·),r
q,τ —

класс из всех функций f ∈ Lq,τ (Tm), для которых S
(γ)
n (f, x) — частичная сумма по ступенчатому ги-

перболическому кресту ряда Фурье — по норме Lq,τ (Tm) сходится со скоростью 2−nab(2n) при n → ∞.

Основным результатом является точный порядок наилучших n-членных тригонометрических приближе-

ний функций из класса W
a,b(·),r
q,τ1 по норме пространства Lp,τ2(T

m) в случае 1 < q < p 6 2 при некоторых

соотношениях между параметрами a, τ1, τ2. Результат доказан конструктивным методом.
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method.
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Введение

Пусть N, Z, R — множества натуральных, целых, вещественных чисел соответственно и
Z+ = N∪{0}; Rm — m-мерное евклидово пространство точек x̄ = (x1, . . . , xm) с вещественными
координатами; Tm = [0, 2π)m и I

m = [0, 1)m — m-мерный куб.
Через Lp,τ (T

m) обозначается пространство Лоренца всех вещественнозначных измеримых
по Лебегу функций f , которые имеют 2π-период по каждой переменной и для которых вели-
чина

‖f‖p,τ =

[

τ

p

1
∫

0

(

f∗(t)
)τ
t
τ
p
−1dt

]1/τ

, 1 < p < ∞, 1 6 τ < ∞,

конечна, где f∗(t) — невозрастающая перестановка функции |f(2πx)|, x ∈ I
m (см. [1, гл. 5,

разд. 3, с. 213–216]).
В случае τ = p пространство Лоренца Lp,τ (T

m) совпадает с пространством Лебега Lp(T
m)

с нормой (см. например [2, гл. 1, разд.1, п.1.1, с. 11])

‖f‖p =

[
∫

Tm

|f(x)|pdx

]1/p

, 1 ≤ p < ∞.

1Работа финансируется Комитетом науки Министерства науки и высшего образования Республики
Казахстан (грант № AP19677486).
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Введем следующие обозначения: 〈y, x〉 — скалярное произведение элементов y, x ∈ R
m и

an(f) — коэффициенты Фурье функции f ∈ L1 (T
m) по системе {ei〈n,x〉}n∈Zm ,

δs(f, x) =
∑

n∈ρ(s)

an (f) e
i〈n,x〉,

где
ρ(s) =

{

k = (k1, . . . , km) ∈ Z
m : [2sj−1] ≤ |kj | < 2sj , j = 1, . . . ,m

}

,

[a] — целая часть числа a, s = (s1, . . . , sm), sj = 0, 1, 2, . . . .
Для данного вектора r = (r1, . . . , rm), где rj > 0 для j = 1, . . . ,m, положим γ = r/r1 и

Q
(γ)
n =

⋃

〈s,γ〉<n

ρ(s),

S(γ)
n (f, x) =

∑

k∈Q
(γ)
n

ak(f)e
i〈k,x〉

— частичная сумма по ступенчатому гиперболическому кресту ряда Фурье функции f (см.
[3, гл. 8, разд. 8.1]).

Наилучшим M -членным тригонометрическим приближением функции f ∈ Lp,τ (T
m),

M ∈ N называется величина (общее определение дано в [3, гл. 8, разд. 8.1])

eM (f)p,τ = inf
k
(j)

,bj

∥

∥

∥
f −

M
∑

j=1

bje
i〈k

(j)
,x〉

∥

∥

∥

p,τ
,

где k
(j)

∈ Z
m и bj — действительные или комплексные числа. Если F ⊂ Lp,τ (T

m) — некото-
рый функциональный класс, то положим eM (F )p,τ = supf∈F eM (f)p,τ . В случае τ = p вместо
eM (F )p,τ будем писать eM (F )p.

Наилучшее M -членное приближение функции f ∈ L2[0, 1] полиномами по ортонормиро-
ванной системе впервые определил С.Б.Стечкин [4]; он установил критерий абсолютной схо-
димости ряда Фурье по этой системе. Нетривиальные оценки наилучшего M -членного три-
гонометрического приближения 2π-периодического продолжения функции |x|, x ∈ [−π, π],
первым получил Р.С.Исмагилов [5]. В настоящее время хорошо известны точные по поряд-
ку оценки наилучшего M -членного приближения функций классов Соболева, Никольского —
Бесова, Лизоркина — Трибеля в пространстве Лебега; более подробная библиография при-
ведена в обзорных статьях [6; 7] и в монографиях [3; 8]. Одним из способов оценки сверху
M -членного приближения функций по тригонометрической системе является конструктив-
ный метод, предложенный В.Н.Темляковым [9;10] на основе жадного алгоритма. Этот метод
также применен Д.Б.Базархановым и В.Н.Темляковым [11] в оценках мультилинейного при-
ближения дифференцируемых функций и в других задачах [12;13]. В оценках сверху наилуч-
ших M -членных приближений классов дифференцируемых функций важное значение имеют
результаты В.Н.Темлякова [14; 15] по инкрементальному жадному алгоритму с расписанием.
Эти результаты применялись Д.Б. Базархановым [16], и мы тоже будем пользоваться ими.

Для конструктивного метода оценки M -членных приближений функций классов Соболева,
Никольского — Бесова в пространстве Lq(T

m) В.Н.Темляковым [14;15] введен класс W a,b,r
q .

В статье мы рассмотрим обобщение этого класса в пространстве Лоренца.

О п р е д е л е н и е 1 (см., например [17, гл. 5, разд. 2, с. 299 ]). Положительная функ-
ция v(t) называется слабо колеблющейся на [1,+∞), если для любого ε > 0 функция tεv(t)
возрастает на [1,∞) и функция t−εv(t) убывает на [1,∞) . Множество таких функций обозна-
чается через SV [1,∞).

Для функции f ∈ L1(T
m) положим

fl,r(x) =
∑

l6〈s,γ〉<l+1

δs(f, x), l ∈ Z+,
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‖fl,r‖A =
∑

l6〈s,γ〉<l+1

∑

n∈ρ(s)

|an(f)|,

где γ = (γ1, . . . , γm), γ1 = . . . = γν < γν+1 ≤ . . . ≤ γm, γj = rj/r1, rj > 0, j = 1, . . . ,m.

Для заданной функции b ∈ SV [1,∞) и числа a > 0 определим класс

W a,b(·),r
q,τ = {f ∈ L1(T

m) : ‖fl,r‖q,τ 6 2−lab(2l), l ∈ Z+}.

Введем обозначение: ‖f‖
W

a,b(·),r
q,τ

= supl∈Z+
‖fl,r‖q,τ2

lab−1(2l), 1 < q, τ < ∞. В случае b(t) =

(1 + log2 t)
(ν−1)b, b ∈ R, ν ∈ N и τ = q класс W

a,b(·),r
q,τ определен В.Н.Темляковым [14;15]; здесь

вместо W
a,b(·),r
q,q будем писать W a,b,r

q .

В случае τ = q точные по порядку оценки наилучших n-членных тригонометрических
приближений функций из класса W a,b,r

q в пространстве Lp(T
m) при 1 < q 6 p < ∞ установил

В.Н.Темляков [14; 15]. В частности, он доказал

Теорема A (см. [15, теорема 3.2]). Пусть 1 < q ≤ 2 < p < ∞ и
(1

q
−

1

p

)

p
′

< a <
1

q
,

p
′

=
p

p− 1
. Тогда

en(W
a,b,r
q )p ≍ n

− p

2
(a+ 1

p
− 1

q
)
(log2 n)

(ν−1)(b+a(p−1)−( 1
q
− 1

p
)p)

.

Здесь и в дальнейшем запись An ≍ Bn означает, что существуют положительные числа
C1, C2, не зависящие от n ∈ N, и такие, что C1An 6 Bn 6 C2An для n ∈ N. Для краткости
записи в случае выполнения неравенств B(y) ≥ C1A(y) или B(y) ≤ C2A(y) часто будем писать
B(y) ≫ A(y) или B(y) ≪ A(y) соответственно.

В [15] теорема доказана конструктивным методом и при
1

q
−

1

p
< a <

(1

q
−

1

p

)

p
′

,

1 < q 6 2 < p < ∞, поставлена задача о нахождении конструктивного метода оцен-
ки en(W

a,b,r
q )p. Эта задача решена в [18].

В данной статье мы докажем обобщение теоремы 1.3 из [15] на класс W
a,b(·),r
q,τ1 в пространст-

ве Lp,τ2(T
m) в случае a >

1

q
−

1

p
, 1 < q < p 6 2 и 1 < τ1 < τ2 6 2.

Статья состоит из введения, двух разделов и заключения. В первом разделе даны вспо-
могательные утверждения, которые используются для доказательства основных результатов
статьи. Основные результаты статьи сформулированы и доказаны во втором разделе. В заклю-
чении представлено сравнение полученных результатов с ранее известными утверждениями.

1. Вспомогательные утверждения

Теорема 1. Пусть 1 < q < p < ∞ и 1 < τ1 < τ2 6 2. Тогда для функции f ∈ Lq,τ1(T
m)

справедливо неравенство

‖f‖p,τ2 ≪

( ∞
∑

l=0

2
l( 1

q
− 1

p
)τ2

∥

∥

∥

∑

l6〈s,γ〉<l+1

δs(f)
∥

∥

∥

τ2

q,τ1

)1/τ2

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для функции f ∈ Lq,τ1(T
m) согласно [19, теорема 1.2] выполня-

ется неравенство

‖f‖p,τ2 ≪

(

∑

s∈Zm
+

‖δs(f)‖
τ2
p,τ2

)1/τ2

= C

( ∞
∑

l=0

∑

l6〈s,γ〉<l+1

‖δs(f)‖
τ2
p,τ2

)1/τ2

. (1.1)
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Так как 1 < τ1 < τ2 6 2 и
1

q
−

1

p
> 0, учитывая, что γj > 1 для j = 1, . . . ,m и пользуясь [19,

теорема 3.2 ], получим

(

∑

l6〈s,γ〉<l+1

‖δs(f)‖
τ2
p,τ2

)1/τ2

6

(

∑

l6〈s,γ〉<l+1

‖δs(f)‖
τ1
p,τ2

)1/τ1

6 2(l+1)( 1
q
− 1

p
)
(

∑

l6〈s,γ〉<l+1

m
∏

j=1

2sj(
1
p
− 1

q
)τ1‖δs(f)‖

τ1
p,τ2

)1/τ1

≪ 2(l+1)( 1
q
− 1

p
)
∥

∥

∥

∑

l6〈s,γ〉<l+1

δs(f)
∥

∥

∥

q,τ1
.

(1.2)

Теперь из неравенств (1.1) и (1.2) следует утверждение теоремы. �

З а м е ч а н и е 1. В случае τ1 = q и τ2 = p теорема 1 доказана В.Н.Темляковым [20].

Следствие 1. Пусть функция b ∈ SV [1,∞), 1 < q < p < ∞ и 1 < τ1 < τ2 6 2, число

a >
1

q
−

1

p
. Тогда W

a,b(·),r
q,τ1 ⊂ Lp,τ2(T

m).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для функции f ∈ W
a,b(·),r
q,τ1 согласно теореме 1 имеем

‖f‖p,τ2 ≪

( ∞
∑

l=0

2−l(a+ 1
p
− 1

q
)τ2bτ2(2l)

)1/τ2

. (1.3)

Так как b ∈ SV [1,∞) и a >
1

q
−

1

p
, ряд в правой части неравенства (1.3) сходится. Следова-

тельно, W
a,b(·),r
q,τ1 ⊂ Lp,τ2(T

m). �

2. Основные результаты

О п р е д е л е н и е 2 (см., например, [21]). Через SV L[1,∞) обозначим множество всех
положительных функций v(t) на [1,∞), для которых функция (log 2t)−εv(t) убывает и функ-
ция (log 2t)εv(t) возрастает на [1,∞) для любого числа ε > 0 или v(t) = (1 + log2 t)

b, b ∈ R,
t ∈ [1,∞).

Теорема 2. Пусть функция b ∈ SV L[1,∞), 1 < q < p < 2 и r1 = . . . = rν < rν+1 6 . . . rm.

1. Если
1

q
−

1

p
< a <

1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
и 1 < τ1 < τ2 ≤ 2, то

en(W
a,b(·),r
q,τ1 )p,τ2 ≍ n−(a+ 1

p
− 1

q
)b(n).

2. Если a >
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
и 1 < τ1 < τ2 ≤ 2, то

en(W
a,b(·),r
q,τ1 )p,τ2 ≍ n

−(a+ 1
p
− 1

q
)
(log2 n)

(ν−1)(a+ 1
p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1
)
b(n).

3. Если a =
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
и 1 < τ1 < τ2 ≤ 2, то

en(W
a,b(·),r
q,τ1 )p,τ2 ≍ n

−( 1
τ1

− 1
τ2

)
(log2 log2 n)

1
τ2 b(n),

в случае b(t) = (1 + log2 t)
α предполагается, что 1 + ατ2 > 0.



14 Г.Акишев

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для n ∈ N выберем натуральное число µ такое, что n ≍ 2µµν−1

(см. [20]). Так как a >
1

q
−

1

p
> 0, согласно следствию 1 справедливо W

a,b(·),r
q,τ1 ⊂ Lp,τ2(T

m).

Пусть
1

q
−

1

p
< a <

1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
. Для заданного µ рассмотрим

S(γ)
µ (f, x) =

∑

k∈Q
(γ)
µ

ak(f)e
i〈k,x〉.

Выберем натуральное число N такое, что 2N ≍ 2µµν−1. Для натурального числа l ∈ (µ,N ] в

приближающий полином функции f ∈ W
a,b(·),r
q,τ1 включим ml блоков δs(f, x), l ≤ 〈s, γ〉 < l + 1

с наибольшим ‖δs(f)‖p,τ2 . Множество таких индексов s обозначим через Gl. Тогда по [19,
теоремa 3.2] имеем

(

∑

l≤〈s,γ〉<l+1

m
∏

j=1

2sjτ1(
1
p
− 1

q
)‖δs(f)‖

τ1
p,τ2

)1/τ1

≪ ‖fl‖q,τ1 ≪ 2−lab(2l). (2.1)

Так как 1 = γ1 = . . . = γν < γν+1 ≤ . . . γm и
1

p
−

1

q
< 0,

m
∏

j=1

2sjτ1(
1
p
− 1

q
) ≥ 2〈s,γ〉(

1
p
− 1

q
)τ1 ≥ 2(l+1)( 1

p
− 1

q
)τ1

для s: l ≤ 〈s, γ〉 < l + 1. Поэтому из неравенства (2.1) получим

2(l+1)( 1
p
− 1

q
)
(

∑

l≤〈s̄,γ̄〉<l+1

‖δs(f)‖
τ1
p,τ2

)1/τ1

≪

(

∑

l≤〈s̄,γ̄〉<l+1

m
∏

j=1

2
sjτ1(

1
p
− 1

q
)
‖δs(f)‖

τ1
p,τ2

)1/τ1

≪ 2−lab(2l).

Следовательно,
(

∑

l≤〈s̄,γ̄〉<l+1

‖δs(f)‖
τ1
p,τ2

)1/τ1

≪ 2−l(a+ 1
p
− 1

q
)b(2l). (2.2)

Введем обозначение: σl = {s̄ ∈ Z
m
+ : l ≤ 〈s̄, γ̄〉 < l + 1} и |σl| — количество элементов множе-

ства σl. Пусть aj — невозрастающая перестановка чисел {‖δs(f)‖p,τ2}s̄∈σl
. Тогда

(

∑

l≤〈s̄,γ̄〉<l+1

‖δs(f)‖
τ1
p,τ2

)1/τ1

=

( |σl|
∑

j=1

aτ1j

)1/τ1

.

По определению множества Gl количество элементов множества σl\Gl равно |σl|−ml. Поэтому

(

∑

l≤〈s,γ〉<l+1,
s/∈Gl

‖δs(f)‖
τ1
p,τ2

)1/τ1

=

( |σl|
∑

j=ml+1

aτ1j

)1/τ1

.

Поскольку τ1 6 τ2, применяя [15, лемма 2.1] и учитывая это равенство, получим

(

∑

l≤〈s̄,γ̄〉<l+1,
s̄/∈Gl

‖δs(f)‖
τ2
p,τ2

)1/τ2

=

( |σl|
∑

j=ml+1

aτ2j

)1/τ2

≤ m
−( 1

τ1
− 1

τ2
)

l

( |σl|
∑

j=1

aτ1j

)1/τ1

= m
−( 1

τ1
− 1

τ2
)

l

(

∑

l≤〈s̄,γ̄〉<l+1

‖δs(f)‖
τ1
p,τ2

)1/τ1

.

(2.3)
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Из неравенств (2.2) и (2.3) вытекает

(

∑

l≤〈s̄,γ̄〉<l+1,
s̄ /∈Gl

‖δs(f)‖
τ2
p,τ2

)1/τ2

≪ m
−( 1

τ1
− 1

τ2
)

l 2−l(a+ 1
p
− 1

q
)b(2l). (2.4)

Если же 1 < τ2 ≤ 2 и 1 < p < ∞, то по [19, теорема 1.2] справедливо неравенство

∥

∥

∥

∥

∑

l≤〈s,γ〉<l+1,
s/∈Gl

δs(f)

∥

∥

∥

∥

p,τ2

≪

(

∑

l≤〈s,γ〉<l+1,
s/∈Gl

‖δs(f)‖
τ2
p,τ2

)1/τ2

. (2.5)

Теперь из неравенств (2.4) и (2.5) следует, что

∥

∥

∥

∑

l≤〈s̄,γ〉<l+1,
s/∈Gl

δs(f)
∥

∥

∥

p,τ2
≪ m

−( 1
τ1

− 1
τ2

)

l 2−l(a+ 1
p
− 1

q
)b(2l). (2.6)

Введем обозначение
Fl(x) =

∑

l≤〈s̄,γ̄〉<l+1,
s̄/∈Gl

δs(f, x).

Пусть κ — положительное число такое, что a+
1

p
−

1

q
<

( 1

τ1
−

1

τ2

)

κ <
1

τ1
−

1

τ2
. Положим ml =

[2(N−l)κ], где [y] — целая часть числа y. Тогда по свойству нормы и в силу неравенства (2.6)
будем иметь

∥

∥

∥

∑

µ<l≤N

Fl

∥

∥

∥

p,τ2
≤

∑

µ<l≤N

‖Fl‖p,τ2

≤ 2
−N( 1

τ1
− 1

τ2
)κ

∑

µ<l≤N

2
−l(a+ 1

p
− 1

q
−( 1

τ1
− 1

τ2
)κ)

b(2l) ≪ 2
−N( 1

τ1
− 1

τ2
)κ
2
−N(a+ 1

p
− 1

q
−( 1

τ1
− 1

τ2
)κ)

b(2N ).

Таким образом,
∥

∥

∥

∑

µ<l≤N

Fl

∥

∥

∥

p,τ2
≪ 2−N(a+ 1

p
− 1

q
)b(2N ) (2.7)

в случае
1

q
−

1

p
< a <

1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < τ1 < τ2 ≤ 2, 1 < q < p < 2.

Рассмотрим полином

An(f, x) = S(γ)
µ (f, x) +

∑

µ<l≤N

∑

l≤〈s̄,γ̄〉<l+1,
s̄∈Gl

δs(f, x).

Этот полином имеет не более n элементов:

n ≤ |Qµ|+
∑

µ<l≤N

2lml ≤ C2N .

Теперь, пользуясь теоремой 1, определением класса W
a,b(·),r
q,τ1 и учитывая, что функция b ∈

SV L[1, ∞), a >
1

q
−

1

p
, имеем

∥

∥

∥

∑

l>N

fl

∥

∥

∥

p,τ2
≪

(

∑

l>N

2
l( 1

q
− 1

p
)τ2‖fl‖

τ2
q,τ1

)1/τ2

≪
(

∑

l>N

2
−l(a+ 1

p
− 1

q
)τ2bτ2(2l)

)1/τ2
≪ 2

−N(a+ 1
p
− 1

q
)
b(2N ).

(2.8)
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По свойству нормы и в силу неравенств (2.7) и (2.8) получим

∥

∥

∥
f −An(f)

∥

∥

∥

p,τ2
≤

∥

∥

∥

∑

µ<l≤N

Fl

∥

∥

∥

p,τ2
+

∥

∥

∥

∑

l>N

fl

∥

∥

∥

p,τ2
≪ 2−N(a+ 1

p
− 1

q
)b(2N )

≪ n−(a+ 1
p
− 1

q
)b(n)

в случае
1

q
−

1

p
< a <

1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < τ1 < τ2 ≤ 2, 1 < q < p < 2.

Следовательно,

en(W
a,b,r
q,τ1 )p,τ2 ≪ n

−(a+ 1
p
− 1

q
)
b(n)

при
1

q
−

1

p
< a <

1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < τ1 < τ2 ≤ 2, 1 < q < p < 2.

Оценка сверху в первом утверждении доказана.

Рассмотрим a >
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
. В этом случае положим ml = 2N−l. Тогда, учитывая, что

2N ≍ 2µµν−1, из формулы (2.6) получим

∥

∥

∥

∑

µ<l≤N

Fl

∥

∥

∥

p,τ2
≪

∑

µ<l≤N

‖Fl‖p,τ2

≪
∑

µ<l≤N

m
−( 1

τ1
− 1

τ2
)

l 2
−l(a+ 1

p
− 1

q
)
b(2l) ≪ 2

−N( 1
τ1

− 1
τ2

)
∑

µ<l≤N

2
−l(a+ 1

p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1
)
b(2l)

≪ 2
−N( 1

τ1
− 1

τ2
)
2
−µ(a+ 1

p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1
)
µ(ν−1)b ≤ C2−N(a+ 1

p
− 1

q
)N

(ν−1)(a+ 1
p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1
)
b(2N )

≍ n−(a+ 1
p
− 1

q
)(logν−1 n)

a+ 1
p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1 b(n).

Таким образом, если a >
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, то

∥

∥

∥

∑

µ<l≤N

Fl

∥

∥

∥

p,τ2
≪ n

−(a+ 1
p
− 1

q
)
(logν−1 n)

a+ 1
p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1 b(n) (2.9)

при 1 < q < p < 2, 1 < τ1 < τ2 ≤ 2.

Поскольку a >
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, из оценки (2.8) выводим, что

∥

∥

∥

∑

l>N

fl

∥

∥

∥

p,τ2
≪ 2−N(a+ 1

p
− 1

q
)N

(ν−1)(a+ 1
p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1
)
b(2N )

≪ n−(a+ 1
p
− 1

q
)(logν−1 n)

a+ 1
p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1 b(n).

(2.10)

Теперь из неравенств (2.9) и (2.10) имеем

∥

∥

∥
f −An(f)

∥

∥

∥

p,τ2
≤

∥

∥

∥

∑

µ<l≤N

Fl

∥

∥

∥

p,τ2
+

∥

∥

∥

∑

l>N

fl

∥

∥

∥

p,τ2
≪ n

−(a+ 1
p
− 1

q
)
(logν−1 n)

a+ 1
p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1 b(n)

в случае a >
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < q < p < 2, 1 < τ1 < τ2 ≤ 2. Следовательно,

en(W
a,b,r
q,τ1 )p,τ2 ≪ n

−(a+ 1
p
− 1

q
)
(logν−1 n)

a+ 1
p
− 1

q
+ 1

τ2
− 1

τ1 b(n)

если a >
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < q < p < 2, 1 < τ1 < τ2 ≤ 2.
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Пусть a =
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
и 1 < τ1 < τ2 < ∞. Выберем натуральное число N такое, что

2N ≍ 2µµν−1. Тогда N − µ ≍ log µ. Для натурального числа l ∈ (µ,N ] положим ml = 2N−l.
Соответственно получаем

n ≤ |Qµ|+
∑

µ<l≤N

2lml ≤ C2N (N − µ).

При a =
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
из оценки (2.8) вытекает

∥

∥

∥

∑

l>N

fl

∥

∥

∥

p,τ2
≤

∑

l>N

‖fl‖p,τ2 ≪ 2
−N( 1

τ1
− 1

τ2
)
b(2N ), (2.11)

а из неравенства (2.6) —

‖Fl‖p,τ2 ≪ (ml + 1)
−( 1

τ1
− 1

τ2
)
b(2l)2

−l( 1
τ1

− 1
τ2

)
.

Следовательно, согласно [21, теорема 1.2] и определению числа N

∥

∥

∥

∑

µ<l≤N

Fl

∥

∥

∥

p,τ2
≪

(

∑

µ<l≤N

‖Fl‖
τ2
p,τ2

)1/τ2

≪
(

∑

µ<l≤N

(ml + 1)
−( 1

τ1
− 1

τ2
)τ22

−l( 1
τ1

− 1
τ2

)τ2bτ2(2l)
)1/τ2

= C2
−N( 1

τ1
− 1

τ2
)
(

∑

µ<l≤N

bτ2(2l)
)1/τ2

(2.12)

в случае a =
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
. Оценим сумму

∑

µ<l≤N

bτ2(2l)

для функции b ∈ SV L[1,∞). Так как b ∈ SV L[1,∞), функция b(t)(log(2t))ε возрастает
на [1,∞). Поэтому

∑

µ<l≤N

bτ2(2l) ≪ (b(2N )(log 2N+1))ε)τ2
∑

µ<l≤N

(l + 1)−ετ2 . (2.13)

Далее, выбирая ε > 1/τ2, получим

∑

µ<l≤N

(l + 1)−ετ2 ≪

N+1
∫

µ+1

t−ετ2dt
1

1− ετ2
((N + 1)1−ετ2 − (µ + 1)1−ετ2). (2.14)

Теперь из (2.13) и (2.14) выводим

∑

µ<l≤N

bτ2(2l) ≪ (b(2N )(N + 1)ε)τ2((N + 1)1−ετ2 − (µ+ 1)1−ετ2) ≪ bτ2(2N )(N − µ), (2.15)

если b(t)(log(2t))ε возрастает на [1,∞).

Пусть b(t) = (1 + log2 t)
α, α ∈ R, t ∈ [1,∞). Тогда

∑

µ<l≤N

bτ2(2l) =
∑

µ<l≤N

(l + 1)ατ2 ≪ (N + 1)ατ2(N − µ) (2.16)
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для ατ2 > 0. Если −1 < ατ2 < 0, то

∑

µ<l≤N

bτ2(2l) =
∑

µ<l≤N

(l + 1)ατ2 ≪
1

1 + ατ2
µατ2(N − µ). (2.17)

Теперь из неравенств (2.12), (2.15)–(2.17) имеем

∥

∥

∥

∑

µ<l≤N

Fl

∥

∥

∥

p,τ2
≪ 2

−N( 1
τ1

− 1
τ2

)
b(2N )(N − µ)1/τ2 , (2.18)

если b(t)(log(2t))ε возрастает на [1,∞) при ε > 0 или b(t) = (1+log2 t)
α, ατ2+1 > 0. Учитывая,

что N − µ ≍ log µ, из неравенств (2.11) и (2.18) получим

∥

∥

∥
f −An(f)

∥

∥

∥

p,τ2
≤

∥

∥

∥

∑

µ<l≤N

Fl

∥

∥

∥

p,τ2
+

∥

∥

∥

∑

l>N

fl

∥

∥

∥

p,τ2

≪ 2
−N( 1

τ1
− 1

τ2
)
b(2N )(N − µ)1/τ2 ≪ n

−( 1
τ1

− 1
τ2

)
b(n)(log log n)1/τ2

для любой функции f ∈ W
a,b(·),r
q,τ1 в случае a =

1

q
−
1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < τ1 < τ2 ≤ 2, если b(t)(log(2t))ε

возрастает на [1,∞) при ε > 0 или b(t) = (1 + log2 t)
α, ατ2 + 1 > 0. Следовательно,

en(W
a,b(·),r
q,τ1 )p,τ2 ≪ n

−( 1
τ1

− 1
τ2

)
b(n)(log log n)1/τ2

в случае a =
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < τ1 < τ2 ≤ 2, если b(t)(log(2t))ε возрастает на [1,∞) при ε > 0

или b(t) = (1 + log2 t)
α, ατ2 + 1 > 0. Этим оценки сверху доказаны.

Оценка снизу в случае a >
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < q < p ≤ 2. Пусть M — достаточно большое

натуральное число. По числу M найдем n ∈ N так, чтобы M ≍ 2nnν−1 и количество точек в
множестве F γ

n =
⋃

〈s,γ〉=n

ρ(s) было бы больше чем 4M т. е. |F γ
n | > 4M. Это всегда можно сделать,

так как |F γ
n | ≍ 2nnν−1 (см. например [20, гл. 4, разд. 2.2]). Рассмотрим функцию

f0(x) = 2−n(a+1− 1
q
)b(2n)n

− ν−1
τ1

∑

k∈F γ
n

ei〈k,x〉.

Для функции f0 имеем

‖fl,r‖q,τ1 = 2−n(a+1− 1
q
)b(2n)n

− ν−1
τ1

∥

∥

∥

∑

〈s,γ〉=l

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,x〉
∥

∥

∥

q,τ1

для l = 1, . . . , n и ‖fl,r‖q,τ1 = 0 при l > n. Далее в силу оценки нормы ядра Дирихле по
ступенчатому гиперболическому кресту [19, следствие 3.1] отсюда получаем

‖fl,r‖q,τ1 ≤ C2−n(a+1− 1
q
)b(2n)n

− ν−1
τ1 2l(1−

1
q
)l

ν−1
τ1 ≤ C02

−lab(2l), l = 1, . . . , n.

Следовательно, функция F0 = C−1
0 f0 ∈ W

a,b(·),r
q,τ1 .

Оценим eM (F0)p,τ2 . Пусть ΩM обозначает некоторое множество из M целочисленных век-

торов k
j
= (k

(j)
1 , . . . , k

(j)
m ), j = 1, . . . ,M . Рассмотрим множество ΩM ∩ ρ(s), 〈s, γ〉 = n. Тогда

множество P векторов s таких, что 〈s, γ〉 = n и

|Ω ∩ ρ(s)| <
|ρ(s)|

2
, (2.19)
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будет содержать, по крайней мере, половину всех s таких, что 〈s, γ〉 = n (см. [20, с. 95]), и
следовательно (см. [20, с. 95]),

|P | ≍ nν−1. (2.20)

Пусть T (x) — произвольный полином с номерами гармоник из ΩM . Тогда учитывая (2.19), по
[19, теоремa 3.2] имеем

‖F0 − T‖p,τ2
≥ C

(

∑

s∈Zm
+

m
∏

j=1

2
sj(

1
2
− 1

p
)τ2‖δs(F0 − T )‖τ22

)1/τ2

≫

(

∑

〈s,γ〉=n

m
∏

j=1

2
sj(

1
2
− 1

p
)τ2‖δs(F0 − T )‖τ22

)1/τ2

≫

(

∑

s∈P

m
∏

j=1

2sj(
1
2
− 1

p
)τ2‖δs(F0 − T )‖τ22

)1/τ2

= C2
−n(a+1− 1

q
)
b(2n)n

− ν−1
τ1

(

∑

s∈P

m
∏

j=1

2
sj(

1
2
− 1

p
)τ2

m
∏

j=1

2sj
τ2
2

)1/τ2

.

(2.21)

Применяя неравенство Гельдера при
1

τ2
+

1

τ
′

2

= 1 и [20, лемма В], получим

|P | =
∑

s∈P

1 ≤
(

∑

s∈P

m
∏

j=1

2
sj(1−

1
p
)τ2

)1/τ2(∑

s∈P

m
∏

j=1

2
−sj(1−

1
p
)τ

′

2

)1/τ
′

2

≤
(

∑

s∈P

m
∏

j=1

2sj(1−
1
p
)τ2

)1/τ2( ∑

〈s,γ〉≥n

m
∏

j=1

2−sj(1−
1
p
)τ

′

2

)1/τ
′

2
≪ 2−n(1− 1

p
)n

ν−1

τ
′

2

(

∑

s∈P

m
∏

j=1

2sj(1−
1
p
)τ2

)1/τ2
.

В силу соотношения (2.20) отсюда следует, что

(

∑

s∈P

m
∏

j=1

2
sj(1−

1
p
)τ2

)1/τ2
≫ 2

n(1− 1
p
)
n
− ν−1

τ
′

2 |P | ≫ 2
n(1− 1

p
)
n

ν−1
τ2 .

Поэтому из неравенства (2.21) выводим

‖F0 − T‖p,τ2
≥ 2−n(a+1− 1

q
)b(2n)n

− ν−1
τ1 2n(1−

1
p
)n

ν−1
τ2 = C2−n(a+ 1

p
− 1

q
)b(2n)n

(ν−1)( 1
τ2

− 1
τ1

)

в случае a >
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < q < p ≤ 2, 1 < τ1, τ2 < ∞. Следовательно, учитывая, что

M ≍ 2nnν−1 и b ∈ SV L[1,∞), будем иметь

en(W
a,b(·),r
q,τ1 )p,τ2 ≥ ‖F0 − T‖p,τ2

≥ C2
−n(a+ 1

p
− 1

q
)
b(2n)n

(ν−1)( 1
τ2

− 1
τ1

)

≍ M
−(a+ 1

p
− 1

q
)
(logM)

(ν−1)(a+ 1
p
− 1

q
)
b(M)(logM)

(ν−1)( 1
τ2

− 1
τ1

)

при a >
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < q < p ≤ 2, 1 < τ1, τ2 < ∞.

Оценка снизу в случае a =
1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
. Пусть натуральное число N — такое, что 2N ≍

2nnν−1. Тогда N − n ≍ log n. Как и в статье [15], для натурального числа l ∈ (n,N ] выберем
произвольное множество Bl таких s, что 〈s, γ〉 = l и количество элементов |Bl| := ml := 2N−l.
Рассмотрим функцию f такую, что fl(x) = 0 для l /∈ (n,N ] и

fl(x) = 2
−l(a+1− 1

q
)
b(2l)m

− 1
τ1

l

∑

s∈Bl

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,x〉.
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В случае b(t) = t(ν−1)b, b ∈ R, эта функция определена в [15] и наши рассуждения будут
аналогичны. Тогда по [19, теорема 1.2] имеем

‖fl‖q,τ1 ≤ C

(

∑

s∈Bl

‖δs(f)‖
τ1
q,τ1

)1/τ1

при 1 < q ≤ 2, 1 < τ1 ≤ 2. Отсюда согласно оценке нормы ядра Дирихле по прямоугольникам
(см. [19]) получим

‖fl‖q,τ1 ≪ 2
−l(a+1− 1

q
)
b(2l)m

−1/τ1
l

(

∑

s∈Bl

∥

∥

∥

∥

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,x〉
∥

∥

∥

∥

τ1

q,τ1

)1/τ1

≪ 2−l(a+1− 1
q
)b(2l)m

−1/τ1
l

(

∑

s∈Bl

m
∏

j=1

2sj(1−
1
q
)τ1

)1/τ1

≪ 2−l(a+1− 1
q
)b(2l)2l(1−1/q)m

−1/τ1
l |Bl|

1/τ1 = C12
−lab(2l).

Следовательно, функция F1 = C−1
1 f ∈ W

a,b(·),r
q,τ1 в случае a =

1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
и 1 < q ≤ 2,

1 < τ1 ≤ 2. Докажем оценку снизу величины en(F1)p,τ2 с M <
2N (N − n)

8
. Пусть KM =

{k
(j)

}Mj=1. Как и в [15], обозначим

L :=
{

l ∈ (n,N ] : |KM ∩
(

⋃

s∈Bl

ρ(s)
)

| ≤
2N

4

}

.

Тогда (N − n− |L|)
2N

4
≤ M ≤

2N (N − n)

8
, который влечет |L| ≥

N − n

2
, где |L| — количество

элементов множества L. Выберем l ∈ L. Примем

K l
M := KM ∩

(

⋃

s∈Bl

ρ(s)
)

и B
′

l :=
{

s ∈ Bl : |K
l
M ∩ ρ(s)| ≤

|ρ(s)|

2

}

.

Нетрудно доказать, что |B
′

l | ≥
|Bl|

2
. Пусть g — любой полином вида g(x) =

∑

k∈KM

cke
i〈k,x〉. Тогда

по [19, теоремa 3.2] и с учетом того, что b ∈ SV L[1,∞), имеем

‖F1 − g‖p,τ2
≥ C

(

∑

n<l≤N

∑

s∈Bl

m
∏

j=1

2
sj(

1
2
− 1

p
)τ2‖δs(F1 − g)‖τ22

)1/τ2

≥ C

(

∑

l∈L

∑

s∈B
′

l

2l(
1
2
− 1

p
)τ2‖δs(F0 − T )‖τ22

)1/τ2

≥ C

(

∑

l∈L

(2−l(a+1− 1
q
)b(2l)m

−1/τ1
l )τ2

∑

s∈B
′

l

2l(
1
2
− 1

p
)τ22l

τ2
2

)1/τ2

= C

(

∑

l∈L

(2
−l(a+ 1

p
− 1

q
)
b(2l)m

−1/τ1
l )τ2 |B

′

l |

)1/τ2

≥ C

(

∑

l∈L

(2
−l(a+ 1

p
− 1

q
)
b(2l)m

−1/τ1
l )τ2 |Bl|

)1/τ2

= C

(

∑

l∈L

(2
−l(a+ 1

p
− 1

q
)
b(2l)m

−1/τ1
l )τ2ml

)1/τ2

= C

(

∑

l∈L

(2
−l(a+ 1

p
− 1

q
)
b(2l))τ2(2N−l)

1−
τ2
τ1

)1/τ2

= C2
N( 1

τ2
− 1

τ1
)
(

∑

l∈L

bτ2(2l)

)1/τ2

≥ C2
N( 1

τ2
− 1

τ1
)
b(2n)|L|1/τ2 .

(2.22)
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Так как N − n ≍ log n, N ≍ n+ log n ≤ Cn. Поэтому из формулы (2.22) получим

‖F1 − g‖p,τ2
≥ C2

−N( 1
τ1

− 1
τ2

)
b(2N )|L|1/τ2 ≥ C2

−N( 1
τ1

− 1
τ2

)
b(2N )(N − n)1/τ2 .

Следовательно, учитывая, что 2N ≍ 2nnν−1 и M < 2N (N−n)8−1 будем иметь en(W
a,b(·),r
q,τ1 )p,τ2 ≫

M
−( 1

τ1
− 1

τ2
)
b(M)(log logM)1/τ2 при a =

1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
.

Оценка снизу в случае
1

q
−

1

p
< a <

1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
, 1 < q < p 6 2, 1 < τ1 < τ2 6 2.

Пусть дано натуральное число M . Выберем s0 = (s01, . . . , s
0
m) ∈ Z

m
+ такой, что 2M 6 |ρ(s0)| 6

CM , где число C > 2. Рассмотрим функцию

f2(x) =
m
∏

j=1

2−s0j (a+1− 1
q
)b
(

m
∏

j=1

2−s0j
)

∑

k∈ρ(s0)

ei〈k,x〉.

Нетрудно убедиться, что f2 ∈ W
a,b(·),r
q,τ1 . Пусть ΩM — множество m–мерных векторов {k

(j)
}Mj=1

с целочисленными координатами и T (x) означает произвольный тригонометрический полином
с номерами гармоник из ΩM . Отметим, что |ρ(s0) ∩ ΩM | 6 |ρ(s0)|/2. Далее, учитывая это
неравенство и b ∈ SV L[1,∞), по [19, теоремa 3.2] при λ = θ = 2 будем иметь

‖f2 − T‖p,τ2 ≫
m
∏

j=1

2s
0
j (

1
2
− 1

p
)‖δs(f2 − T )‖2 = C

m
∏

j=1

2s
0
j (

1
2
− 1

p
)

m
∏

j=1

2−s0j (a+1− 1
q
)b
(

m
∏

j=1

2−s0j
)

× (|ρ(s0)| −M)
1
2 ≫

m
∏

j=1

2
−s0j (a+

1
2
+ 1

p
− 1

q
)
b
(

m
∏

j=1

2−s0j
)( |ρ(s0)|

2

)
1
2

= C
m
∏

j=1

2−s0j (a+
1
2
+ 1

p
− 1

q
)b
(

m
∏

j=1

2−s0j
)(

m
∏

j=1

2s
0
j

)1/2
≫ M−(a+ 1

p
− 1

q
)b(M).

Значит, en(W
a,b(·),r
q,τ1 )p,τ2 ≫ M−(a+ 1

p
− 1

q
)b(M) в случае

1

q
−

1

p
< a <

1

q
−

1

p
+

1

τ1
−

1

τ2
. �

Следующие два утверждения (теорема 3 и лемма 1) нам потребуются для доказательства
теоремы 4.

Теорема 3. Пусть 1 < p ≤ 2, 1 < τ < ∞. Тогда для полинома

T
Q

(γ)
n

(x) =
∑

k∈Q
(γ)
n

ck(f)e
i〈k,x〉

выполняются следующие неравенства:

‖T
Q

(γ)
n

‖A ≪ 2
n
p n(ν−1)(1− 1

τ
)‖T

Q
(γ)
n

‖p,τ , 1 < p < 2, 1 < τ < ∞;

‖T
Q

(γ)
n

‖A ≪ 2
n
2 n(ν−1)(1− 1

τ
)+ 1

2
− 1

τ ‖T
Q

(γ)
n

‖2,τ , 2 ≤ τ < ∞.

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы проводится аналогично [20, теорема 2.2] с приме-
нением теорем 3.1 и 1.3 из [19] для первого и второго утверждений соответственно. �

Лемма 1. Пусть 2 ≤ p < ∞, 1 < τ < ∞ и функция b ∈ SV L[1,∞). Тогда существет M -

членный тригонометрический полином GM (f, x), построенный конструктивным методом

на основе жадного алгоритма, для которого при f ∈ W
a,b(·),r
A справедлива оценка

‖f −GM (f)‖p,τ ≪ M−(a+ 1
2
)(logM)(ν−1)ab(M).
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Д о к а з а т е л ь с т в о этой леммы в основных моментах повторяет доказательство
утверждения [14, лемма 6.1]. Поэтому приведем краткую схему доказательства. Пусть f ∈

W
a,b(·),r
A . Для натурального числа M существует n ∈ N такое, что M ≍ 2nnν−1. Выберем число

p0 ∈ (p,∞). Тогда по свойству пространства Лоренца Lp0(T
m) ⊂ Lp,τ (T

m) и ‖f‖p,τ ≤ C‖f‖p0 ,
для функции f ∈ Lp0(T

m), 1 < τ < ∞ (см. [22, гл. 3, разд. 3.4.1, с. 92]). По лемме 6.1 из [14]
для функции fl,r ∈ Lp0(T

m) существует ml-членный полином Gml
(fl,r, x) такой, что

‖fl,r −Gml
(fl,r)‖p0 ≤ Cm

−1/2
l 2−lab(2l).

Поскольку fl,r ∈ Lp0(T
m) ⊂ Lp,τ (T

m), из предыдущего неравенства следует, что

‖fl,r −Gml
(fl,r)‖p,τ ≪ ‖fl,r −Gml

(fl,r)‖p0 ≪ m
−1/2
l 2−lab(2l). (2.23)

Выберем число µ ∈ (0, a) и положим ml = [2n−µ(l−n)l(ν−1)], l = n, n + 1, . . . . Как и в [14],
рассмотрим приближающий полином

GM (f, x) =
∑

〈s,γ〉≤n

δs(f, x) +
∑

l≥n

Gml
(fl,r, x).

Теперь по свойству нормы и в силу неравенства (2.23) учитывая, что b ∈ SV L[1,∞), получим

‖f −GM (f)‖p,τ 6

∞
∑

l=n

∥

∥

∥
fl,r −Gml

(fl,r)
∥

∥

∥

p,τ
≪

∞
∑

l=n

m
−1/2
l 2−lab(2l)

≪ 2−n(a+ 1
2
)n− ν−1

2 b(2n) ≪ M−(a+ 1
2
)(logM)(ν−1)ab(M). �

Теорема 4. Пусть 0 < r1 = . . . = rν < rν+1 ≤ . . . ≤ rm, 1 < q 6 2 < p < ∞,

1 < τ1 < τ2 < ∞ и функция b ∈ SV L[1,∞). Если 1 < q < 2 и a >
1

q
, то

eM (W a,b(·),r
q,τ1 )p,τ2 ≍ M

−(a+ 1
2
− 1

q
)
(log2M)

(ν−1)(a− 1
q
+ 1

τ
′

1

)
b(M).

Если q = 2 и a >
1

2
, то

eM (W
a,b(·),r
2,τ1

)p,τ2 ≪ M−a(log2 M)
(ν−1)(a− 1

2
+ 1

τ
′

1

)+ 1
2
− 1

τ1 b(M).

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы проводится аналогично [14, теорема 1.5] на основе

леммы 1. Пусть f ∈ W
a,b(·),r
q,τ1 , 1 < q < 2. Тогда по теореме 3 и определению класса W

a,b(·),r
q,τ1

будем иметь

‖fl,r‖A ≪ 2
l
q l

ν−1

τ
′

1 ‖fl,r‖q,τ1 ≤ C2−l(a− 1
q
)l

ν−1

τ
′

1 b(2l), 1 < q < 2, 1 < τ1 < ∞.

Поэтому по лемме 1 с заменой a на a− 1/q > 0 получим

eM (f)p,τ2 ≤ CM
−(a+ 1

2
− 1

q
)
(logν−1

2 M)
a− 1

q
+ 1

τ
′

1 b(M)

для функции f ∈ W
a,b(·),r
q,τ1 , 1 < q < 2 < p < ∞, 1 < τ1, τ2 < ∞. Следовательно,

eM (W a,b(·),r
q,τ1 )p,τ2 ≤ CM

−(a+ 1
2
− 1

q
)
(log2 M)

(ν−1)(a− 1
q
+ 1

τ
′

1

)
b(M)

при 1 < q < 2 < p < ∞ и a >
1

q
, 1 < τ1, τ2 < ∞.
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Если q = 2 < p < ∞, то пользуясь вторым неравенством в теореме 3 и леммой 1 получим

eM (f)p,τ2 ≪ M−a(log2 M)
(ν−1)(a− 1

2
+ 1

τ
′

1

)+ 1
2
− 1

τ1 b(M)

для функции f ∈ W
a,b(·),r
2,τ1

при 2 < p < ∞, 2 ≤ τ1 < ∞, 1 < τ2 < ∞.
Поскольку ‖f‖2 ≪ ‖f‖p,τ2 для 2 < p < ∞, 1 < τ2 < ∞ (см. [22, гл. 3, подразд. 3.4.1, с. 92]),

достаточно оценить снизу en(W
a,b(·),r
q,τ1 )2. Для этого рассматривается функция

f0(x) = C02
−n(a+1− 1

q
)
n
− ν−1

τ1 b(2n)
∑

〈s,γ〉≤n

∑

k∈ρ(s)

ei〈k,x〉,

принадлежащая классу W
a,b(·),r
q,τ1 для некоторого числа C0 > 0, не зависящего от n. �

З а м е ч а н и е 2. В случае b(t) = (1 + log t)(ν−1)b, b ∈ R, t ∈ [1, ∞) и τ1 = q, τ2 = p
лемма 1 и теорема 3 ранее доказаны В.Н.Темляковым соответственно в [14, лемма 6.1] и
[15, теорема 1.3].

Заключение

В случае b(t) = (1 + log t)(ν−1)b, b ∈ R, t ∈ [1, ∞), и τ1 = q, τ2 = p теорема 2 ранее доказана
В.Н.Темляковым [15, теорема 1.3] и для τ1 6= q, τ2 6= p она анонсирована в [23].

Отметим, что если f ∈ W
a,b(·),r
q,τ , то учитывая, что b ∈ SV L[1,∞), a > 0 по свойству нормы,

получим

‖f − S(γ)
n (f)‖q,τ ≪

∞
∑

l=n

‖fl,r‖q,τ ≪

∞
∑

l=n

2−lab(2l) ≪ 2−nab(2n), n ∈ N.

Обратно, если ‖f − S
(γ)
n (f)‖q,τ ≪ 2−nab(2n), n ∈ N, то

‖fn,r‖q,τ ≪ ‖f − S(γ)
n (f)‖q,τ + ‖f − S

(γ)
n+1(f)‖q,τ ≪ 2−nab(2n), n ∈ N.

Отсюда класс W
a,b(·),r
q,τ совпадает с классом

Sa,b(·),γ
q,τ = {f ∈ Lq,τ (T

m) : 2nab−1(2n)‖f − S(γ)
n (f)‖q,τ 6 1, n ∈ Z+}.

Поэтому из теоремы 2 следует точный порядок величины en(S
a,b(·),γ
q,τ )p,τ2 .
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