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1. Введение. Предварительные сведения

Статья служит дополнением предыдущей работы автора [1], с которой читателю желатель-
но ознакомиться. Основной целью настоящей статьи является доказательство двух теорем о
характеризации условно полных сверху обобщенных булевых решеток.

Напомним основные необходимые определения. Сразу отметим, что теоретико-решеточные
сведения можно найти в книгах [2–4], а общетопологическую информацию — в монографи-
ях [5; 6].

Решеткой называется алгебра 〈L,+, ·〉 с двумя идемпотентными коммутативно-ассоциати-
вными бинарными операциями сложения + и умножения ·, связанными тождествами погло-
щения x+ xy = x и x(x+ y) = x. Если для произвольных элементов a, b решетки L положить
a ≤ b ⇔ a + b = b (равносильно, ab = a), то получим упорядоченное множество 〈L,≤〉, в
котором x + y = sup{x, y} и xy = inf{x, y} для любых x, y ∈ L (см. [2, п. 3.1; 3, с. 20–21,
теорема 1]).

Решетка с тождеством x(y + z) = xy + xz называется дистрибутивной. Дистрибутивная
решетка L с нулем 0 и ненулевой единицей 1 называется булевой решеткой, если каждый ее
элемент a имеет дополнение b ∈ L: a+ b = 1 и ab = 0; дополнение единственно и обозначается
как a′.

Элемент a \ b дистрибутивной решетки L с нулем 0 называется относительным дополне-
нием элемента b ∈ L до (относительно) элемента a ∈ L, если (a \ b) + b = a + b и (a \ b)b = 0;

1Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда в рамках проекта “По-
лукольца и полумодули с условиями идемпотентности” (проект № 24-21-00117).
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элемент a \ b единственен в случае своего существования. Мы видим, что элемент a \ b служит
дополнением элемента b в подрешетке (a+ b)L решетки L.

Дистрибутивная решетка с нулем 0, для любых элементов a, b которой существует относи-
тельное дополнение a \ b, называется обобщенной булевой решеткой. Всякая булева решетка L
является обобщенной булевой решеткой, поскольку a \ b = ab′ для любых элементов a, b ∈ L.
Обобщенные булевы решетки с ненулевой единицей являются булевыми решетками.

Интервалом (нетривиальным) решетки L называется множество [a, b] = {x ∈ L : a ≤ x ≤ b}
при a < b из L.

Предложение 1. Для произвольной дистрибутивной решетки L с нулем 0 равносильны
следующие условия:

1) L — обобщенная булева решетка;
2) все интервалы в L являются булевыми решетками (как подрешетки решетки L);
3) в L каждый ненулевой главный идеал является булевой решеткой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) ⇒ 2). Любой интервал [a, b] решетки L является ограни-
ченной дистрибутивной решеткой. Легко видеть, что элемент c ∈ [a, b] имеет в решетке [a, b]
дополнение b \ c+ a.

2) ⇒ 3). Очевидно.
3) ⇒ 1). Пусть a, b ∈ L. Если a = b, то a \ b = 0. В противном случае [0, a+ b] = (a+ b)L —

булева решетка, и элемент b имеет в ней дополнение c: cb = 0 и c+ b = a+ b. Значит, c = a \ b.
Предложение доказано.

Ассоциативное кольцо с тождеством xx = x называется булевым кольцом. Между обоб-
щенными булевыми решетками и булевыми кольцами существует естественное взаимно од-
нозначное соответствие [3, с. 109]. Именно, если 〈L,+, ·〉 — обобщенная булева решетка, то
〈L,⊕, ·〉 — булево кольцо, где a ⊕ b = (a \ b) + (b \ a) для любых a, b ∈ L. Если же 〈L,⊕, ·〉 —
булево кольцо, то 〈L,+, ·〉 — обобщенная булева решетка, где a + b = a ⊕ ab ⊕ b для всех
a, b ∈ L. При этом булевым решеткам соответствуют булевы кольца с ненулевой единицей.

Решетка называется условно полной сверху (снизу), если каждое ее ограниченное сверху
(соответственно, снизу) непустое множество обладает точной верхней (соответственно, точной
нижней) гранью. Решетка полная сверху (снизу), когда любое непустое множество в ней имеет
точную верхнюю (соответственно, точную нижнюю) грань. Решетка, полная сверху и снизу,
называется полной решеткой.

Идеал J решетки L с нулем 0 называется аннуляторным, если J = Ann I = {x ∈ L : xI =
{0}} для некоторого непустого множества I ⊆ L (множество I можно считать идеалом решет-
ки L).

Хаусдорфово пространство, в котором любое открытое множество является объединени-
ем открыто-замкнутых множеств, называется нульмерным. Локально компактное нульмерное
хаусдорфово пространство будем называть стоуновым, хотя сам М. Стоун назвал такие про-
странства булевыми [7]. Замыкание открытого множества топологического пространства на-
зывается канонически замкнутым множеством. Топологическое пространство называется экс-
тремально несвязным, если все его канонически замкнутые множества открыты, т. е. открыто-
замкнуты. Подмножество топологического пространства X называется плотным, если его за-
мыкание в X совпадает с X.

Простой спектр SpecL и максимальный спектр MaxL дистрибутивной решетки L опреде-
ляются стандартно. Для замкнутости изложения напомним эти понятия и соответствующие
факты (см., например, [2, п. 4.3]).

Пусть L — произвольная дистрибутивная решетка.
Собственный идеал P решетки L (P 
= L) называется: простым, если ab ∈ P влечет a ∈ P

или b ∈ P для любых элементов a, b ∈ L; максимальным, если в L нет собственных идеалов,
строго содержащих идеал P .
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Для любых элементов a 
= b решетки L существует простой идеал в L, содержащий ровно
один из элементов a, b. Максимальные идеалы в L являются простыми идеалами. Каждый
собственный идеал в L равен пересечению всех простых идеалов в L, его содержащих.

Множество SpecL всех простых идеалов дистрибутивной решетки L, рассматриваемое с
топологией Стоуна — Зарисского, называется простым спектром полукольца L. Открытыми
множествами простого спектра SpecL служат множества D(J) = {P ∈ SpecL : J \ P 
= ∅}
по всем идеалам J решетки L. Множества D(a) = D(aS) = {P ∈ SpecL : a 
∈ P}, a ∈ L,
образуют базу открытых множеств топологического пространства SpecL. Если решетка L
неодноэлементная, то SpecL 
= ∅, но L может не иметь максимальных идеалов.

Для любых элементов a, b ∈ L имеют место равенства

D(a+ b) = D(a) ∪D(b), D(ab) = D(a) ∩D(b), D(L) = SpecL

D(a) ⊆ D(b) ⇔ a ≤ b;

D(a) = D(b) ⇔ a = b, D(a) = ∅ ⇔ a — нуль решетки L;

D(a) = SpecL ⇔ a — единица решетки L.

Стало быть, отображение D: L → {D(a) : a ∈ L}, a �→ D(a) для любого элемента a ∈ L,
является изоморфизмом дистрибутивной решетки L на подрешетку {D(a) : a ∈ L} булеа-
на B(SpecL). Отсюда вытекает классическая теорема Биркгофа — Стоуна о представлении
любой дистрибутивной решетки как решетки множеств [3, с. 93, теорема 19].

Множество MaxL всех максимальных идеалов в L образует подпространство простого
спектра SpecL, называемое максимальным спектром решетки L, если MaxL 
= ∅.

Простой спектр SpecL является T0-пространством: если a ∈ P \ Q для P,Q ∈ SpecL,
то P 
∈ D(a) и Q ∈ D(a). Максимальный спектр MaxL является T1-пространством, т. е. в
нем все одноточечные множества замкнуты. Компактность каждого из пространств SpecL и
MaxL эквивалентна наличию единицы в L.

Лемма 1 [2, с. 168, предложение 5]. Для неодноэлементной дистрибутивной решетки L
множества D(a), a ∈ L, — это в точности компактные открытые множества простого
спектра SpecL.

Лемма 2 [2, п. 5.4; 3, с. 96, упр. 27]. Для дистрибутивной решетки L равенство спек-
тров SpecL = MaxL равносильно тому, что все интервалы в L — булевы решетки.

Приведем спектральные характеризации обобщенных булевых решеток:

Предложение 2. Для любой неодноэлементной дистрибутивной решетки L эквива-
лентны следующие утверждения:

1) L — обобщенная булева решетка;
2) SpecL — хаусдорфово пространство;
3) для любого a ∈ L множество D(a) замкнуто;
4) SpecL — нульмерное пространство;
5) SpecL — стоуново пространство.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) ⇒ 2) Пусть L — обобщенная булева решетка. Возьмем лю-
бые точки P 
= Q в простом спектре SpecL. По лемме 2 SpecL = MaxL. Поэтому неверны
включения P ⊆ Q и Q ⊆ P . Значит, существуют элементы a ∈ P \ Q и b ∈ Q \ P . Имеем
(a \ b) + b = a+ b и (a \ b)b = 0. Откуда a \ b 
∈ Q, так как иначе a+ b ∈ Q и a = a(a+ b) ∈ Q,
что невозможно. Далее, Q ∈ D(a \ b), P ∈ D(b) и D(a \ b) ∩ D(b) = D((a \ b)b) = D(0) = ∅.
Следовательно, пространство SpecL хаусдорфово.

2) ⇒ 3) Возьмем элемент a ∈ L. По лемме 1 множество D(a) компактно. Хорошо известно,
что компактные множества в хаусдорфовом пространстве замкнуты.
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3)⇒ 4) Выполнение условия 3) означает, что все множества D(a), a ∈ L, открыто-замкнуты
в T0-пространстве SpecL. Поэтому пространство SpecL нульмерно.

4) ⇒ 5) Любое нульмерное T0-пространство хаусдорфово. По лемме 1 пространство SpecL
локально компактно. Значит, SpecL — стоуново пространство.

5) ⇒ 1) Пусть SpecL — стоуново пространство. Тогда пространство SpecL хаусдорфово,
что влечет равенство SpecL = MaxL. По лемме 2 все интервалы дистрибутивной решетки L
являются булевыми решетками. Одноэлементные и двухэлементные решетки являются обоб-
щенными булевыми решетками. Предположим, что L имеет более двух элементов. Тогда в
ней найдутся два различных простых идеала P и Q, которые обладают непересекающимися
окрестностями D(a) иD(b) для некоторых элементов a, b ∈ L. Имеем D(ab) = D(a) ∩D(b) = ∅.
Поэтому элемент ab лежит в любом простом идеале дистрибутивной решетки L, стало быть,
является ее нулем. Следовательно, по предложению 1 L будет обобщенной булевой решеткой.

Предложение доказано.
Решетку, содержащую более двух элементов, все интервалы которой являются булевыми

решетками, назовем решеткой с булевыми интервалами. Очевидно, решетки с булевыми ин-
тервалами дистрибутивны.

Предложение 3. Для того чтобы решетка L с булевыми интервалами не имела нуля,
необходимо и достаточно, чтобы каждое непустое открытое множество ее максимального
спектра MaxL было плотным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сразу отметим, что MaxL = SpecL по лемме 2.
Необходимость. Предположим от противного, что дополнение V замыкания некоторого

непустого открытого множества U топологического пространства MaxL непусто. Непустые
открытые множества U и V не пересекаются. В решетке L найдутся такие элементы a и b, что
D(a) ⊆ U и D(b) ⊆ V . Тогда D(ab) = D(a) ∩D(b) = ∅. Это означает, что ab — нуль решетки L.

Достаточность. Если решетка L обладает нулем, то она будет обобщенной булевой ре-
шеткой. По предложению 2 максимальный спектр MaxL является неодноэлементным хаусдор-
фовым пространством, откуда следует существование в топологическом пространстве MaxL
неплотного непустого открытого множества.

Предложение доказано.

Следствие 1. Максимальный спектр любой решетки без нуля с булевыми интервалами
является нехаусдорфовым экстремально несвязным пространством.

Пусть X — стоуново пространство и B = {0, 1} — дискретная топологическая двухэлемент-
ная цепь. Через C00(X,B) обозначается множество всех непрерывных функций f : X → B с
компактным носителем supp f = f−1(1). Ясно, что C00(X,B) с поточечно определенными опе-
рациями сложения и умножения функций будет обобщенной булевой решеткой. Оказывается,
такие решетки исчерпывают с точностью до изоморфизма класс всевозможных обобщенных
булевых решеток. Именно, имеет место следующая теорема М.Стоуна [3, с. 140, следствие 10
и с. 148, упр. 39].

Теорема A. Произвольная неодноэлементная обобщенная булева решетка L изоморфна
решетке всевозможных компактных открыто-замкнутых множеств стоунова простран-
ства MaxL.

Действительно, в силу лемм 1 и 2 и предложения 2 неодноэлементная обобщенная булева
решетка L изоморфна решетке {D(a) : a ∈ L} всех компактных открыто-замкнутых множеств
стоунова пространства SpecL = MaxL.

Нам удобнее будет переформулировать теорему A [4;7] на функционально-топологическом
языке — в терминах характеристических функций компактных открытых множеств стоунова
пространства.

Теорема B. Всякая неодноэлементная обобщенная булева решетка L изоморфна решет-
ке C00(X,B) для стоунова пространства X = MaxL.
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2. Основные результаты

Введем еще несколько полезных понятий и обозначений.
Полагаем L = C00(X,B), где X — произвольное стоуново пространство. Ясно, что L —

решетка с единицей 1 тогда и только тогда, когда пространство X компактно; в этом случае
C00(X,B) = C(X,B) — решетка всех непрерывных функций X → B.

Если Y — подпространство в X, то положим

MY = {f ∈ L : Y ⊆ f−1(0)}, NY = {f ∈ L : supp f ⊆ Y }.
Очевидно, что множества MY и NY являются идеалами решетки L. При этом MY = M[Y ]

и NY = NY 0 для замыкания [Y ] и внутренности Y 0 множества Y соответственно. Имеем
M∅ = L и MX = {0}. Далее будет показано, что любой идеал I решетки L имеет вид I = MY

для замкнутого множества Y пространства X, а также I = NX\Y для открытого множества
X \ Y пространства X.

Идеал I решетки L называется прямым слагаемым, если существует такой идеал J в L, что
каждый элемент решетки L однозначно представим в виде суммы элемента из I и элемента
из J ; в обозначениях L = I ⊕ J . Существование прямого слагаемого в решетке L равносильно
наличию нуля в L [1, лемма 1].

Лемма 3. Для любого идеала I решетки L = C00(X,B) над произвольным стоуновым
пространством X справедливы следующие утверждения:

(1) I = MY для однозначно определенного замкнутого множества Y топологического
пространства X;

(2) I — прямое слагаемое решетки L ⇔ I = MY для однозначно определенного открыто-
замкнутого множества Y топологического пространства X;

(3) I — аннуляторный идеал решетки L ⇔ I = MY для однозначно определенного кано-
нически замкнутого множества Y топологического пространства X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Пусть Y =
⋂

f∈I f
−1(0). Множество Y замкнуто в тополо-

гическом пространстве X и X \ Y =
⋃

f∈I supp f . Покажем, что I = MY или, равносильно,
I = NX\Y . Ясно, что I ⊆ NX\Y . Возьмем функцию f ∈ L, для которой supp f ⊆ X \ Y .
Компактное множество supp f , если содержатся в объединении носителей функций из идеа-
ла I, содержится в объединении носителей конечного числа функций f1, . . . , fn из I. Но тогда
f = ff1 + . . .+ ffn ∈ I. Стало быть, NX\Y ⊆ I, и I = NX\Y = MY . Единственность замкнутого
множества Y вытекает из только что проведенного рассуждения.

(2) Пусть I — прямое слагаемое решетки L, т. е. L = I ⊕ J для некоторого идеала J
решетки L. В силу утверждения (1) I = MY и J = MZ для замкнутых множеств Y и Z
топологического пространства X. Поскольку пространство X стоуново, то, как легко видеть,
Y ∪ Z = X и Y ∩ Z = ∅. Значит, множество Y открыто-замкнутое.

Обратно, если I = MY для открыто-замкнутого множества Y пространства X, то, очевид-
но, L = I ⊕ J при J = MX\Y .

(3) Пусть теперь J = Ann I есть аннулятор идеала I решетки L и U =
⋃

f∈I supp f . Мно-
жество U открыто в стоуновом пространстве X. По утверждению (1) I = NU . Достаточно
показать, что J = M[U ]. Включение M[U ] ⊆ Ann I = J очевидно. Если же f ∈ Ann I, то
supp f ∩ supp g = ∅ для всех g ∈ I, т. е. supp f ∩ U = ∅, значит, f ∈ M[U ]. Получили J = M[U ]

для канонически замкнутого множества [U ] в X.
Обратно, рассмотрим идеал J = M[U ] для некоторого открытого множества U простран-

ства X. Для идеала I = NU проверим равенство M[U ] = AnnNU . Включение M[U ] ⊆ AnnNU

очевидно. Если f ∈ L аннулирует NU , то f = 0 на U , значит, f = 0 и на [U ], т. е. f ∈ M[U ].
Лемма полностью доказана.

Лемма 4. Пусть L — обобщенная булева решетка, I — ее идеал, s = supA для непустого
множества A в L. Тогда если A ⊆ Ann I, то s ∈ Ann I.



6 Е.М.Вечтомов

Д о к а з а т е л ь с т в о. Возьмем элемент x ∈ I. Тогда ax = 0 для всех a ∈ A.
Главный идеал (s + x)L решетки L является булевой решеткой. Поэтому элемент x име-
ет в ней дополнение y: x + y = s + x и xy = 0. Для любого элемента a ∈ A имеем
a ≤ a + y = (a + y)(s + x + y) = (a + y)(x + y) = ax + y = y. Значит, s ≤ y. Стало быть,
sx ≤ yx = 0. Следовательно, s ∈ Ann I.

Лемма доказана.

Теорема 1 (основная теорема). Для неодноэлементной обобщенной булевой решетки L
эквивалентны следующие утверждения:

1) все аннуляторные идеалы в L выделяются прямыми слагаемыми;
2) L — условно полная сверху решетка;
3) максимальный спектр MaxL является экстремально несвязным пространством.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы B будем считать, что L = C00(X,B) для сто-
унова пространства X, гомеоморфного MaxL.

Эквиваленция 1) ⇔ 3) вытекает из леммы 3.
1) ⇒ 2) Пусть для L верно утверждение 1) и A — непустое подмножество в L, имеющее

верхнюю грань e ∈ L. Рассмотрим идеал I решетки L, порожденный множеством A. Имеем:
I ⊆ eL и аннуляторный идеал J = Ann I выделяется прямым слагаемым в L. По п. (2) лем-
мы 3 J = MY для открыто-замкнутого подмножества Y стоунова пространства X. Положим
Z = X \ Y . Для любой функции f ∈ L имеем: f ∈ J ⇔ supp f ⊆ Z. Причем Z =

⋃
f∈J supp f .

Покажем, что e1 = e|Y = sup I = supA. Ясно, что функция e1 служит верхней гранью мно-
жества I. Пусть e2 — произвольная верхняя грань множества I. Предположим от противного,
что неравенство e1 ≤ e2 неверно. Тогда e1 \ e2 
= 0 и (e1 \ e2)e2 = 0. Значит, e1 \ e2 ∈ Ann I = J ,
что ведет к противоречию: ∅ 
= supp (e1 \ e2) ⊆ Y ∩ Z = ∅.

2)⇒ 3) Пусть для решетки L верно утверждение 2), U — открытое множество пространст-
ва X, Y = [U ] и V = X \ Y . Можно (и будем) считать, что U = Y 0. Требуется доказать,
что множество Y открыто, т. е. Y \ U = ∅. Предположим от противного существование точки
y ∈ Y \ U . Возьмем произвольную базисную окрестность supp f , f ∈ L, точки y. Рассмотрим
идеалы I = NU и J = NV решетки L. По лемме 3 (3) идеалы I и J аннуляторные, именно,
I = Ann J и J = Ann I. Открытое множество U ∩ supp f непусто, так как в противном случае
f ∈ Ann I = NV и supp f ⊆ V . Положим

A = {g ∈ L : supp g ⊆ U ∩ supp f}.

Для непустого множества A имеем: A ⊆ I = Ann J и A ограничено сверху элементом f . По
условию существует s = supA ∈ fL. Возьмем в булевой решетке fL элемент-функцию f \ s:
(f \ s)s = 0 и (f \ s) + s = f . Ясно, что U ∩ supp (f \ s) = ∅ и supp (f \ s) ⊆ V . Далее, по
лемме 4 имеем s ∈ Ann J = I, т. е. supp s ⊆ U . Поэтому y 
∈ supp (f \ s) ∪ (supp s) = supp f .
Получаем противоречие с допущением существования точки y ∈ Y \ U .

Теорема доказана.

Следствие 2 [8, Folk Theorem]. Булева решетка будет полной решеткой тогда и только
тогда, когда ее максимальный спектр экстремально несвязен.

Следствие 3. Неодноэлементная обобщенная булева решетка условно полна сверху то-
гда и только тогда, когда все ее интервалы будут полными булевыми решетками.

Несколько обобщим теорему 1.
Пустьm— некоторая бесконечная мощность (кардинальное число). Идеал решетки называ-

ется m-порожденным, если он имеет множество образующих мощности ≤ m. Решетку назовем
(условно) m-полной сверху, если любое ее (ограниченное сверху) непустое подмножество мощ-
ности ≤ m обладает точной верхней гранью. Наконец, топологическое пространство назовем
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m-экстремально несвязным, если замыкание объединения любого непустого семейства мощ-
ности ≤ m его открыто-замкнутых множеств открыто. Ясно, что хаусдорфовы экстремально
несвязные пространства m-экстремально несвязны.

Теорема 2. Для неодноэлементной обобщенной булевой решетки L и бесконечной мощ-
ности m эквивалентны следующие утверждения:

1) аннулятор любого m-порожденного идеала решетки L выделяются прямыми слагае-
мыми;

2) L — условно m-полная сверху решетка;
3) максимальный спектр MaxL является m-экстремально несвязным пространством.

Д о к а з а т е л ь с т в о фактически повторяет доказательство теоремы 1. Действитель-
но, в доказательстве утверждения (3) леммы 3 следует брать в точности те открытые мно-
жества U , которые являются объединениями непустых семейств мощности ≤ m открыто-
замкнутых множеств стоунова пространства X. Откуда сразу получается эквиваленция 1)
⇔ 3).

В доказательстве импликации 1) ⇒ 2) в качестве A нужно взять непустое ограниченное
сверху множество мощности ≤ m.

В доказательстве импликации 2)⇒ 3) берем, во-первых, открытое множество U =
⋃

k∈K Uk,
где Uk — открыто-замкнутые множества пространства X, индексированные элементами непу-
стого множества K мощности ≤ m. Во-вторых, в качестве A рассматриваем множество

{g ∈ L : supp g = Uk ∩ supp f для некоторого k ∈ K},
мощность которого ≤ m. Что завершает обоснование теоремы 2.

Отметим, что теорема 1 является частным случаем теоремы 2 для бесконечных обобщен-
ных булевых решеток L, имеющих мощность m.

Выделяется случай счетной мощности m. В этом случае (условно) m-полная сверху решет-
ка называется (условно) σ-полной сверху решеткой, а m-экстремально несвязное пространство
назовем счетно-экстремально несвязным. И мы получаем

Следствие 4. Условная σ-полнота сверху неодноэлементной обобщенной булевой решет-
ки L равносильна каждому из следующих свойств:

1) аннуляторы счетно-порожденных идеалов решетки L выделяются прямыми слагаемы-
ми;

2) максимальный спектр MaxL является счетно-экстремально несвязным простран-
ством.

Следствие 5. Булева решетка σ-полна тогда и только тогда, когда ее максимальный
спектр счетно-экстремально несвязен.

3. Примеры и замечания

Приведем несколько примеров и дополнений.
П р и м е р 1. Максимальный спектр MaxL любой неполной σ-полной булевой решетки L

в силу следствий 2 и 4, будет счетно-экстремально несвязным компактом, не являющимся
экстремально несвязным пространством.

П р и м е р 2. Решетка L1 = L(X) всех конечных подмножеств бесконечного множества X
является условно полной сверху обобщенной булевой решеткой, причем все ее главные идеа-
лы — конечные булеаны. Легко видеть, что ее идеалы совпадают с идеалами L(Y ) = {A ∈ L1 :
A ⊆ Y } по всевозможным множествам Y ⊆ X. Поэтому решетка всех идеалов решетки L1

изоморфна булеану B(X). При этом максимальными идеалами будут в точности фиксиро-
ванные идеалы L(X \ {x}), x ∈ X. Стало быть, максимальный спектр MaxL1 гомеоморфен
дискретному топологическому пространству X, которое, очевидно, экстремально несвязно.
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П р и м е р 3. Пусть m < n — бесконечные мощности и пусть X — множество мощности
n. Рассмотрим решетку L2 всех подмножеств множества X, мощности которых ≤ m. Решетка
L2 является небулевой обобщенной булевой решеткой, составляющей идеал в булеане B(X).
Решетка L2 m-полна, именно, supA =

⋃
A и infA =

⋂
A в L для любого ее непустого под-

множества A мощности ≤ m, тем самым, B(⋃A) ⊂ L2. Поэтому L2 — полная снизу и условно
полная сверху решетка, все интервалы которой суть полные булевы решетки. По теореме 1
максимальный спектр MaxL2 является экстремально несвязным пространством. Простран-
ство MaxL2 не дискретное, поскольку любой максимальный идеал решетки L2, содержащий
все конечные подмножества множества X, не является фиксированным. Если же взять m = n,
то получим булеан L2 = B(X).

П р и м е р 4. Расширим решетку L2 из примера 3 до булевой решетки L3, добавив к
множествам Y ∈ L2 их дополнения X \ Y . Получим неполную m-полную булеву решетку L3.
На основании следствия 2 и теоремы 2 нульмерный компакт MaxL3 не является экстремально
несвязным, но будет m-экстремально несвязным пространством.

П р и м е р 5. Пусть L4 — решетка множеств, содержащая все конечные подмножества
множества N натуральных чисел и множества вида (2N \ A) ∪B, где 2N — множество четных
натуральных чисел, A и B — конечные подмножества в N. Получаем обобщенную булеву
решетку L4, не являющуюся ни условно полной сверху, ни полной снизу. По теореме 1 стоуново
пространство MaxL4 не является экстремально несвязным пространством.

З а м е ч а н и е 1. В теоремах 1 и 2 вместо обобщенной булевой решетки L = C00(X, B)
можно взять булево кольцо C00(X,Z2), где Z2 — дискретное топологическое двухэлементное
поле.

З а м е ч а н и е 2. Рассмотрим решетку L5, двойственную решетке L2 из примера 3. Ре-
шетка L5 не имеет нуля, полна сверху и все ее интервалы являются полными булевыми решет-
ками. По следствию 1 максимальный спектр MaxL5 является нехаусдорфовым экстремально
несвязным пространством. Ни один идеал решетки L5 не выделяется прямым слагаемым, по-
скольку в противном случае решетка L5 имела бы нуль по лемме 1 из [1]. Возьмем также
решетку L6, двойственную решетке L4 из примера 5. Все ее интервалы будут булевыми решет-
ками. Но решетка L6 не является условно полной сверху, хотя по лемме 1 пространство MaxL6

экстремально несвязно. Решетки L5 и L6 показывают, что теорема 1 не распространяется на
класс решеток с булевыми интервалами.

З а м е ч а н и е 3. Теоремы 1 и 2 имеют аналоги в теории колец непрерывных функ-
ций. Пусть F — произвольное недискретное топологическое тело. Множество C(X,F ) всех
непрерывных F -значных функций на топологическом пространстве X с поточечно заданными
операциями сложения и умножения функций является кольцом. Хаусдорфово пространство X
называется F -вполне регулярным, если для любых его непересекающихся замкнутого множе-
ства Y и одноточечного множества {x} найдется функция f ∈ C(X,F ), равная 0 на множестве
Y и равная 1 в точке x. Напомним, что R-вполне регулярные пространства называются про-
сто вполне регулярными, или тихоновскими. Кольцо, в котором все аннуляторные идеалы
(аннуляторы счетных множеств) выделяются прямыми слагаемыми, называется бэровским
(соответственно, счетно бэровским).

Заменим в лемме 3 и теореме 1 решетку L на кольцо C(X,F ). Тогда утверждение (2)
леммы 3 верно для любых X и F , а утверждение (3) леммы 3 справедливо для F -вполне
регулярных пространств X. Cледовательно, получаем: F -вполне регулярное пространство X
экстремально несвязно тогда и только тогда, когда кольцо C(X,F ) является бэровским (см.
обзорную статью [9, п. 3.3]).

При F = R получаем кольцо C(X) = C(X, R). Относительно поточечно определенного
порядка C(X) будет дистрибутивной решеткой.

Имеет место следующий результат.
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Теорема C. Для любого тихоновского пространства X равносильны следующие утвер-
ждения:

i) X — экстремально несвязное пространство;
ii) C(X) — бэровское кольцо;
iii) решетка C(X) условно полна сверху (равносильно, снизу).

Эквивалентность утверждений i) и ii) доказана в статье [10]. А эквиваленция i) ⇔ iii) есть
теорема Накано — Стоуна [11].

Конуль-множеством функции f ∈ C(X) называется открытое множество cozf = {x ∈
X : f(x) 
= 0} топологического пространства X. Тихоновское пространство называется базис-
но несвязным, если замыкание конуль-множества любой функции из C(X) открыто. Класс
базисно несвязных пространств содержит все экстремально несвязные пространства.

Также справедлива следующая теорема (см. [10; 11]).
Теорема D. Для любого тихоновского пространства X эквивалентны следующие утвер-

ждения:
1) X — базисно несвязное пространство;
2) C(X) — счетно-бэровское кольцо;
3) решетка C(X) условно σ-полна сверху (равносильно, снизу).
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