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1. Введение

1.1. Обозначения и предварительные сведения

В данной статье исследуется вариант задачи Стечкина о наилучшем приближении опера-
тора дифференцирования линейными ограниченными операторами на классе гладких функ-
ций. Задача приближения линейного неограниченного оператора линейными ограниченны-
ми операторами на классе элементов возникла в исследованиях С.Б.Стечкина [1]. В на-
стоящее время существует большое число результатов о приближении оператора диффе-
ренцирования порядка k на классе n раз (0 ≤ k < n) дифференцируемых функций в
пространствах Лебега на оси и полуоси. Такие задачи изучали С.Б.Стечкин, Л.В.Тайков,
Ю.Н.Субботин, В.Н. Габушин, В.И.Бердышев; В.М.Тихомиров, А.П.Буслаев, Г. Г.Магарил-
Ильяев, В.Ф.Бабенко, Ю.В.Бабенко, О.В.Коваленко, Н.В.Парфинович, В.В.Арестов,
Р. Р.Акопян, В. Г.Тимофеев, М.А.Филатова, Е. Е.Бердышева и многие другие (см., в част-
ности, работы [2–7], монографию [8] и библиографию в них). С.Б.Стечкин заметил, что за-
дача приближения оператора дифференцирования в пространствах Лебега на оси и полуоси

1Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда, проект № 25-21-00118,
https://rscf.ru/project/25-21-00118/.
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связана с задачей о точных неравенствах Колмогорова между нормами промежуточных произ-
водных функций. Такие неравенства изучали Г.Xaрди, Дж.Литтльвуд, E.Ландау, Ж.Адамар,
B. Szőkefalvi-Nagy, A.H.Колмогоров, C.Б.Cтечкин, I. J. Schoenberg, A.Cavaretta, Л.В.Тайков,
B.H. Габушин, В.И.Бердышев, H.П.Купцов, B.M.Тихомиров, A.П.Буслаев, Г. Г.Магарил-
Ильяев, В.Ф.Бабенко, А.А.Лигун, В.А.Кофанов, С.А.Пичугов и др. (см. [2; 3; 5; 8; 9] и биб-
лиографию в них). Связь этих двух задач оказалась результативным методом исследования
обеих; данный метод будет применен и в настоящей работе. Результаты, полученные при реше-
нии двух задачах, находят применение в исследовании задачи оптимального восстановления
операторов дифференцирования на функциях, заданных с ошибкой (численном дифференци-
ровании приближенно заданных функций); указанной задаче в настоящее время посвящены
обширные исследования, см. [3;10–12] и библиографию в них. Вариант задачи восстановления
будет обсуждаться ниже в данной работе.

В статье используются стандартные обозначения пространств комплекснозначных функ-
ций на числовой оси: Lγ = Lγ(−∞,∞) для вещественного γ, 1 ≤ γ < ∞, есть пространство
Лебега измеримых функций f , у которых γ-степень модуля |f |γ суммируема на оси. Простран-
ство Lγ наделено нормой

‖f‖γ = ‖f‖Lγ =

(∫
|f(t)|γdt

)1/γ

(здесь и ниже в интегралах по оси множество интегрирования не указано); L∞ =
L∞(−∞,∞) — пространство измеримых, существенно ограниченных функций на оси, на-
деленное нормой ‖f‖∞ = ‖f‖L∞ = ess sup{|f(t)| : t ∈ (−∞,∞)}; C = C(−∞,∞) — про-
странство непрерывных, ограниченных функций на оси, наделенное равномерной нормой
‖f‖C = sup{|f(t)| : t ∈ (−∞,∞)}; C0 = C0(−∞,∞) — подпространство пространства C функ-
ций, имеющих нулевой предел на ±∞.

Перечисленные функциональные пространства и их нормы инвариантны относительно
группы сдвигов {τh, h ∈ R}, определенных формулой (τhf)(t) = f(t − h), t ∈ R. Наряду с
{τh, h ∈ R} определим родственное семейство операторов {σh, h ∈ R}, заданных форму-
лой (σhf)(t) = f(h − t), t ∈ R. Операторы этих двух семейств связаны следующим образом:
σh = τhσ0, где σ0 – оператор изменения знака аргумента функции: (σ0f)(t) = f(−t), t ∈ R.

В дальнейшем для пары функций f, g с суммируемым произведением fg, в частности для
пары функций f ∈ Lγ , g ∈ Lγ′

, 1 ≤ γ ≤ ∞, 1/γ + 1/γ′ = 1, будет использоваться обозначение

〈f, g〉 =

∫
f(t)g(t) dt.

Пусть далее S — пространство быстро убывающих, бесконечно дифференцируемых функ-
ций на оси со стандартной топологией, а S ′ — соответствующее двойственное пространство
обобщенных функций (см., например, [13; 14]). Значение функционала θ ∈ S ′ на функ-
ции φ ∈ S будем обозначать как 〈θ, φ〉. Пространство S ′ содержит множество L = L (R)

функций f, измеримых, локально суммируемых на R и удовлетворяющих условию

∫
(1 +

|t|)d|f(t)|dt < ∞ с некоторым показателем d = d(f) ∈ R; функции f ∈ L называют медленно
растущими (классическими) функциями. Функции f ∈ L сопоставляется функционал f ∈ S ′

по формуле

〈f, φ〉 =

∫
f(t)φ(t) dt, φ ∈ S .

Сверткой θ ∗ φ элемента θ ∈ S ′ и функции φ ∈ S называют функцию y(η) = 〈θ, σηφ〉. Если
θ ∈ L — классическая функция, то

(θ ∗ φ)(η) =

∫
θ(t)φ(η − t) dt. (1.1)
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Прямое и обратное преобразования Фурье функций определены соответственно формулами

f̂ (t) =

∫
e−2πtηif(η) dη, g

∧

(t) =

∫
e2πtηig(η) dη = ĝ (−t). (1.2)

В этих формулах интегралы в классическом смысле существуют лишь для суммируемых функ-
ций f, g. Оператор (преобразования) Фурье, определенный первой формулой (1.2), является
естественным и особенно полезным в пространстве L2 (его определение и свойства можно най-
ти, к примеру, в [13, гл. 1, разд. 1 и разд. 2]). В пространстве L2 для преобразования Фурье
выполняется равенство Парсеваля

‖f̂ ‖2 = ‖f‖2, f ∈ L2. (1.3)

Для удобства дальнейших ссылок отметим еще равенство

〈f, ĝ 〉 = 〈f̂ , g〉, f, g ∈ L2, (1.4)

по сути, эквивалентное равенству Парсеваля (1.3).
Преобразование Фурье (обобщенной функции) функционала θ ∈ S ′ есть функционал

θ̂ ∈ S ′, действующий по формуле

〈θ̂, φ〉 = 〈θ, φ̂ 〉, φ ∈ S , (1.5)

(ср. с (1.4)). Пусть, в частности, g ∈ L(−∞,∞) и (в классическом смысле) f = ĝ; в этом случае

f ∈ C0. Построение функции g по функции f , т. е. обращение преобразования Фурье g = f

∧

в данной ситуации строится с помощью методов суммирования (см., к примеру, в [13, гл. 1,
разд. 1]). Однако можно использовать подход (1.5) теории обобщенных функций. В самом деле,

согласно (1.5) имеем 〈f

∧

, φ〉 = 〈f, φ

∧

〉 = 〈ĝ, φ

∧

〉. Применив вновь (1.5), находим 〈ĝ, φ

∧

〉 = 〈g, φ̂

∧

〉 =

〈g, φ〉. В результате получаем 〈f

∧

, φ〉 = 〈g, φ〉, φ ∈ S , так что f

∧

= g.

1.2. Постановка задач и формулировка результатов

При вещественном положительном n обозначим через Wn пространство функций f ∈ L2,
производная Dnf вещественного (иногда говорят дробного) порядка n которых принадлежит
пространству C0: D

nf ∈ C0 и, более того, преобразование Фурье этой производной суммируе-
мо: D̂nf ∈ L. Для того чтобы строго описать пространство Wn, дадим некоторые определения.

В комплексной плоскости C(θ0) = C \ ℓ(θ0) с разрезом вдоль луча

ℓ(θ0) = {reiθ0 : 0 ≤ r <∞}, −π < θ0 < −π/2,

определим для вещественного ρ > 0 функцию

zρ = exp(ρ ln0 z) = |z|ρ exp(iρ arg z), z ∈ C(θ0), θ0 < arg z < θ0 + 2π,

где ln0 есть однозначная аналитическая ветвь логарифма ln0 z = ln |z| + i arg z, z ∈ C(θ0),
θ0 < arg z < θ0 + 2π; в области C(θ0) функция zρ аналитическая. Легко проверить следующие
два свойства функции zρ:

(1) zρ → 0 при z → 0, z ∈ C(θ0); в связи с этим будем считать, что 0ρ = 0;
(2) для ρ1, ρ2 > 0 имеет место равенство

zρ1zρ2 = zρ1+ρ2 , z ∈ C(θ0). (1.6)

Для вещественного (необязательно целого) n > 0 определим производную Dnφ порядка n
основных функций φ ∈ S формулой

Dnφ(t) =

∫
(−2πηi)ne2πtηiφ̂ (η) dη, φ ∈ S . (1.7)
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Функция Dnφ бесконечно дифференцируема, ограничена и принадлежит пространству L2 на
оси, а значит, и всем Lp, 2 ≤ p ≤ ∞, однако, вообще говоря, она может не принадлежать
пространству S . Если для пары функций f ∈ Lp, 1 ≤ p ≤ 2, и g ∈ L выполняется свойство

〈g, φ〉 = 〈f,Dnφ〉, φ ∈ S , (1.8)

то будем считать функцию g производной (дробного или вещественного) порядка n функции f
и применять для нее обозначение g = Dnf. Если для функции f найдется функция g ∈ L

со свойством (1.8), то будем говорить, что у функции f существует производная порядка n;
соотношением (1.8) производная Dnf по функции f определена однозначно (если, конечно,
она существует). При n = 0 стандартно считаем D0f = f. Для натурального n свойство (1.8)
пары функций f, g ∈ L влечет, что g = (−1)nf (n); здесь f (n) есть классическая производная
порядка n функции f, а точнее, функция f на оси n − 1 раз непрерывно дифференцируема,
ее производная f (n−1) порядка n − 1 локально абсолютно непрерывна и ее производная (т. е.
производная f (n) порядка n функции f) почти всюду на оси равна функции (−1)ng. Если же
функция g непрерывная, то функция f является n раз непрерывно дифференцируемой (см.,
например, разд. 5 гл. 1 в [14]).

Обозначим через W n
2,∞, n ≥ 0, пространство функций f ∈ L2, у которых производная Dnf

порядка n существует и является существенно ограниченной функцией: Dnf ∈ L∞.

При вещественном n ≥ 0 обозначим через Wn пространство функций f ∈W n
2,∞, преобра-

зование Фурье D̂nf производной Dnf порядка n которых суммируемо: D̂nf ∈ L. Здесь преоб-
разование Фурье yn = D̂nf функции Dnf ∈ L∞ понимается в пространстве S ′ и определяется
соотношением (1.5):

〈yn, φ〉 = 〈Dnf , φ̂ 〉, φ ∈ S .

В этой ситуации Dnf есть классическое обратное преобразование Фурье функции yn: Dnf =
yn

∧

, yn ∈ L; это, в частности, влечет, что Dnf ∈ C0. Итак, можно сказать, что простран-
ство Wn образовано функциями f ∈ L2, производная Dnf порядка n которых есть функция
пространства C0 и, более того, является (классическим обратным) преобразованием Фурье
суммируемой функции.

Ниже, в подразд. 2.1, будут приведены некоторые свойства пространства Wn, в частности
будет доказано, что при любых 0 ≤ k < n имеет место вложение Wn ⊂ Wk. Последний факт
позволяет рассматривать модуль непрерывности

ω(δ) = sup{‖Dkf‖C : f ∈ Qn, ‖f‖L2 ≤ δ}, δ ≥ 0, (1.9)

оператора дифференцирования Dk порядка k, 0 ≤ k < n, в равномерной норме на оси на
классе

Qn = {f ∈ Wn : ‖D̂nf‖1 ≤ 1}.

Для модуля непрерывности (1.9) имеет место формула

ω(δ) = ω(1)δα, α =
n− k

n+ 1/2
, δ > 0; (1.10)

эта формула будет доказана в лемме 2.

Формула (1.10) влечет, что для функций пространства Wn справедливо неравенство кол-
могоровского типа

‖Dkf‖C ≤ K‖f‖α2 ‖D̂
nf‖β1 , f ∈ Wn, (1.11)

α =
2(n− k)

2n+ 1
, β = 1− α =

2k + 1

2n+ 1
, (1.12)

с наилучшей (наименьшей возможной) константой K = ω(1).
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Обозначим через B(L2, C) множество всех линейных ограниченных операторов из L2 в C
и через B(N ;L2, C), N > 0, — множество операторов T ∈ B(L2, C) с нормой ‖T‖L2→C ≤ N.
Для оператора T ∈ B(L2, C) величина

U(T ) = sup{‖Dkf − Tf‖C(R) : f ∈ Qn}

есть уклонение в пространстве C оператора T от оператора дифференцирования Dk на клас-
се Qn. Тогда при N > 0 величина

E(N) = E(N ;n, k) = inf{U(T ) : T ∈ B(N ;L2, C)} (1.13)

есть наилучшее приближение (в пространстве C) оператора дифференцирования Dk на клас-
се Qn множеством (линейных ограниченных операторов B(N ;L2, C). Задача состоит в иссле-
довании величины (1.13) и экстремального оператора, на котором в (1.13) достигается нижняя
грань; это конкретный вариант задачи Стечкина о приближении неограниченного линейного
оператора линейными ограниченными [1].

Основными в данной работе являются следующие два утверждения. В их формулировке
используется функция

θh(t) = (2πti)k max
{
0,
(
1− (2πh)n−k|t|n−k

)}
, t ∈ (−∞,∞), (1.14)

зависящая от параметра h > 0. Заготовим на будущее оператор типа свертки (1.1), ядро
которого есть преобразование Фурье θ̂h функции θh:

(Thf)(x) = (f ⋆ θ̂h)(x) =

∫
f(x+ t)θ̂h(t) dt, f ∈ L2. (1.15)

Теорема 1. Для задачи (1.13) при 0 ≤ k < n и

N = N(h) =

(
2

πh2k+1

)1/2 (n− k)
{
(2k + 1)(2n + 1)(n + k + 1)

}1/2
, h > 0, (1.16)

справедливы следующие утверждения:
(1) имеет место равенство

E(N(h)) = hn−k; (1.17)

(2) оператор свертки Th, определенный формулой (1.15), является экстремальным в за-

даче (1.13).

Теорема 2. На множестве Wn выполняется неравенство (1.11). В этом неравенстве

наилучшая константа K = K(n, k) имеет значение

K =

(
1

2π(n+ k + 1)

)(n−k)/(2n+1) (2n+ 1

2k + 1

)(n+k+1)/(2n+1)

, (1.18)

и функция fh = θ̂h , h > 0, определенная с помощью функции (1.14), является экстремальной.

Эти две теоремы будут доказаны ниже в подразд. 3.1 одновременно.

Результаты теорем 1 и 2 позволяют получить решение задачи об оптимальном восстанов-
лении оператора Dk дифференцирования дробного порядка k на функциях класса Qn при
0 ≤ k < n, заданных с известной погрешностью в пространстве L2.

Опишем задачу точно. Пусть O — множество всех однозначных отображений простран-
ства L2 в пространство C; отображения этого множества будем называть здесь методами вос-
становления. Для метода T ∈ O величина

u(δ, T ) = sup
f∈Qn

sup
‖ϕ−f‖

L2≤δ, ϕ∈L2

‖Dkf − Tϕ‖C (1.19)
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есть погрешность восстановления оператора Dk на функциях класса Qn, заданных с известной
погрешностью δ в пространстве L2. Тогда величина

ν(δ) = inf{u(δ, T ) : T ∈ O} (1.20)

— наименьшая (оптимальная) погрешность восстановления, а метод T ∗, на котором в (1.20)
достигается нижняя грань, называют оптимальным методом восстановления.

Задачи восстановления неограниченных операторов на элементах класса (класса коррект-
ности), известных с погрешностью, возникают и изучаются в теории некорректных задач, тео-
рии приближения и других разделах математики и ее приложениях (см., в частности, [3;11;12]
и библиографию в них). Обширные исследования посвящены задаче оптимального восстанов-
ления операторов дифференцирования на функциях, заданных с ошибкой (численному диф-
ференцированию приближенно заданных функций), к которой относится и задача (1.20) (см.
[3; 10–12] и библиографию в них).

Как частный случай более общих результатов известно (см., к примеру, [3; 10]), что вели-
чина (1.20), модуль непрерывности (1.9) и значение (1.13) задачи Стечкина связаны неравен-
ствами

ω(δ) ≤ ν(δ) ≤ ℓ(δ), ℓ(δ) = inf{E(N) +Nδ : N > 0}. (1.21)

В следующем утверждении содержится уточнение этого результата.

Теорема 3. При любых 0 ≤ k < n и δ > 0 справедливы следующие два утверждения.

(1) Оба неравенства (1.21) обращаются в равенство, в частности

ν(δ) = Kδα, α =
2(n − k)

2n+ 1
;

константа K определена формулой (1.18).

(2) Оператор свертки Th∗ , определенный формулой (1.15), при

h∗ = δ2/(2n+1)

(
2k + 1

2π(2n + 1)(n + k + 1)

)1/(2n+1)

является оптимальным методом восстановления в задаче (1.20).

Согласно теореме 3 в задаче (1.20) линейный метод Th∗ оказался оптимальным. Известно
(см., к примеру, [10]), что в задаче (1.20) существует и нелинейный метод.

Доказательство теоремы 3 будет приведено в подразд. 3.2.

2. Вспомогательные утверждения

2.1. Пространство Wn

В следующем утверждении обсуждаются свойства функций пространства Wn. Это утвер-
ждение является аналогом леммы 2 из [7].

Лемма 1. При любом вещественном n ≥ 0 пространство Wn состоит из функ-

ций f ∈ L2, обладающих свойством

yn(η) = (2πηi)nf̂ (η) ∈ L(−∞,∞); (2.1)

при этом

Dnf(t) = yn

∧

(t) =

∫
e2πtηi(2πηi)nf̂ (η) dη. (2.2)



Наилучшее приближение оператора дробного дифференцирования 53

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть f ∈ Wn; это означает, что f ∈ L2, произ-
водная Dnf существует и yn = D̂nf ∈ L. Предстоит доказать, что для функции yn справедливо
представление (2.1), а следовательно и соотношение (2.2).

Согласно определению (1.8)

〈Dnf, φ〉 = 〈f,Dnφ〉, φ ∈ S . (2.3)

Функция f ∈ L2 восстанавливается по ее преобразованию Фурье формулой обратного преоб-
разования: f = υ

∧

, υ = f̂ . Подставив это представление и равенство Dnf = yn

∧

в (2.3), получаем

〈yn

∧

, φ〉 = 〈υ

∧

,Dnφ〉, φ ∈ S . (2.4)

Для пары функций u, v ∈ L2 выполняется равенство 〈u

∧

, v〉 = 〈u , v

∧

〉, эквивалентное равен-
ству Парсеваля (1.3) и равенству (1.4). Применив это равенство в левой и правой частях (2.4),
приходим к соотношению

〈yn , φ

∧

〉 = 〈f̂ ,Dnφ

∧

〉, φ ∈ S . (2.5)

Для φ ∈ S положим ψ = φ

∧

; это отображение есть биекция пространства S на себя. Имеем
φ = ψ̂. Выразим теперь Dnφ

∧

через ψ. Формула (1.7) влечет, что D̂nφ(η) = (−2πηi)nφ̂ (η), η ∈ R;
равенство здесь понимается в пространстве L2. Отсюда

Dnφ

∧

(η) = D̂nφ(−η) = (2πηi)nφ̂ (−η) = (2πηi)nφ

∧

(η) = (2πηi)nψ(η), η ∈ R,

и окончательно имеем
Dnφ

∧

(η) = (2πηi)nψ(η), η ∈ R. (2.6)

Подставив теперь представление φ через ψ в (2.5), получаем равенство
∫
yn(η)ψ(η) dη =

∫
f̂ (η)(2πηi)nψ(η) dη

или ∫ (
yn(η)− (2πηi)nf̂ (η)

)
ψ(η) dη = 0, ψ ∈ S .

Последнее соотношение влечет, что

yn(η)− (2πηi)nf̂ (η) = 0, п. в. на оси.

Необходимость свойства (2.1) доказана.
Достаточность. Предположим, что f ∈ L2 и для функции f выполняется свойство (2.1).

Убедимся, что тогда производная Dnf существует и, более того, Dnf = yn

∧

, а значит f ∈ Wn.
В предположении (2.1), применяя, в частности, свойство (2.6) для φ ∈ S , находим

〈yn

∧

, φ〉 =
〈
yn, φ

∧〉
=

∫
(2πηi)nf̂ (η)φ

∧

(η)dη =
〈
f̂ ,Dnφ

∧

〉 = 〈f,Dnφ
〉
.

Итак, имеет место соотношение 〈yn

∧

, φ〉 = 〈f,Dnφ〉, φ ∈ S . Согласно определению (1.8) по-
следнее соотношение означает, что Dnf существует и, более того, Dnf = yn

∧

. Таким образом,
f ∈ Wn.

Лемма 1 полностью доказана.

Следствие 1. При 0 ≤ k < n имеет место вложение Wn ⊂ Wk и для производной Dkf
порядка k, 0 ≤ k ≤ n, функции f ∈ Wn справедлива формула

Dkf(t) = yk

∧

(t) =

∫
e2πtηi(2πηi)k f̂ (η) dη, (2.7)

в которой функция yk(η) = (2πηi)k f̂ (η), η ∈ R, суммируема. Как следствие, функция f ∈ Wn

и любая ее производная Dkf, 0 ≤ k < n, принадлежат пространству C0.
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Формуле (2.7) можно дать такое толкование: при 0 ≤ k ≤ n для преобразования Фурье

(понимаемого в смысле теории обобщенных функций) D̂kf производной Dkf функции f ∈ Wn

имеет место формула

D̂kf(η) = (2πηi)k f̂ (η), η ∈ R. (2.8)

Д о к а з а т е л ь с т в о следствия. Неравенство

|(2πηi)k f̂ (η)| ≤ (1 + |(2πηi)n|)|f̂ (η)|, η ∈ R,

свойство (2.1) и свойство f ∈ L2 влекут, что функция yk(η) = (2πηi)k f̂ (η) суммируема на оси.
Отсюда в силу леммы 1 вытекает, что f ∈ Wk. Так что для f ∈ Wn формула (2.7) выполняется
уже при любом k, 0 ≤ k ≤ n. Интеграл в правой части формулы (2.7) является непрерывной
функцией, а точнее, принадлежит пространству C0. Следствие 1 обосновано. �

Следствие 1 влечет

Следствие 2. Для неотрицательного целого n пространство Wn состоит из функций

f ∈ L2, непрерывно дифференцируемых (в классическом смысле) n раз на оси, все их произ-

водные f (k), 0 ≤ k ≤ n, принадлежат пространству C0 и, более того, являются преобразо-

ваниями Фурье суммируемых функций.

2.2. Однородность модуля непрерывности

Формула (1.10) для модуля непрерывности (1.9) доказывается стандартным образом (см. [1]
и, к примеру, [3]). Однако в связи с тем что в данной работе рассматриваются не классические,
а дробные производные, ее обоснование имеет некоторые особенности, поэтому здесь будет
приведено доказательство формулы (1.10).

Определим более общую в сравнении с модулем непрерывности (1.9) функцию двух пере-
менных δ,M > 0:

ω(δ,M) = sup{‖Dkf‖C : f ∈ W(δ,M)},

W(δ,M) = {f ∈ Wn, ‖f‖L2 ≤ δ, ‖D̂nf‖L ≤M}.
(2.9)

Получаем ω(δ) = ω(δ, 1).

Лемма 2. При любых δ > 0, M > 0 имеет место формула

ω(δ,M) = ω(1)δαMβ, (2.10)

в которой

α =
2(n− k)

2n + 1
, β = 1− α =

2k + 1

2n+ 1
.

В частности,

ω(δ) = δαω(1). (2.11)

Из теоремы 1 следует, что модуль непрерывности (1.9) конечен при любом δ > 0. На дан-
ном этапе мы этим фактом пользоваться не будем. Впрочем, утверждение леммы 2 влечет, в
частности, что если модуль непрерывности конечен при каком-либо δ > 0, то он будет конечен
и при любом δ > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2. При h > 0 определим оператор растяжения аргумента
функции λ[h] формулой (λ[h]f)(t) = f(ht), t ∈ (−∞,∞). Убедимся, что если f ∈ Wn, то
λ[h]f ∈ Wn и имеет место вполне ожидаемое равенство

Dn(λ[h]f) = hnλ[h](Dnf). (2.12)
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Для функции φ ∈ S определим функцию ψ = λ[1/h]φ; эта функция также принадлежит
φ ∈ S . Согласно первой формуле (1.2) имеем

ψ̂(t) =

∫
e−2πtηiψ(η) dη =

∫
e−2πtηiφ(η/h) dη = h

∫
e−2πthηiφ(η) dη = hφ̂(th)

и, окончательно,
ψ̂ = h(λ[h]φ̂). (2.13)

Теперь, исходя из определения (1.7) и применив формулу (2.13), находим

Dnψ(t) =

∫
(−2πηi)ne2πtηiψ̂ (η) dη =

∫
(−2πηi)ne2πtηihφ̂(ηh) dη

= h−nDnφ(t/h) = h−nλ[1/h](Dnφ)(t);

таким образом,
Dnψ = h−nλ[1/h](Dnφ). (2.14)

Пусть f ∈ Wn и F = Dnf. В соответствии с определением (1.8) выполняется равен-
ство 〈F,ψ〉 = 〈f,Dnψ〉. Подставив сюда соотношения (2.13) и (2.14), получим 〈F, λ[1/h]φ〉 =
〈f, h−nλ[1/h]Dnφ〉, или, в явном виде,

∫
F (t)φ(t/h) dt = h−n

∫
f(t) (Dnφ)(t/h) dt.

Сделав здесь замену переменного, приходим к равенству

hn
∫
F (th)φ(t) dt =

∫
f(th) (Dnφ)(t) dt.

Это равенство можно записать как

hn〈λ[h]F, φ〉 = 〈λ[h]f, (Dnφ)(t)〉, φ ∈ S .

Согласно определению (1.7) последнее соотношение означает, что при любом h > 0 функ-
ция λ[h]f имеет производную Dn(λ[h]f) порядка n и, более того, справедлива формула

Dn(λ[h]f) = hnλ[h](Dnf),

а это и есть формула (2.12).
Предположение f ∈ Wn содержит, в частности, такое свойство, что Dnf = yn

∧

, где yn =
D̂nf ∈ L. С учетом второго соотношения (1.2) это означает, что

Dnf(t) = yn

∧

(t) =

∫
e2πtηiyn(η) dη.

Следовательно,

(λ[h](Dnf))(t) = (Dnf)(th) =

∫
e2πthηiyn(η) dη = h−1

∫
e2πtηiyn(η/h) dη.

Таким образом, имеем (λ[h](Dnf)) = h−1λ[1/h]yn

∧

. Отсюда и из (2.12) вытекает, что

̂Dn(λ[h]f) = hn−1λ[1/h]D̂nf.

Это равенство, в частности, влечет, что

‖ ̂Dn(λ[h]f) ‖1 = hn−1

∫ ∣∣∣D̂nf(t/h)
∣∣∣ dt = hn

∫ ∣∣∣D̂nf(t)
∣∣∣ dt = hn‖D̂nf‖1
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или
‖ ̂Dn(λ[h]f) ‖1 = hn‖D̂nf‖1. (2.15)

Очевидно, оператор λ[h], h > 0, есть биекция Wn на себя и, как нетрудно проверить, наряду
с (2.15) выполняются соотношения

‖λ[h]f‖2 = h−1/2‖f‖2, ‖Dk(λ[h]f)‖C = hk‖Dkf‖C . (2.16)

Для двух положительных параметров c, h определим в Wn оператор Λ = Λ[c, h] формулой

F (t) = (Λ[c, h]f)(t) = cf(ht), t ∈ (−∞,∞).

Это вновь есть биекция Wn на себя и, как следствие (2.16), справедливы равенства

‖Λf‖2 = ch−1/2‖f‖2, ‖Dk(Λf)‖C = chk‖Dkf‖C , ‖ D̂n(Λf) ‖1 = chn‖D̂nf‖1. (2.17)

При δ,M > 0 выберем параметры c, h так, чтобы оператор Λ = Λ[c, h] отображал множе-
ство W(1, 1) на множество W(δ,M). В силу (2.17) это будет возможно в том случае, если

ch−1/2 = δ, chn =M.

Отсюда находим

h =M2/(2n+1)δ−2/(2n+1), c =M1/(2n+1)δ2n/(2n+1), chk =M (2k+1)/(2n+1)δ2(n−k)/(2n+1).

Теперь для величины (2.9) имеем

ω(δ,M) = sup{‖DkF‖C : F ∈ W(δ,M)} sup{‖Dk(Λf)‖C : f ∈ W(1, 1)}

= chk sup{‖Dkf‖C : f ∈ W(1, 1)} =M (2k+1)/(2n+1)δ2(n−k)/(2n+1)ω(1, 1).

Формулы (2.10) и (2.11) обоснованы.
Доказательство леммы 2 завершено.

2.3. Два вспомогательных утверждения к теореме 1

Лемма 3. Если для функции θ ∈ L2 выполняется условие

ζ(η) =
(2πηi)k − θ(η)

(2πηi)n
∈ L∞(−∞,∞),

то имеет место представление

Dkf(0)− 〈θ̂, f〉 =
〈
ζ, D̂nf

〉
, f ∈ Wn. (2.18)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для функции f ∈ Wn при 0 ≤ k < n, используя формулы (2.7),
(1.4) и (2.8), находим

Dkf(0)− 〈θ̂, f〉 = Dkf(0)− 〈θ, f̂〉 =

∫ (
(2πηi)k − θ(η)

)
f̂ (η) dη =

∫
ζ(η)(2πηi)nf̂ (η) dη.

Применив теперь соотношение (2.2), имеем

Dkf(0)− 〈θ̂, f〉 =

∫
ζ(η)D̂nf(η) dη.

Представление (2.18) получено.
Лемма 3 доказана.

При h > 0 с помощью функции θh (см. (1.14)) определим на вещественной оси функцию

ζh(η) =
(2πηi)k − θh(η)

(2πηi)n
. (2.19)
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Лемма 4. При 0 ≤ k < n и h > 0 функции θh и ζh имеют следующие значения норм:

‖θ̂h‖2 = ‖θh‖2 =

(
2

πh2k+1

)1/2 (n− k)
(
(2k + 1)(2n + 1)(n + k + 1)

)1/2 , (2.20)

‖ζh‖∞ = |ζh(η)| = hn−k, |η| ≤
1

2πh
. (2.21)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обсудим более подробно вид функций (1.14) и (2.19). Имеем

θh(η) =





(2πηi)k − (2πηi)k(2πh)n−k|η|n−k, |η| ≤
1

2πh
,

0, |η| ≥
1

2πh
.

Отсюда, используя свойство (1.6), находим, что если |η| ≤ 1/2πh, то

ζh(η) =
(2πηi)k − θh(η)

(2πηi)n
=

(2πh)n−k|η|n−k(2πηi)k

(2πηi)n
=

(2πh)n−k|η|n−k

(2πηi)n−k
=
hn−k

in−k
, (2.22)

а если |η| ≥ 1/2πh, то

ζh(η) =
(2πηi)k

(2πηi)n
=

1

(2πηi)n−k
, |η| ≥

1

2πh
. (2.23)

Соотношения (2.22) и (2.23) влекут (2.21).

Вычислим теперь норму ‖θh‖2. Получим

‖θh‖
2
2 = 2

1/2πh∫

0

∣∣∣(2πηi)k − (2πηi)k(2πηh)n−k
∣∣∣
2
dη = 2h−2k

1/2πh∫

0

|(2πηh)2k
∣∣∣1− (2πηh)n−k

∣∣∣
2
dη

=
[
2πηh = t

]
=

1

πh2k+1

∫ 1

0
t2k(1− tn−k)2dt =

2(n− k)2

πh2k+1(2k + 1)(2n + 1)(n + k + 1)
.

Соотношение (2.20) также доказано.

Обоснование всех утверждений леммы 4 завершено.

2.4. Вспомогательное утверждение к теореме 2

Заготовим на будущее некоторые свойства функции

fh = θ̂h , h > 0. (2.24)

Лемма 5. При 0 ≤ k < n и h > 0 функция fh принадлежит пространству Wn и для нее

справедливы соотношения

‖fh‖2 =

(
2

πh2k+1

)1/2 n− k

{(2k + 1)(2n + 1)(n + k + 1)}1/2
, (2.25)

Dkfh(0) =
1

πh(2k+1)

n− k

(2k + 1)(n + k + 1)
, (2.26)

∥∥∥D̂nfh

∥∥∥
1
=

1

π hn+k+1

n− k

(n + k + 1)(2n + 1)
. (2.27)



58 В.В.Арестов

Д о к а з а т е л ь с т в о. Определение (2.24) функции fh и утверждение (2.20) влекут,
что fh ∈ L2 и справедливо равенство (2.25).

Формулу (2.24) можно переписать в виде fh = θh

∧

. Отсюда следует, что

f̂h = θh.

Эта функция непрерывная на оси и имеет компактный носитель; как следствие, для функ-
ции fh выполняется свойство (2.1). Согласно лемме 1 функция fh принадлежит пространст-
ву Wn. Применив (2.1), имеем

∥∥∥D̂nfh

∥∥∥
1
=

1/(2πh)∫

−1/(2πh)

∣∣(2πηi)nθh(η)
∣∣ dη = 2

1/(2πh)∫

0

(2πη)n+k
(
1− (2πh)n−kηn−k)

)
dη

=
2

2πhn+k+1

1/(2πh)∫

0

(2πηh)n+k
(
1− (2πh)n−kηn−k)

)
d(2πhη).

Сделав замену переменной интегрирования по формуле u = 2πhη, получаем

∥∥∥D̂nfh

∥∥∥
1
=

1

πhn+k+1

1∫

0

un+k
(
1− un−k

)
du =

1

πhn+k+1

n− k

(n+ k + 1)(2n + 1)
.

Формула (2.27) также проверена.
Далее, воспользовавшись формулой (2.7), находим

Dkfh(0) =

∫
(2πηi)k f̂h (η) dη =

∫
(2πηi)kθh(η) dη = 2

1/(2πh)∫

0

(2πη)2k
(
1− (2πh)n−kηn−k

)
dη.

Сделав вновь в интеграле замену переменной u = 2πhη, получаем

Dkfh(0) =
1

πh2k+1

1∫

0

u2k
(
1− un−k

)
du =

1

πh2k+1

n− k

(2k + 1)(n+ k + 1)
.

Равенство (2.26) проверено.
Лемма 5 полностью доказана.

3. Доказательство теорем

3.1. Доказательство теорем 1 и 2

Проведем доказательство теорем 1 и 2 одновременно в несколько шагов по известной для
данной тематики схеме, восходящей к С.Б.Стечкину [1].

1. Дадим вначале оценку сверху значения задачи Стечкина (1.13). Для этого в качестве
аппроксимирующего оператора возьмем оператор свертки Th, h > 0, определенный форму-
лой (1.15). Начнем с нормы этого оператора; имеем ‖Th‖L2→C = ‖θ̂h‖2 = ‖θh‖2, последнее
равенство выполняется в силу равенства Парсеваля (1.3). Величина ‖θ̂h‖2 = ‖θh‖2 была вы-
числена в (2.20). Именно эта величина обозначена в (1.16) через N(h). Итак, ‖Th‖L2→C = N(h).

Оценим сверху уклонение

U(Th) = sup
{
‖Dkf − Thf‖C : f ∈ Wn, ‖D̂nf‖1 ≤ 1

}
. (3.1)
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Согласно лемме 3 имеет место представление

Dkf(0)− 〈θ̂h, f〉 =
〈
ζh, D̂nf

〉
, f ∈ Wn, (3.2)

функция ζh этого представления определена в (2.19). Пусть f ∈ Wn. Для x ∈ (−∞,∞) опре-
делим функцию f [x] равенством f [x](η) = f(x+ η), η ∈ (−∞,∞). Имеем f [x] ∈ Wn, при этом

D̂nf [x] (t) = e2πixtD̂nf(t), t ∈ (−∞,∞), а потому ‖ D̂nf [x] ‖1 = ‖D̂nf‖1. Подставив функ-
цию f [x] в (3.2), получаем представление

Dkf(x)− (Thf)(x) =
〈
ζh, D̂nf [x]

〉
, f ∈ Wn.

Это равенство влечет для величины уклонения (3.1) оценку сверху U(Th) ≤ ‖ζh‖∞. Определе-
ние (1.13) и формула (2.21) дают неравенства

E(N(h)) ≤ U(Th) ≤ hn−k. (3.3)

Отсюда, в частности, следует, что величина (1.13) конечна при любом N > 0.
2. Значение E(N) задачи (1.13) приближения оператора дифференцирования и модуль

непрерывности оператора дифференцирования (1.9) связаны неравенством

E(N) ≥ sup{ω(δ) −Nδ : δ > 0}. (3.4)

Неравенство (3.4) есть конкретный вариант более общего утверждения С.Б.Стечкина, содер-
жащегося в [1, разд. 2], тем не менее мы это неравенство сейчас докажем, следуя разд. 2 из [1].
Имеем

E(N) = inf
‖T‖

L2→C
≤N

sup
f∈Qn

‖Dkf − Tf‖C ≥ inf
‖T‖

L2→C
≤N

sup
f∈Qn

(
‖Dkf‖C − ‖Tf‖C

)

≥ sup
f∈Qn

(
‖Dkf‖C −N‖f‖2

)
= sup

δ>0
sup

{f∈Qn,‖f‖2≤δ}

(
‖Dkf‖C −N‖f‖2

)

≥ sup
δ>0

sup
{f∈Qn,‖f‖2≤δ}

(
‖Dkf‖C −Nδ

)
= sup

δ>0

(
ω(δ) −Nδ

)
.

В результате получено неравенство (3.4). Это неравенство, в частности, влечет, что ω(δ) <∞,
δ ≥ 0.

Подставив в (3.4) выражение (1.10) для ω(δ) и осуществив элементарные преобразования,
получаем, что значение задачи Стечкина (1.13) и наилучшая константа K в (1.11) связаны
неравенством

E(N) ≥ βαα/βK1/βN−α/β . (3.5)

3. Получим теперь для константы K в неравенстве (1.11) оценку снизу. Для этого вос-
пользуемся функцией fh ∈ Wn, определенной формулой (2.24) и рассмотренной в лемме 5.
Подставив функцию fh в неравенство (1.11), имеем

K ≥
‖Dkfh‖C

‖fh‖
α
2 ‖D̂

nfh‖
β
1

≥ K =
|Dkfh(0)|

‖fh‖
α
2 ‖D̂

nfh‖
β
1

, α =
2(n − k)

2n+ 1
, β = 1− α =

2k + 1

2n+ 1
. (3.6)

Применив формулы (2.25)–(2.27) и осуществив элементарные преобразования, находим

K =
( 1

2π(n + k + 1)

)(n−k)/(2n+1)(2n + 1

2k + 1

)(n+k+1)/(2n+1)
. (3.7)

4. Неравенства (3.5) и (3.6) дают для величины (1.13) при N = N(h) (см. (1.16)) оценку
снизу

E(N(h)) ≥ βαα/βK1/β(N(h))−α/β ≥ E(h), E(h) = βαα/β (K)1/β (N(h))−α/β .



60 В.В.Арестов

Подставив в выражение для E(h) значения (1.12) показателей α, β, выражение (3.7) для вели-
чины K, значение (1.16) величины N(h) и осуществив элементарные преобразования, выводим
оценку

E(N(h)) ≥ E(h) = hn−k.

5. Из последнего неравенства и неравенства (3.3) получаем равенства

E(N(h)) = U(Th) = hn−k.

Формула (1.17) и экстремальность оператора Th в задаче (1.13) обоснованы.

Теорема 1 доказана полностью.

6. Неравенство (3.5) можно переписать в виде

K ≤ α−αβ−β(E(N))βNα.

Подставив сюда значение (1.16) величины N = N(h) и значение (1.17) величины E(N(h)),
получаем для константы K оценку сверху

K ≤ K =
( 1

2π(n + k + 1)

)(n−k)/(2n+1)(2n+ 1

2k + 1

)(n+k+1)/(2n+1)
.

Сопоставив эту оценку с неравенствами (3.6) и формулой (3.7) для константы K, получаем
равенства

K =
( 1

2π(n + k + 1)

)(n−k)/(2n+1)(2n+ 1

2k + 1

)(n+k+1)/(2n+1)
=

‖Dkfh‖C

‖fh‖
α
2 ‖D̂

nfh‖
β
1

.

В этом соотношении содержатся и формула (1.18), и свойство экстремальности функции fh в
неравенстве (1.11).

Теорема 2 также доказана.

3.2. Доказательство теоремы 3

Обратимся к неравенствам (1.21). Воспользовавшись результатом теоремы 2, вычислим
величину

ℓ(δ) = inf{E(N) +Nδ : N > 0}.

При фиксированном δ > 0, подставив в выражение E(N) +Nδ значения (1.16) и (1.17), полу-
чаем функцию переменного h > 0

F (h) = E(N(h)) + δN(h) = hn−k +Aδh−(k+1/2),

где

A =

(
2

π

)1/2 (n− k)
(
(2k + 1)(2n + 1)(n + k + 1)

)1/2 .

Имеем ℓ(δ) = inf{F (h) : h > 0.} Дифференцируя функцию F (h), находим

F ′(h) = h−k−3/2
(
(n− k) hn+1/2 − (k + 1/2) Aδ

)
. (3.8)

Нулем производной является точка

h∗ =
( (k + 1/2) Aδ

n− k

)1/(n+1/2)
= δ2/(2n+1)

( 2k + 1

2π(2n + 1)(n + k + 1)

)1/(2n+1)
.
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Анализируя знак производной (3.8), делаем вывод, что h∗ есть точка (абсолютного) минимума
функции F на полуоси h ∈ (0,∞). Произведя элементарные вычисления, получаем

F (h∗) = (h∗)n−k +Aδ(h∗)−(k+1/2) = δ(n−k)/(n+1/2)K;

здесь K — наилучшая константа в неравенстве (1.11), определенная формулой (1.18) в фор-
мулировке теоремы 2. Итак, ℓ(δ) = Kδα.

Согласно (1.10) подобная формула имеет место и для модуля непрерывности: ω(δ) = Kδα.
Таким образом, в (1.21) оба неравенства являются равенствами; отсюда в частности, следует,
что ν(δ) = Kδα.

В теореме 3 осталось обосновать экстремальность метода Th∗.Исходя из определения (1.20),
имеем

Kδα = ν(δ) ≤ u(δ, Th∗). (3.9)

Далее, согласно (1.19)

u(δ, Th∗) = sup
f∈Qn

sup
‖ϕ−f‖

L2≤δ
‖Dkf − Th∗ ϕ‖C .

Записав Dkf − Th∗ ϕ = (Dkf − Th∗ f) + Th∗ (f − ϕ), находим

‖Dkf − Th∗ ϕ‖ ≤ ‖(Dkf − Th∗ f)‖+ ‖Th∗ (f − ϕ)‖ ≤ U(Th∗) + ‖Th∗‖δ.

Следовательно,

u(δ, Th∗) ≤ U(Th∗) + ‖Th∗‖δ = E(N(h∗)) +N(h∗)δ = ℓ(δ) = Kδα. (3.10)

Первая величина в (3.9) и последняя величина в (3.10) совпадают. Отсюда вытекает, что
ν(δ) = u(δ, Th∗) = Kδα. Но это и означает, что Th∗ — оптимальный метод в задаче восста-
новления (1.20).

Теорема 3 доказана полностью.

Заключение

В заключение отметим, что к тематике данной статьи близка еще одна тройка экстремаль-
ных задач.

Начнем с варианта неравенства Колмогорова. Согласно результату В.Н. Габушина [15] при
целых 0 ≤ k < n на W n

2,∞ справедливо неравенство

‖f (k)‖C ≤ G‖f‖αL2‖f
(n)‖βL∞ , f ∈W n

2,∞, (3.11)

α =
2(n− k)

2n+ 1
, β = 1− α =

2k + 1

2n+ 1
,

с конечной константой G = G(n, k). Точное значение константы G в (3.11) известно лишь при
n = 1, k = 0 [16] и при n = 2 для k = 1 и k = 0 [17].

Неравенство (3.11) можно изучать для произвольных вещественных 0 ≤ k < n. Имеет

место вложение Wn ⊂ W n
2,∞ и для f ∈ Wn выполняется неравенство ‖Dnf‖C0

≤ ‖D̂nf‖L.
Поэтому константы в (3.11) и (1.11) связаны неравенством K ≤ G.

Неравенство (3.11) для произвольных вещественных 0 ≤ k < n не изучалось. В связи с
неравенством (3.11), конечно, возникают также аналоги задач (1.13) и (1.20).
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