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В 1978 г. С. Б.Стечкин и В. Т. Гаврилюк в работе о скорости сходимости ряда Фурье непрерывной функ-

ции нашли специальный метод оценки нормы уклонения функции от частичной суммы ее ряда Фурье,

использующий интегральные свойства ядер Дирихле. Цель данной статьи — напомнить основную идею

этой замечательной работы и показать, как при помощи модификации примененного в ней метода совсем

недавно были получены результаты для функций ограниченной вариации, ограниченной p-вариации, да-

на оценка скорости сходимости в принципе локализации Римана для непрерывных функций и решены

другие задачи.
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1. Введение

Пусть C2π — пространство непрерывных на R действительнозначных 2π-периодических
функций с нормой

‖f‖ = sup
x∈R

|f(x)| = max
−π≤x≤π

|f(x)|.

Модулем непрерывности функции f ∈ C2π называется величина ω(f, h) = max
{
| f(x + t) −

f(x)|, x ∈ R, | t | ≤ h
}
, 0 ≤ h ≤ π. Частичные суммы ряда Фурье функции f

Sn(f) = Sn(f, x) =
a0
2

+
n∑

k=1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
,

где ak =
1

π

∫ π

−π
f(t) cos(kt)dt, bk =

1

π

∫ π

−π
f(t) sin(kt)dt — коэффициенты Фурье.

Dn(t) =
1

2
+

n∑

k=1

cos(kt) =
sin((n+ 0.5)t)

2 sin(t/2)

— ядра Дирихле, Ln =
1

π

∫ π

−π
|Dn(t)|dt — константы Лебега.
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Целым рядом авторов [1–5] были получены оценки вида

‖f − Sn(f)‖ ≤ Kn ω(f, γn) ∀f ∈ C2π, (1.1)

где {γn} — некоторая последовательность аргументов модуля непрерывности функции f , по-
стоянная Kn = Kn(γn). С. Б.Стечкин [6] отметил более общую задачу — исследование харак-
теристики

K∗
n(γ) = sup

f∈C2π ,
f 6=const

‖f − Sn(f)‖
ω(f, γ)

для всех значений γ > 0. Так как K∗
n(γ) ≥ (Ln + 1)/2 для любого γ > 0 (см. [6; 7]), можно

ввести величину

γ∗n = inf
{
γ > 0, K∗

n(γ) =
Ln + 1

2

}

— оптимальное значение аргумента модуля непрерывности в неравенстве (1.1) c наилучшей
константой Kn = (Ln + 1)/2.

В работе [8] (краткое сообщение см. в [9]) С.Б.Стечкин и В.Т. Гаврилюк доказали следу-
ющие теоремы.

Теорема 1 [8, теорема 1]. Для любой f ∈ C2π, f 6= const,

‖f − Sn(f)‖ <
Ln + 1

2
ω
(
f,

2π

3(n+ 0.5)

)
, n = 1, 2, . . . . (1.2)

Теорема 2 [8, теорема 2]. Справедливы оценки

2π

3(n+ 0.5)
− π2

4(n+ 0.5)3
≤ γ∗n ≤ 2π

3(n + 0.5)
, n = 1, 2, . . . . (1.3)

Отметим, что суммы Фурье Sn(f) содержатся в широком семействе линейных методов
приближения, задаваемых операторами

Un(f ; Λ) = Un(f, x; Λ) =
a0
2

+
n∑

k=1

λ
(n)
k

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
.

Здесь Λ = {λ(n)k } — треугольная матрица чисел, 0 ≤ k ≤ n, n = 0, 1, . . . , λ
(n)
0 = 1,

Yn(t; Λ) =
1

2
+

n∑

k=1

λ
(n)
k cos(kt)

— ядро метода Un. При λ
(n)
k = 1 имеем приближение суммами Фурье, при λ

(n)
k = 1−k/(n+1) —

суммами Фейера [10, гл. 1, § 47], при λ
(n)
k =

(
kπ/(2n)

)
ctg
(
kπ/(2n)

)
— суммами Фавара [11], при

λ
(n)
k = cos

(
kπ/(2n)

)
— суммами Рогозинского [12]. Результаты, аналогичные неравенству (1.2),

получены в [6] для сумм Фавара, в [3] — для сумм Рогозинского.

2. Метод С.Б. Стечкина и В. Т. Гаврилюк

Сначала рассмотрим следующую задачу. Пусть функция g(t) непрерывна на [a, b], функция

ψ(t) ∈ L[a, b], ψ(t) ≥ 0 на [a, c], ψ(t) ≤ 0 на [c, b],

∫ b

a
ψ(t)dt = 0. Обозначим

J =

c∫

a

ψ(t)dt = −
b∫

c

ψ(t)dt =
1

2

b∫

a

|ψ(t)|dt.



Метод С.Б. Стечкина и В.Т. Гаврилюк и его приложения 235

Необходимо оценить интеграл
b∫

a

g(t)ψ(t)dt (2.1)

через модуль непрерывности функции g. Стандартный подход заключается в применении тео-
ремы о среднем на каждом из отрезков [a, c] и [c, b]:

b∫

a

g(t)ψ(t)dt = g(ξ1)

c∫

a

ψ(t)dt + g(ξ2)

b∫

c

ψ(t)dt =
(
g(ξ1)− g(ξ2)

)
J, (2.2)

ξ1 ∈ [a, c], ξ2 ∈ [c, b]. И тогда из (2.2) вытекает неравенство

∣∣∣∣

b∫

a

g(t)ψ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ω(g, b− a)J.

Следующее простое рассуждение демонстрирует, что этот результат можно улучшить. А имен-
но, каждый из отрезков [a, c] и [c, b] разобьем точками a′ и b′ соответственно на две такие части,
что

a′∫

a

ψ(t)dt =

c∫

a′

ψ(t)dt =
1

2
J,

b′∫

c

ψ(t)dt =

b∫

b′

ψ(t)dt = −1

2
J.

Теперь применим теорему о среднем:

b∫

a

g(t)ψ(t)dt = g(τ1)

a′∫

a

ψ(t)dt+ g(τ2)

c∫

a′

ψ(t)dt+ g(τ3)

b′∫

c

ψ(t)dt+ g(τ4)

b∫

b′

ψ(t)dt

=
(
g(τ1)− g(τ3)

)1
2
J +

(
g(τ2)− g(τ4)

)1
2
J.

Здесь τ1 ∈ [a, a′], τ2 ∈ [a′, c], τ3 ∈ [c, b′], τ4 ∈ [b′, b]. Тогда

∣∣∣∣

b∫

a

g(t)ψ(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ω
(
g, max{b′ − a, b− a′}

)
J ;

переходим от оценки интеграла (2.1) через ω(g, b−a) к оценке с использованием модуля непре-
рывности с меньшим значением аргумента, т. е. величины ω

(
g, max{b′ − a, b− a′}

)
. Возникает

вопрос: как улучшится результат, если мы разобьем каждый из отрезков [a, c] и [c, b] на k
частей, чтобы интеграл на каждом из подотрезков равнялся ±J/k? Решение задачи об оценке
интеграла (2.1) дано в [8]. А именно, пусть C(γ) — класс непрерывных функций, определенных
на отрезке [a, b] и удовлетворяющих условию ω(f, γ) ≤ 1.

Лемма 1 [8, лемма 1]. Пусть a < c < b, ψ ∈ L[a, b], ψ(t) ≥ 0 на [a, c], ψ(t) ≤ 0 на [c, b],

Ψ(x) =

∫ x

a
ψ(t)dt, Ψ(b) = 0,

M(ψ, γ) = sup
f∈C(γ)

∣∣∣∣

b∫

a

f(t)ψ(t)dt

∣∣∣∣.

Тогда для любого γ, (b− a)/2 ≤ γ ≤ b− a, справедливо равенство

M(ψ, γ) = max(Ψ(c), η(γ)),

где

η(γ) = max
a≤t≤b−γ

(Ψ(t) + Ψ(t+ γ)).
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Отметим, что лемма 1 близка по смыслу к лемме Н.П.Корнейчука и С.Б.Стечкина [13,
лемма 5.1], которая дает возможность находить величины вида

sup
f∈Hω

∣∣∣∣

b∫

a

f(t)ψ(t)dt

∣∣∣∣.

Здесь Hω — класс непрерывных на [a, b] функций и таких, что для любых x′, x′′ ∈ [a, b]

|f(x′)− f(x′′)| ≤ ω(|x′ − x′′|),

ω(t) — заданный модуль непрерывности (определенная при t ≥ 0 непрерывная, неубывающая
и полуаддитивная функция, ω(0) = 0). К лемме Корнейчука — Стечкина сводится решение
задач Колмогорова — Никольского об оценке величин ‖f−Un(f ; Λ)‖ на классах, определяемых
модулями непрерывности.

Однако применение и леммы 1, и леммы Корнейчука — Стечкина весьма нетривиально:
для их эффективного использования требуется информация о наличии нулей и их специаль-
ном расположении у первообразных ядер Yn(t; Λ). В случае оценки ‖f − Sn(f)‖ необходимо
рассматривать ядра Дирихле и исследовать их интегральные свойства.

Везде далее будем обозначать γn =
2π

3(n+ 0.5)
. Рассмотрим

Φn(x) =

π∫

x

Dn(t)dt.

Функция Φn(x) [3; 4; 8] на интервале (0, π) имеет n простых нулей 0 < x
(n)
1 < . . . < x

(n)
n < π,

для которых выполнены неравенства

π(k − 0.5)

n+ 0.5
< x

(n)
k <

π(k − 1/3)

n+ 0.5
, k = 1, . . . , n.

Обозначим x
(n)
n+1 = π, Ik,n = [x

(n)
k , x

(n)
k+1], k = 1, . . . , n. Несложно проверить, что x

(n)
1 < γn, а

также верны отношения
x
(n)
1∫

0

Dn(t)dt =

π∫

0

Dn(t)dt =
π

2
, (2.3)

πk
n+0.5∫

x
(n)
k

|Dn(t)|dt =
x
(n)
k+1∫

πk
n+0.5

|Dn(t)|dt =
1

2

∫

Ik,n

|Dn(t)|dt. (2.4)

Используя специфику ядер Дирихле и лемму 1, С.Б.Стечкин и В.Т. Гаврилюк получили сле-
дующее утверждение.

Лемма 2 [8, лемма 5].

sup
f∈C(γn)

∣∣∣
∫

Ik,n

f(t)Dn(t)dt
∣∣∣ =

1

2

∫

Ik,n

|Dn(t)|dt, k = 1, . . . , n, n = 1, 2, . . . .

Схематично изложим дальнейшие рассуждения работы [8]. Используем интегральное пред-
ставление частичной суммы ряда Фурье [10, гл. I, § 31, формула (31.5)]:

Sn(f, x0) =
1

π

π∫

−π

f(x0 + t)Dn(t)dt. (2.5)
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Для оценки разницы между значением функции и частичной суммой ее ряда Фурье без огра-
ничения общности можно считать, что x0 = 0, f(x0) = 0, и оценивать значение выражения
|Sn(f, x0)− f(x0)| = |Sn(f, 0)|. В этом случае

|Sn(f, 0)| =
1

π

∣∣∣∣

π∫

−π

f(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣ =
2

π

∣∣∣∣

π∫

0

f̃(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣,

где f̃(t) =
(
f(t) + f(−t)

)
/2. Отметим, что ω(f̃ , h) ≤ ω(f, h). Разобьем отрезок интегрирования

нулями функции Φn(x):

|Sn(f, 0)| ≤
2

π

x
(n)
1∫

0

|f̃(t)|Dn(t)dt+
2

π

n∑

k=1

∣∣∣∣
∫

Ik,n

f̃(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣. (2.6)

Теперь при помощи леммы 2 и равенства (2.3) имеем

|Sn(f, 0)| <
2

π
ω
(
f̃ , x

(n)
1

)
x
(n)
1∫

0

Dn(t)dt+
1

π
ω(f̃ , γn)

n∑

k=1

∫

Ik,n

|Dn(t)|dt

≤
(
1

2
+

1

π

x
(n)
1∫

0

Dn(t)dt+
1

π

n∑

k=1

∫

Ik,n

|Dn(t)|dt
)
ω
(
f, γn

)
=
Ln + 1

2
ω
(
f, γn

)
,

и утверждение теоремы 1 доказано.
Заметим, что данный способ оценки применим для вышеупомянутых линейных методов

приближения Un(f ; Λ) с правильными ядрами. Согласно [11] ядро Yn(t; Λ) называется пра-
вильным, если оно последовательно меняет знак в точках tk ∈ (0, π), k = 1, . . . , s, а функ-

ция

∫ π

x
Yn(t; Λ)dt на каждом промежутке (tk−1, tk) (t0 = 0) в некоторой точке xk имеет един-

ственный простой нуль. Примерами правильных ядер, помимо ядер Дирихле, являются ядра
Фавара и ядра Рогозинского.

3. Точное значение аргумента модуля непрерывности

Согласно результату теоремы 2 для оптимального значения аргумента модуля непрерыв-
ности γ∗n выполнено двойное неравенство (1.3). При небольших значениях n имеем

0.665181 . . . ≤ γ∗1 ≤ 1.396263 . . . ,
0.679844 . . . ≤ γ∗2 ≤ 0.837758 . . . ,
0.540849 . . . ≤ γ∗3 ≤ 0.598398 . . . .

Для улучшения оценки приближения функции частичной суммой ее ряда Фурье при конкрет-
ном n есть смысл найти точное значение γ∗n и заменить им аргумент модуля непрерывности
в неравенстве (1.2). Это и было реализовано на основе леммы 1 — в теореме 1, а также след-
ствиях 1, 2 работы [14], которые ниже представим в виде алгоритма вычисления величин γ∗n
и приведем итоги численных расчетов при n = 1, 2, 3.

Алгоритм вычисления γ∗n.

Шаг 1. Для каждого из отрезков Ik,n находим значение γk,n такое, что для любого γ ∈[
γk,n, x

(n)
k+1 − x

(n)
k

]
и для любой f ∈ C2π выполнено неравенство

∣∣∣∣
∫

Ik,n

f(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣ ≤
1

2

∫

Ik,n

|Dn(t)|dt · ω(f, γ), (3.1)
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а для γ ∈ (0, γk,n) неравенство (3.1) уже теряет силу. Значение γ = γk,n существует и удовле-
творяет системе 




Φn(t) + Φn(t+ γ) = Φn

( πk

n+ 0.5

)
,

Dn(t) +Dn(t+ γ) = 0,

t ∈
[
x
(n)
k ,

πk

n+ 0.5

)
, γ ∈

(
0, x

(n)
k+1 − x

(n)
k

]
,

(см. [14, следствие 1]).

Шаг 2. Определяем γ∗n = max{x(n)1 , γk,n, k = 1, . . . , n} (см. [14, теорема 1]).

Значения γ∗n при n = 1, 2, 3. Используя алгоритм, можно получить следующие резуль-
таты.

1) γ∗1 есть решение системы





t+
γ

2
+ sin t+ sin(t+ γ) =

√
3

2
+

5π

6
,

1 + cos t+ cos(t+ γ) = 0,

γ∗1 = 1.310179 . . . ,
5π

12
< γ∗1 <

3π

7
.

2) γ∗2 есть решение системы





t+
γ

2
+ sin t+ sin(t+ γ) +

1

2
sin(2t) +

1

2
sin(2t+ 2γ) = sin

4π

5
+

1

2
sin

8π

5
+

9π

10
,

1 + cos t+ cos(t+ γ) + cos(2t) + cos(2t+ 2γ) = 0,

γ∗2 = 0.8164 . . . ,
π

4
< γ∗2 <

5π

19
.

3) γ∗3 есть решение системы





t+
γ

2
+ sin t+ sin(t+ γ) +

1

2
sin(2t) +

1

2
sin(2t+ 2γ) +

1

3
sin(3t) +

1

3
sin(3t+ 3γ)

= sin
6π

7
+

1

2
sin

12π

7
+

1

3
sin

18π

7
+

13π

14
,

1 + cos t+ cos(t+ γ) + cos(2t) + cos(2t+ 2γ) + cos(3t) + cos(3t+ 3γ) = 0,

γ∗3 = 0.5903 . . . ,
3π

16
< γ∗3 <

7π

37
.

Оценка уклонения функции от n-й частичной суммы ее ряда Фурье через мо-

дуль непрерывности, взятый с аргументом, меньшим γ∗n. Продемонстрируем еще одну
возможность применения леммы 1. Посмотрим, насколько увеличится постоянная (Ln + 1)/2
в оценке (1.2), если в аргументе модуля непрерывности взять значения 5π/12, π/4, 3π/16 для
случаев n = 1, 2, 3 соответственно.

Согласно теореме 1

‖f − S1(f)‖ <
L1 + 1

2
ω
(
f, γ∗1

)
, где

L1 + 1

2
= 1.21799 . . . ,

‖f − S2(f)‖ <
L2 + 1

2
ω
(
f, γ∗2

)
, где

L2 + 1

2
= 1.32109 . . . ,

‖f − S3(f)‖ <
L3 + 1

2
ω
(
f, γ∗3

)
, где

L3 + 1

2
= 1.38916 . . . .
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В теореме 2 работы [14], применяя лемму 1 и делая численные расчеты, мы показали, что
для любой функции f ∈ C2π верны неравенства

‖f − S1(f)‖ ≤ 1.219 ω
(
f, 5π/12

)
,

‖f − S2(f)‖ ≤ 1.339 ω
(
f, π/4

)
,

‖f − S3(f)‖ ≤ 1.3896 ω
(
f, 3π/16

)
.

4. Асимптотика величин K
∗
n в оценке для уклонения непрерывных

периодических функций от их сумм Фурье через модуль непрерывности

Известно, что для констант Лебега выполнено соотношение Ln ∼ 4

π2
lnn, n→ +∞ (cм. [10,

гл. I, § 35, формула (35.15)]), а также двойное неравенство

4

π2
ln (n+ 0.5) + 1.27 < Ln <

4

π2
ln (n+ 0.5) + 1.272, n = 1, 2, . . . ,

следующее из результатов работы [15]. Таким образом, для любого γ ≥ 2π

3(n + 0.5)
верна асимп-

тотика

K∗
n (γ) =

Ln + 1

2
∼ 2

π2
ln(n+ 0.5), n→ +∞. (4.1)

И тогда возникает вопрос: насколько увеличится постоянная Kn по сравнению с наилучшей
Ln + 1

2
в оценке (1.2), если в аргументе модуля непрерывности взять меньшее, чем

2π

3(n+ 0.5)
,

значение?
В нашей работе [16] рассматривается значение аргумента модуля непрерывности из про-

межутка [ π

2(n+ 0.5)
,

2π

3(n + 0.5)

)
.

Взяв за основу схему доказательства теоремы 1 работы С.Б.Стечкина и В.Т. Гаврилюк и
сделав достаточно сложные оценки для интегралов

∫

Ik,n

|Dn(t)|dt,
∣∣∣∣
∫

Ik,n

f(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣,

получаем (см. [16, теорема 1]), что для любой функции f ∈ C2π, для любого натурального n
и для любого значения τ ∈ [π/2, 2π/3) выполняется неравенство

‖f − Sn(f)‖ < Kn ω
(
f,

τ

n+ 0.5

)
,

где

Kn =
4cos(τ/2)

π2
ln(n+ 0.5) + 1.36.

Там же (см. [16, теорема 2]) мы приводим пример функции f = fn,τ ∈ C2π, для которой
f(0) = 0, ω

(
f, τ/(n + 0.5)

)
= 1, при этом

|Sn(f, 0)| >
4 cos(τ/2)

π2
ln(n+ 0.5) + 1.06.

Таким образом, для любого τ ∈ [π/2, 2π/3)

K∗
n

( τ

n+ 0.5

)
∼ 4 cos (τ/2)

π2
ln(n+ 0.5), n→ +∞. (4.2)

Отметим, что асимптотика (4.2) при τ = 2π/3 соответствует (4.1). Также подчеркнем, что
оценки для величины K∗

n найдены нами довольно точно — разница между оценкой сверху и
оценкой снизу не превосходит 0.3.
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5. Модификация метода С. Б.Стечкина и В.Т. Гаврилюк

для функций ограниченной вариации

В 1881 г. К. Жордан [17] доказал равномерную сходимость на R ряда Фурье произволь-
ной непрерывной функции ограниченной вариации. Что касается скорости сходимости, то
для функций f ∈ C2π,V(f) = Var(f, [0, 2π]) < +∞, f 6= const, имелась порядковая оценка
C.Б.Стечкина (см. [18], а также обзор [19])

‖f − Sn(f)‖ = O
(
ω
(
f,
π

n

)
ln
( V (f)

ω(f, π/n)

))
, n ∈ N.

Покажем, как можно изменить схему доказательства теоремы 1, чтобы получить оценку
‖f − Sn(f)‖ для непрерывной функции ограниченной вариации.

Сначала введем величину

Ln(y) =
2

π

y∫

0

|Dn(t)|dt.

В лемме 2 работы [20] А.Ю.Попов и автор установили, что при всех натуральных m ∈ [2, n+1]
выполняется неравенство

Ln(x
(n)
m ) <

4

π2
ln (m− 0.5) + 1.28. (5.1)

Согласно [20, лемма 2] и нашему уточнению в [21, лемма 3] верна оценка

∫

Ik,n

|Dn(t)|dt <
1

k + 5/12
. (5.2)

Теперь поступим следующим образом. Вместо (2.6) напишем

|Sn(f, 0)| ≤
2

π

x
(n)
1∫

0

|f̃(t)|Dn(t)dt+
2

π

m−1∑

k=1

∣∣∣∣
∫

Ik,n

f̃(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣+
2

π

n∑

k=m

∣∣∣∣
∫

Ik,n

f̃(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣, (5.3)

где m — некоторое натуральное число, 2 ≤ m ≤ n + 1 (если m = n + 1, считаем
∑n

k=m = 0).
Cумма двух первых слагаемых выражения (5.3) оценивается сверху величиной

(
1

2
+

1

π

x
(n)
1∫

0

Dn(t)dt+
1

π

m−1∑

k=1

∫

Ik,n

|Dn(t)|dt
)
ω(f, γn) =

(1
2
+

1

2
Ln(x

(n)
m )
)
ω(f, γn). (5.4)

Для оценки третьего слагаемого (5.3) разобьем отрезки Ik,n точками πk/(n + 0.5) на две
части, на каждой из которых функция Dn(t) не меняет знак, и применим теорему о среднем:

∣∣∣∣
∫

Ik,n

f̃(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

πk
n+0.5∫

x
(n)
k

f̃(t)Dn(t)dt+

x
(n)
k+1∫

πk
n+0.5

f̃(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣f̃(t
∗
k)

πk
n+0.5∫

x
(n)
k

Dn(t)dt+ f̃(t∗∗k )

x
(n)
k+1∫

πk
n+0.5

Dn(t)dt

∣∣∣∣.
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Здесь t∗k ∈ [x
(n)
k , πk/(n + 0.5)], t∗∗k ∈ [πk/(n + 0.5), x

(n)
k+1]. Поскольку два последних интеграла

от Dn(t) равны по модулю, но имеют разные знаки (равенство (2.4)), то с использованием (5.2)
получаем неравенство

∣∣∣∣
∫

Ik,n

f̃(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣ ≤
1

2

∣∣f̃(t∗k)− f̃(t∗∗k )
∣∣
∫

Ik,n

|Dn(t)|dt ≤
∣∣f̃(t∗k)− f̃(t∗∗k )

∣∣ 1

2(k + 5/12)
.

В итоге выводим следующую оценку третьего слагаемого выражения (5.3):

2

π

n∑

k=m

∣∣∣∣
∫

Ik,n

f̃(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣ ≤
1

π

n∑

k=m

∣∣f̃(t∗k)− f̃(t∗∗k )
∣∣ 1

k + 5/12

≤ Var(f̃ , [x
(n)
m , π])

π(m+ 5/12)
=

Var(f̃ , [x
(n)
m , 2π − x

(n)
m ])

2π(m+ 5/12)
≤ V(f)

2π(m+ 5/12)
.

(5.5)

Учитывая (5.1), (5.4) и (5.5), заключаем, что

|Sn(f, 0)| ≤
(1
2
+

1

2
Ln(x

(n)
m )
)
ω(f, γn) +

V(f)

2π(m+ 5/12)

< ω(f, γn)

(
2

π2

(
ln (m− 0.5) +

πV(f)

4(m+ 5/12)ω(f, γn)

)
+ 1.14

)
.

(5.6)

Подберем оптимальное натуральное m, чтобы минимизировать выражение в правой части
оценки (5.6).

Так как V(f) ≥ 2ω(f, γn), то величина A =
πV(f)

4ω(f, γn)
≥ π

2
. Теперь, если A < n, то положив

m = [A] + 1 ∈ [2, n], имеем, что ln (m− 0.5) +
A

m+ 5/12
< lnA+ 1. И тогда

‖f − Sn(f)‖ < ω(f, γn)

(
2

π2
ln
( V(f)

ω(f, γn)

)
+ 1.3

)
(5.7)

для любой f ∈ C2π, f 6= const, V(f) < +∞, для любого n ∈ N, n ≥ 2. Постоянная 2π−2 в глав-
ном члене оценки (5.7) является неулучшаемой, а постоянная 1.3 во втором члене не допускает
уменьшения более чем на 0.52. Этот результат был доказан А.Ю.Поповым и автором в [20]
(теорема 1 и теорема 2) только с чуть менее точными границами для постоянной во втором
члене.

Если же A ≥ n, то в качестве оптимального m нужно взять m = n+ 1 и использовать для
оценки остака ряда Фурье неравенство (1.2).

Теперь перейдем к функциям ограниченной p-вариации, p > 1. Напомним, что p-вариацией
определенной на [a, b] действительнозначной функции f называется величина

Vp(f, [a, b]) = sup
T

( m∑

i=1

|f(xi)− f(xi−1)|p
)1/p

,

где точная верхняя грань берется по всем разбиениям T = {a = x0 < . . . < xm = b} от-
резка [a, b] (см. [22; 23]). 2π-периодическая функция f называется функцией ограниченной
p-вариации, если конечна величина Vp(f) = sup

a∈R
Vp(f, [a, a+ 2π]).

Рассуждения при выводе оценки ‖f −Sn(f)‖ для функции ограниченной p-вариации будут
отличаться, начиная с соотношения (5.5). Cумма

1

π

n∑

k=m

∣∣∣f̃(t∗k)− f̃(t∗∗k )
∣∣∣

1

k + 5/12
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оценивается сверху при помощи неравенства Гельдера через значение вариации Vp(f) и сумму
( ∞∑
k=m

(k + 5/12)−q
)1/q

, 1/p + 1/q = 1, а потом подбирается оптимальное значение m. В итоге

для любой f ∈ C2π, f 6= const, Vp(f) < +∞, для любого n ∈ N, n ≥ 2, приходим к следующему
результату (см. [24, теорема 1]):

‖f − Sn(f)‖ ≤ ω(f, γn)
[2p
π2

ln
( Vp(f)

ω(f, γn)

)
+ C(p)

]
, (5.8)

где

C(p) =
2p

π2

(4
3

)1/p
+

2p

π2
ln
π

2
+ 1.14 +

2

π2
ln

3

8p
.

Отметим, что множитель 2π−2p в главном члене (5.8) уменьшить нельзя [24, теорема 2].
Оценки, близкие к (5.7) и (5.8), но менее точные, можно получить как следствия из результатов
В.В.Жука [25], К.И.Осколкова [26], А.А.Пекарского [27], О.В.Бесова [28].

6. Приложение метода в оценке скорости сходимости

в принципе локализации Римана

Одним из известных свойств тригонометрического ряда Фурье является принцип локали-
зации Римана, утверждающий, что сходимость ряда Фурье функции f в точке x0 зависит лишь
от свойств функции в некоторой окрестности этой точки. Математически данный принцип вы-
ражается следующим образом. Если наряду с частичной суммой (2.5) ряда Фурье функции f
в точке x0 рассмотреть величину

Sn(f, x0, δ) =
1

π

δ∫

−δ

f(x0 + t)Dn(t)dt, δ ∈ (0, π),

учитывающую поведение функции только на интервале (x0 − δ, x0 + δ), то разность

Rn(f, x0, δ) = Sn(f, x0)− Sn(f, x0, δ) =
1

π

2π−δ∫

δ

f(x0 + t)Dn(t)dt

будет стремиться к нулю при n → ∞. Оценке скорости стремления к нулю аналога вели-
чины Rn(f, x0, δ) посвящены работы Э. Хилле, Г. Клейна [29] и С.А.Теляковского [30], где
для произвольной 2π-периодической функции f ∈ L[−π, π], для любого δ ∈ (0, π) доказано
неравенство

∣∣∣∣Sn(f, x0)−
1

π

δ∫

−δ

f(x0 + t)
sin(nt)

t
dt

∣∣∣∣ ≤
K

δ

(
ω
(
f,

1

n

)
L
+

|a0(f)|
n

)
.

Здесь

ω
(
f, h

)
L
= sup

|t|≤h

2π∫

0

|f(x+ t)− f(x)|dx

— интегральный модуль непрерывности, a0(f) =
1

π

∫ π

−π
f(x)dx, K — некоторая абсолютная

постоянная.
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Если рассматривать класс непрерывных функций, то есть смысл оценивать Rn(f, x0, δ)
через модуль непрерывности (вместо интегрального модуля непрерывности) и через значе-
ние f(x0) (вместо a0(f)). Действительно, пусть ϕ(t) =

(
f(x0 + t) + f(x0 − t)

)
/2− f(x0). Тогда

|Rn(f, x0, δ)| ≤
2

π

∣∣∣∣

π∫

δ

ϕ(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣ +
2|f(x0)|

π

∣∣∣∣

π∫

δ

Dn(t)dt

∣∣∣∣.

Пусть натуральное m таково, что δ ∈ [x
(n)
m , x

(n)
m+1). Имеем

|Rn(f, x0, δ)| ≤
2

π

∣∣∣∣

x
(n)
m+1∫

δ

ϕ(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣+
2

π

n∑

k=m+1

∣∣∣∣

x
(n)
k+1∫

x
(n)
k

ϕ(t)Dn(t)dt

∣∣∣∣+
2|f(x0)|

π

∣∣∣∣

x
(n)
m+1∫

δ

Dn(t)dt

∣∣∣∣.

Второе слагаемое (сумму) оцениваем, как и ранее, при помощи леммы 2 С.Б.Стечкина и
В.Т. Гаврилюк, оценка же первого и третьего слагаемых требует дополнительных рассуждений
и более глубокого исследования свойств ядер Дирихле. Так, в [21, следствие 1] нами получено
неравенство

|Rn(f, x0, δ)| ≤ ω(f, γn)
( 2

π2
ln

1

δ
+ 1
)
+

|f(x0)|
(n+ 0.5)δ

, (6.1)

верное для любой f ∈ C2π, для любых δ ∈ (0, π), x0 ∈ R и натурального n ≥ max
{
3,

2π

3δ
−0.5

}
.

В частности, если f(x) = 0 при x ∈ [x0− δ, x0+ δ], δ ∈ (0, π), то при тех же ограничениях на δ
и n выполняется соотношение

|Sn(f, x0)− f(x0)| ≤ ω(f, γn)
( 2

π2
ln

1

δ
+ 1
)

и мы получаем оценку скорости сходимости ряда Фурье функции f в точке x0 к значению
функции в этой точке.

Постоянная 2π−2 в (6.1) является точной, так же как и постоянная 1 перед слагаемым
|f(x0)|

(n+ 0.5)δ
(см. [21, теорема 3 и замечание 1]).

Рассмотрев величину
1

π

∫ δ1

−δ2

f(x0+ t)Dn(t)dt, учитывающую поведение функции на несим-

метричном относительно точки x0 интервале (x0 − δ2, x0 + δ1), и оценив разность

Rn(f, x0, δ1, δ2) = Sn(f, x0)−
1

π

δ1∫

−δ2

f(x0 + t)Dn(t)dt =
1

π

2π−δ2∫

δ1

f(x0 + t)Dn(t)dt,

аналогичным образом мы показали справедливость неравенства

|Rn(f, x0, δ2, δ2)| ≤ ω(f, γn)
( 1

π2
ln

1

δ1δ2
+ 1
)
+

|f(x0)|
2(n + 0.5)

( 1

δ1
+

1

δ2

)

для любой f ∈ C2π, для любых δ1, δ2 ∈ (0, π) и натурального n ≥ max
{
3,

2π

3min{δ1, δ2}
− 0.5

}

(см. [21, теорема 1]), и, как следствие, справедливость оценки

|Sn(f, x0)− f(x0)| ≤ ω(f, γn)
( 1

π2
ln

1

δ1δ2
+ 1
)

скорости сходимости ряда Фурье функции f в точке x0 к значению функции в этой точке,
если f(x) = 0 при x ∈ [x0 − δ2, x0 + δ1].
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7. Оценка остатка преобразованного ряда Фурье

Распространенным способом решения уравнений математической физики является метод
разделения переменных, когда по коэффициентам Фурье граничной функции или функции,
задающей начальные условия, можно получить решение исходного уравнения в виде тригоно-
метрического ряда. Поставим следующий вопрос. Пусть

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑

n=1

(
an cos(nx) + bn sin(nx)

)
,

f(x) — непрерывная 2π-периодическая функция, и нам известна некоторая информация о ее
модуле непрерывности. Зададим последовательность µ = {µn} и рассмотрим преобразование
ряда Фурье функции f :

F (x, µ) =
a0 µ0
2

+
∞∑

n=1

(
an cos(nx) + bn sin(nx)

)
µn (7.1)

(в предположении, что ряд (7.1) сходится). Что можно сказать про скорость стремления к
нулю остатка ряда (7.1)? В частности, если рассматривать случай µn = rn, r ∈ (0, 1), то мы
получим задачу оценки приближения частичной суммой ряда (7.1) решения задачи Дирихле
для уравнения Лапласа в круге, если µn = exp(−n2t) (или аналогичные варианты), то имеем
задачу оценки приближения решения уравнения теплопроводности.

Обозначим

rn(f) = f − Sn(f), rn(F ) =

∞∑

k=n+1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
µk.

Пусть ω(f, h) ≤ ω(h), где ω(h) — модуль непрерывности. Согласно теореме 1

‖rn(f)‖ <
Ln + 1

2
ω (γn) , γn =

2π

3(n+ 0.5)
.

Следующая теорема дает оценку приближения F частичной суммой ряда (7.1).

Теорема 3. Если µk — монотонно убывающая последовательность, для которой выпол-

нено условие µk = O(1/ ln k), k ≥ 2, и функция (ln(1/h)+6.34)ω(h) не убывает на промежут-

ке (0, h0], то

‖rn(F )‖ ≤ µn+1(Ln + 1)ω (γn)

при n ≥ 2π/(3h0)− 0.5.

Д о к а з а т е л ь с т в о. К частичной сумме ряда

rn(F ) =

∞∑

k=n+1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
µk =

∞∑

k=n+1

(
rk−1(f)− rk(f)

)
µk

применим преобразование Абеля:

N∑

k=n+1

(
rk−1(f)− rk(f)

)
µk = −rN(f)µN + rn(f)µn+1 −

N−1∑

k=n+1

rk(f) (µk − µk+1). (7.2)

Поскольку rN (f) = o(lnN) при N → ∞, µN = O(1/ lnN), в равенстве (7.2) можно сделать
предельный переход. Получим

rn(F ) = rn(f)µn+1 −
∞∑

k=n+1

rk(f) (µk − µk+1),
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и тогда ‖rn(F )‖ ≤ ‖rn(f)‖µn+1 + sup
k≥n+1

‖rk(f)‖
∞∑

k=n+1

(µk − µk+1) ≤ 2 sup
k≥n

‖rk(f)‖µn+1.

Для констант Лебега выполнено следующее соотношение [15, теорема 3]:

Lk =
4

π2
ln(k + 0.5) + C + vk, (7.3)

где

C =
4

π2

(
3 ln 2 + γ +

1

2

∞∑

k=2

ln k

k2 − 1/4

)
,

γ — постоянная Эйлера, а vk — монотонно убывающая и стремящаяся к нулю при k → ∞
последовательность. Используя равенство (7.3), имеем

(Lk + 1)ω (γk) =
( 4

π2
ln(k + 0.5) + C + 1

)
ω (γk) + vk ω (γk)

=
4

π2

(
ln

1

γk
+ ln

2π

3
+
π2(C + 1)

4

)
ω (γk) + vk ω (γk) ,

Так как ln(2π/3) + π2(C + 1)/4 = 6.34113 . . ., функция (ln(1/h) + 6.34)ω(h) не убывает на
промежутке (0, h0] по условию теоремы, vk монотонно убывающая, то последовательность
(Lk +1)ω (γk) не возрастает при k ≥ 2π/(3h0)− 0.5. Значит, при n ≥ 2π/(3h0)− 0.5 выполнено
неравенство

sup
k≥n

‖rk(f)‖ ≤ Ln + 1

2
ω (γn)

и мы получаем ‖rn(F )‖ ≤ µn+1(Ln + 1)ω (γn) .

Следствие 1. Если последовательность µk монотонно убывает, µk = O(1/ ln k), k ≥ 2,
и для непрерывной 2π-периодической функции f выполнено условие

ω(f, h) ≤ Ahα,

A > 0, α ∈ (0, 1], то при n ≥ 0.0037 exp(α−1)− 0.5 верно неравенство

‖rn(F )‖ ≤ Aµn+1(Ln + 1) γαn . (7.4)

В частности, при α ∈ [1/6, 1] соотношение (7.4) справедливо для любого натурального зна-

чения n.

Отметим, что согласно результату А.А.Конюшкова [31, теорема 2], если µn выпуклая и
стремящаяся к нулю последовательность, ω(f, h) = O(hα), α ∈ (0, 1), то тогда ω(F, h) = o(hα)
при h→ 0+ и вместе с теоремой 1 это дает равенство ‖rn(F )‖ = o(γαn ) (Ln+1), n→ ∞, которое
согласуется с (7.4), но его практическое применение, в отличие от (7.4), затруднено.

8. Приближение периодических функций многих переменных

В работе В.Т. Гаврилюк [32] доказан аналог теоремы 1 для непрерывных периодических
функций многих переменных.

Обозначим через C(d) пространство непрерывных 2π-периодических (по каждой перемен-
ной) функций f(x), x = (x1, x2, . . . , xd) с нормой ‖f‖ = max

x
|f(x)|, а через

ω(f, h) = ω(f, h1, . . . , hd), 0 ≤ hi ≤ π, i = 1, . . . , d,

— модуль непрерывности функции f ∈ C(d).

ω(f, h) = max{| f(x1 + t1, . . . , xd + td)− f(x1, . . . , xd)|, x ∈ R
d, |ti | ≤ hi, i = 1, . . . , d}.
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Пусть

Sn(f) = Sn1,...,nd
(f, x1, . . . , xd) =

1

πd

∫

[−π,π]d

f(t)
( d∏

i=1

Dni
(ti − xi)

)
dt

— прямоугольные суммы Фурье порядка n = (n1, . . . , nd), ni ∈ N, i = 1, . . . , d.

Теорема 4 [32]. Для любой f ∈ C(d), f 6= const,

‖f − Sn(f)‖ <
1

2

( d∏

i=1

Lni
+ 1
)
ω(f, γn), n = (n1, . . . nd),

γn = (γn1 , . . . , γnd
), γni

=
2π

3(ni + 0.5)
, i = 1, . . . , d.

Доказательство этой теоремы основывается на леммах 1–3 работы [8] и аналоге леммы 1
для многомерного случая.

В этой статье мы вспомнили только одну из большого множества работ Сергея Борисовича
Стечкина. Его идеи и методы до сих пор остаются актуальными и продолжают свое развитие.

Автор выражает глубокую благодарность А.Ю.Попову за совместную работу [20], а также
за поддержку и ценные советы при написании статей [14; 16; 21] и [24].
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