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В данной статье продолжено исследование штрафных функций композитного типа в применении к за-
дачам линейного программирования. Термин “композитные” объясняется тем, что графики таких функ-
ций получаются операцией гладкой склейки разнотипных графиков ряда привычных функций внутрен-
него и внешнего штрафов, что позволяет сохранять положительные качества склеиваемых компонент
и устранять их специфические недостатки. В частности, эти конструкции сохраняют высокие свойства
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имеющим допустимых планов; для последних композитные функции способны находить их так называ-
емые аппроксимационные решения. Автор предлагает строгую аксиоматику таких функций, расширяя
тем самым их перечень, а также доказывает отвечающие новой аксиоматике теоремы сходимости метода.
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Введение

Технология сведения задач математического, и в частности линейного, программирования
к решению серии (конечной или бесконечной) более простых задач безусловной оптимизации,
построенных на базе применения различных штрафных функций, давно стала классикой (см.
[1–10] и др.). Разнообразие используемых для этого штрафных функций чрезвычайно велико,
и семейство таких функций постоянно расширяется за счет применения к ним различных
схем регуляризации или посредством перехода от исходной оптимизационной задачи к задаче
поиска седловой точки ее функции Лагранжа (см., например, [11–16] и др.).

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (номер
соглашения 075-02-2025-1549).
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Обычно выделяют точные штрафные функции, внешние функции штрафа и барьерные
функции (последние еще называют внутренними штрафными функциями). Выбирая при ре-
шении конкретной задачи то или иное из перечисленных направлений, приходится считаться
с их специфическими чертами, как сильными, так и слабыми.

Например, точные штрафы [1; 2] бывает сложно использовать из-за их негладкости, но
зато пользователю достаточно решить лишь одну включающую их вспомогательную задачу.
К положительным свойствам точных штрафных функций также относится возможность их
применения не только к регулярным, разрешимым задачам математического программиро-
вания, но и к некорректным (несобственным) задачам условной оптимизации [11; 12], т.е. к
задачам с противоречивыми ограничениями, для которых эти методы способны находить их
обобщенные решения. Данное свойство может оказаться полезным на начальных стадиях мо-
делирования прикладных задач, когда надо быстро определить причины и размеры «узких”
мест построенной математической модели, если такие обнаружены.

Методы внешнего штрафа (наиболее популярна здесь квадратичная функция от «положи-
тельной” срезки невязок ограничений исходной задачи [3–10]) порождают более гладкие вспо-
могательные задачи безусловной оптимизации, для решения которых подходят самые разнооб-
разные варианты методов градиентного спуска. Кроме того, как и методы точных штрафных
функций, методы внешних штрафов можно применять к плохо поставленным задачам услов-
ной оптимизации. Однако при использовании гладких штрафов возникает необходимость ре-
шать уже бесконечную серию вспомогательных задач оптимизации, свойства которых с ростом
штрафного параметра становятся все более и более неудобными в плане вычислений.

Что касается барьерных функций или функций внуреннего штрафа, то они традицион-
но предъявляли высокие требования к допустимой области исходной задачи. В частности,
упомянутая область должна обязательно содержать внутренние точки [4–10]. Однако возмож-
ность применения к барьерным функциям методов оптимизации второго порядка сделала эти
функции настолько привлекательными, что одна из них, а именно логарифмическая, легла в
основу современных методов внутренних точек и центрального пути [16–18]. Последние явля-
ются признанными лидерами среди коммерческих систем условной оптимизации. Более того,
в настоящее время известно несколько подходов, позволяющих применять метод барьерных
функций и построенные на их основе методы центрального пути к задачам, допустимые обла-
сти которых не имеют внутренних точек и даже могут быть пустыми. Среди этих подходов вы-
деляются приемы симметричной регуляризации функции Лагранжа исходной задачи и первые
идеи разработки штрафных функций композитного типа (см., например, [19;20]), показавшие
в предварительных компьютерных экспериментах весьма высокую эффективность.

В настоящей работе мы продолжаем свои ранние исследования по композитным штрафным
функциям. Напомним, что последние представляют собой гладкую “склейку” обычной внеш-
ней штрафной функции с различными функциями барьерного и квазибарьерного типов, что
позволяет объединить их положительные свойства и свести на нет их отрицательные качества.
В новом исследовании мы предлагаем строгий аксиоматический подход к таким функциям,
расширяем число приводимых конкретных конструкций композитного типа, а также приво-
дим подробное обоснование применения данных функций не только к обычным, разрешимым
задачам линейного программирования, но и к задачам, называемым несобственными или пло-
хо поставленными (т. е. к задачам с противоречивыми системами ограничений), для которых
новые методы находят их псевдорешения.

Работа организована следующим образом. В разд. 1 аксиоматически описаны предлагае-
мые новые смешанные конструкции штрафных функций различных типов. В разд. 2 обосно-
вана сходимость оптимальных значений вспомогательных задач, порождаемых такими кон-
струкциями, к оптимальному значению исходной задачи в случае ее разрешимости. В разд. 3
разработаны детали применения к новым конструкциям метода Ньютона и его обобщений.
В разд. 5 исследовано поведение новых функций в применении к несобственным задачам ли-
нейного программирования 1-го рода (задачам, не имеющим решения из-за противоречивости
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их ограничений). Для таких задач метод находит их псевдорешения. В заключении подведены
итоги исследования.

1. Постановка задачи и исходные построения

Рассмотрим общую задачу линейного программирования (ЛП) вида

max
{
(c, x) : Ax ≤ b

}
, (1.1)

ограничения которой записаны в виде неравенств, и двойственную к ней задачу, представлен-
ную в каноническом формате:

min
{
(b, y) : AT y = c, y ≥ 0

}
. (1.2)

Здесь векторы c ∈ R
n, b ∈ R

m и матрица A = (aji)m×n заданы, векторы x ∈ R
n и y ∈

R
m обозначают переменные выписанных задач (их оптимальные значения предстоит найти),

круглые скобки означают скалярное произведение векторов, m ≥ n = rank(A) . Неравенства
прямой задачи будем также записывать как

lj(x) = (aj , x)− bj ≤ 0 (j = 1, 2, . . . ,m),

где aj — строки матрицы A . Именно для задач приведенного формата нагляднее и проще
всего изложить основы штрафных функций композитного типа.

На первом этапе исследования будем считать задачу (1.1), а значит, и задачу (1.2) раз-
решимыми (в этом случае они разделяют общее оптимальное значение v̄ ). Их допустимые
множества будем обозначать через M и M∗, а их оптимальные множества — через M̄ и
M̄∗ соответственно. Напомним, что произвольные оптимальные векторы этих задач x̄ ∈ M̄ и
ȳ ∈ M̄∗ связаны друг с другом классическими условиями дополнительности

(x̄, AT ȳ − c) = 0, (ȳ, Ax̄− b) = 0,

откуда следует, что (x̄, AT ȳ) = (b, ȳ) = (c, x̄) = v̄ .
Как уже говорилось во введении, одним из традиционных подходов к численному ана-

лизу задач (1.1), (1.2) является асимптотическая замена их серией вспомогательных задач
безусловной оптимизации, заключающихся в поиске

sup
x

H(x, λ, ω), где H(x, λ, ω) = (c, x) −H(Ax− b, λ, ω). (1.3)

Здесь так называемая функция штрафа (внешнего или внутреннего) имеет вид

H(·, λ, ω) : Rm → R, H(z, λ, ω) = ω

m∑

j=1

h
(
zj, λ

)
;

при этом функция h(·, λ) : R → R играет роль унифицированного “строительного блока” для
всей конструкции, штрафной параметр λ как правило неограниченно растет, ω — положи-
тельный масштабный множитель (постоянный или переменный).

Наиболее популярной функцией внешнего штрафа является сумма квадратов “положи-
тельных срезок”

H(Ax− b, λ, 1) = λ
∥
∥(Ax− b)+

∥
∥2 = λ

m∑

j=1

[
lj(x)

+
]2
,

где a+ = max(0, a) для числа a, и z+ = (z+1 , . . . , z
+
m) для вектора z = (z1, . . . , zm) . Данная

функция выпукла и определена всюду, но имеет непрерывные производные только первого
порядка, что делает невозможным применение к ней методов оптимизации типа Ньютона.
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Рис. 1. Геометрический смысл операции “склейки”.

Среди функций внутреннего штрафа (барьерных функций) наиболее популярны обратная,
логарифмическая и степенная функции:

H(Ax− b, λ, 1) = −
m∑

j=1

1

λlj(x)
, H(Ax− b, λ, 1) = − 1

λ

m∑

j=1

ln(−lj(x))

и

H(Ax− b, λ, 1) = − 1

λ

m∑

j=1

√

−lj(x).

Эти функции выпуклы и уже дважды непрерывно дифференцируемы, но определены только
внутри допустимой области исходной задачи (а последняя функция — также и на ее границе),
что порождает определенные сложности при поиске точек их минимума.

Основная идея построения нового класса штрафных функций, предлагаемая в настоящей
статье, состоит в том, что мы постараемся соединить в единый гладкий график отрицательную
ветвь той или иной выбранной барьерной или квазибарьерной функции с положительной вет-
вью квадратичной функции штрафа (рис. 1). Именно поэтому мы назвали этот класс функций
композитными штрафными функциями.

Специфическая сложность операции “склейки” заключается в необходимости обеспечить
высокую степень гладкости итоговой штрафной функции. В частности, нам удалось получить
по крайней мере три примера строительных блоков для штрафных функций композитного
типа. Это

h1(t, λ) =







t
1− λt

при t ≤ 0,

t+ λt2 при t > 0,
h2(t, λ, ) =







− 2
λ
ln(1− λt) при t ≤ 0,

2t+ λt2 при t > 0,

и

h3(t, λ) =







8
λ

(

1−
√
1− λt

)

при t ≤ 0,

4t+ λt2 при t > 0.

Подчеркнем, что все приведенные конструкции имеют непрерывные производные 1-го и 2-го
порядков:

h′1(t, λ) =







1
(1− λt)2

при t ≤ 0,

1 + 2λt при t > 0,

h′′1(t, λ) =







2λ
(1− λt)3

при t ≤ 0

2λ при t > 0.
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Рис. 2. Характер зависимостей hi(·, λ) при λ1 < λ2 < λ3 .

h′2(t, λ) =







2
1− λt

при t ≤ 0,

2 + 2λt при t > 0,

h′′2(t, λ) =







2λ
(1− λt)2

при t ≤ 0,

2λ при t > 0,

h′3(t, λ) =







4√
1− λt

при t ≤ 0,

4 + 2λt при t > 0,

h′′3(t, λ) =







2λ
(1− λt)3/2

при t ≤ 0,

2λ при t > 0.

На рис. 2 условно изображены графики предложенных функций при различных (возрас-
тающих) значениях штрафного параметра.

Чтобы унифицировать дальнейшие исследования, попробуем кратко сформулировать ос-
новные качества (свойства) приведенных выше примеров.

С в о й с т в о А1. Функция h(·, λ) : R → R дважды непрерывно дифференцируема,
причем ее первая и вторая производные всюду положительны, а h(0, λ) = 0 .

С в о й с т в о А2. При всех t ≥ 0 верны оценки снизу h(t, λ) ≥ t+ λt2.

Для формулировки третьего свойства рассмотрим две вспомогательные функции:

C1(σ, λ, ω) := max
t≤0

[
σt− ωh(t, λ)

]
≥ 0 и C2(σ, λ, ω) := max

t≤0

[ σ

λ+ 1
t− ωh(t, λ)

]

≥ 0.

С в о й с т в о А3. При всех σ > 0 имеет место сходимость

lim sup
ω→+0, ωλ→+∞

C2(σ, λ, ω) = 0.

Поскольку при всех σ > 0 обе вспомогательные функции неотрицательны и C1(σ, λ, ω) ≤
C2(σ, λ, ω), то при выполнении свойства А3 также

lim sup
ω→+0, ωλ→+∞

C1(σ, λ, ω) = 0.

Примеры. Рассмотрим каждую из функций hi(t, λ), i = 1, 2, 3, по отдельности и пока-
жем, что все они удовлетворяют свойству A3 (выполнение A1 и A2 не вызывает вопросов). С
этой целью в случае i = 1 воспользуемся вспомогательной функцией H1(t, σ) = σt− t/(1− t),
в которой σ > 0 — числовой параметр и t — числовой аргумент. Рассматриваемая на отри-
цательной полуоси t ≤ 0, функция H1(t, σ) при любом значении параметра будет вогнутой и
ограниченной сверху. В самом деле, при σ ≥ 1 ее первая производная H′

1(t, σ) = σ−1/(1− t)2

неотрицательна на этой полуоси, а потому сама функция достигает на ней максимума в ну-
ле H1(0, σ) = 0 . При 0 < σ < 1 та же самая производная обращается в ноль в точке
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t′ = (
√
σ − 1)/

√
σ < 0, которая тем самым является точкой максимума рассматриваемой

функции на отрицательной полуоси, при этом сам максимум равен H1(t
′, σ) =

(
1 − √

σ
)2

. В
любом случае

W1(σ) := sup
t≤0

H1(t, σ) ≤ 1.

Поэтому при ωλ → +∞ и ω =→ +0 имеем равномерную по t сходимость

σt

λ+ 1
− ωh1(t, λ) =

σt

λ+ 1
− ωt

1− λt
=

ω

λ

( σλt

ω(λ+ 1)
− λt

1− λt

)

=
ω

λ
H1

(

λt,
σ

ω(λ+ 1)

)

≤ ω

λ
W1

( σ

ω(λ+ 1)

)

≤ ω

λ
→ +0.

При i = 2 воспользуемся схожей вспомогательной функцией H2(t, σ) = σt+ln(1−t), в которой
σ > 0 — числовой параметр и t — числовой аргумент. Рассматриваемая на отрицательной
полуоси t ≤ 0, эта функция также вогнута и всегда ограничена сверху, так как при σ ≥ 1 она
также не положительна, а при 0 < σ < 1 ее производная H′

2(t, σ) = σ − 1/(1− t) обращается
в ноль в точке t′ = (σ− 1)/σ < 0, в которой сама функция принимает максимальное значение
H2(t

′, σ) = σ − 1− lnσ > 0 . В любом из двух случаев

W2(σ) := sup
t≤0

H2(t, σ) ≤ σ − 1− lnσ.

Отсюда при ωλ → +∞ и ω =→ +0 также имеем равномерную по t сходимость

σt

λ+ 1
− ωh2(t, λ) =

σt

λ+ 1
− 2ω

λ
ln(1− λt)

=
2ω

λ

( σλt

2ω(λ+ 1)
− ln(1− λt)

)

=
2ω

λ
H2

(

λt,
σ

2ω(λ+ 1)

)

≤ 2ω

λ
W2

( σ

2ω(λ+ 1)

)

=
σ

λ(λ+ 1)
− 2ω(1 + lnσ)

λ
+

2ω ln
(
2ω

)

λ
+

2ω ln(λ+ 1)

λ
→ +0.

Наконец, при i = 3 воспользуемся свойствами функции H3(t, σ) = σt −
(
1 −

√
1− t

)
, в ко-

торой σ > 0 — числовой параметр и t — числовой аргумент. Рассматриваемая на отрица-
тельной полуоси t ≤ 0, эта функция также оказывается вогнутой и ограниченной сверху.
Действительно, она не положительна при σ ≥ 1/2 , а при 0 < σ < 1/2 ее производная
H′

3(t, σ) = σ − 1/(2
√
1− t ) обращается в ноль в точке t′ = (4σ2 − 1)/(4σ2) < 0, в которой

сама функция принимает максимальное на полуоси значение H3(t
′, σ) = (1 − 2σ)2/(4σ) > 0 .

В любом из этих случаев

W3(σ) = sup
t≤0

H3(t, σ) ≤
1

4σ
.

Соответственно при ωλ → +∞ и ω =→ +0 вновь имеем равномерную по t сходимость

σt

λ+ 1
− ωh3(t, λ) =

σt

λ+ 1
− 8ω

λ

(

1−
√
1− λt

)

=
8ω

λ

( σλt

8ω(λ+ 1)
−

(

1−
√
1− λt

))

=
8ω

λ
H3

(

λt,
σ

8ω(λ+ 1)

)

≤ 8ω

λ
W3

( σ

8ω(λ+ 1)

)

=
16ω2(λ+ 1)

λσ
→ +0.

З а м е ч а н и е 1. Очевидно, что сходимость масштабного множителя ω к нулю име-
ет принципиальное значение только для третьей из рассматриваемых композитных функций
(см. последнюю формулу). Для первых двух функций достаточно просто ограниченности этого
множителя сверху (например, единицей). Однако для сходимости метода в случае несобствен-
ности исходных задач сходимость к нулю коэффициента масштаба будет очень важна.
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2. Связь композитных функций штрафа с исходной задачей

Теперь мы готовы изучить связь задачи (1.3) с решением исходной задачи (1.1).

Утверждение 1. Пусть задача ( 1.1 ) разрешима, а среди допустимых векторов двой-

ственной к ней задачи имеются положительные. Пусть также функция h(t, λ), лежащая

в основе функции штрафа H(x, λ, ω), обладает свойствами A1–A3. Тогда

lim
ω→+0, λω→+∞

(

sup
x

H(x, λ, ω)
)

= v̄. (2.1)

Более того, точная верхняя грань здесь достигается всякий раз в единственной точ-

ке x̄(λ, ω), и последовательность таких точек сходится к оптимальному множеству зада-

чи ( 1.1 ) по расстоянию.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем в три этапа.

Этап 1. Обоснуем равенство (2.1). Начнем с того, что в силу разрешимости исходной
задачи и свойства A1 при всех ω > 0, λ > 0 имеем неравенство

sup
x

H(x, λ, ω) ≥ H(x̄, λ, ω) = (c, x̄)−H(Ax̄− b, λ, ω) = v̄ −H(Ax̄− b, λ, ω)
︸ ︷︷ ︸

≤0

≥ v̄. (2.2)

Чтобы получить обратное неравенство, выберем в допустимом множестве двойственной
задачи (1.2) произвольный положительный вектор y и зафиксируем его (по сделанным пред-
положениям это можно сделать). Поскольку для этого вектора AT y = c и (b, y) ≥ v̄, то при
всех x ∈ R

n выполняются равенства

H(x, λ, ω) = (c, x) −H(Ax− b, λ, ω) = (y,Ax)−H(Ax− b, λ, ω)

= (y, b) + (y,Ax− b)−H(Ax− b, λ, ω).

Далее разделим множество индексов J = {1, 2, . . . ,m} на два непересекающихся индексных
подмножества J+(x) = {j ∈ J : lj(x) > bj} и J−(x) = {j ∈ J : lj(x) ≤ bj}. В результате

H(x, λ, ω) = (b, y) +
∑

j∈J+(x)

[
yjlj(x)− ωh(lj(x), λ)

]
+

∑

j∈J
−
(x)

[
yjlj(x)− ωh(lj(x), λ)

]
,

где слагаемые каждой группы вычисляются по своим правилам.
Слагаемые первой, “положительной” группы, пользуясь свойством A2, можно оценить как

yjlj(x)− ωh(lj(x), λ) ≤ yj lj(x)− ωλl2j (x) =
y2j
4λω

−
[ yj

2
√
λω

−
√
λω lj(x)

]2
≤ 1

4λω
y2j .

Слагаемые второй, “отрицательной” группы оцениваются на основе свойства A3 как

yjlj(x)− ωh(lj(x), λ) ≤ C1(yj , λ, ω).

Суммируя эти две группы слагаемых, выводим огрубленную оценку сверху для

H(x, λ, ω) ≤ (b, y) +
‖y‖2
4λω

+
m∑

j=1

C1(yj , λ, ω).

Здесь правая часть неравенства не зависит от x, в силу чего

sup
x

H(x, λ, ω) ≤ (b, y) +
‖y‖2
4λω

+
m∑

j=1

C1(yj, λ, ω),
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и после перехода здесь к пределу слева и справа получаем неравенство

lim
ω→+0, ωλ→+∞

(

sup
x

H(x, λ, ω)
)

≤ (b, y).

Здесь мы еще раз воспользовались свойством A3.
Остается подставить на место фиксированной положительной точки y последовательность

аналогичных точек yk , сходящуюся к ȳ (такую легко построить), и еще раз перейти к пределу,
теперь уже по последовательности yk → ȳ . В силу предположения о разрешимости исходной
задачи верно (b, yk) → v̄, и мы получим противоположное (2.2) неравенство

lim
ω→+0, ωλ→+∞

(

sup
x

H(x, λ, ω)
)

≤ v̄.

Равенство (2.1) доказано.

Этап 2. Убедимся в ограниченности хотя бы одного из непустых множеств уровня функ-
ции H(x, λ, ω) . Обозначим такое множество через

Ωλ,ω
K :=

{
x ∈ R

n : H(x, λ, ω) = (c, x) −H(Ax− b, λ, ω) ≥ K
}
.

Поскольку понижение уровня K сохраняет непустоту множеств уровня, будем считать K < v̄ .
Отметим предварительно, что по условиям доказываемого утверждения существуют поло-

жительные точки y, для которых c = AT y . Поэтому оптимальное множество прямой задачи
M̄ = {x ∈ R

n : Ax ≤ b, (c, x) ≥ v̄} ограничено [5], а вместе с ним ограниченным будет и любое
непустое множество вида

M̄ δ
∆b =

{
x ∈ R

n : Ax ≤ b+∆b, (c, x) ≥ v̄ − δ
}
. (2.3)

Покажем, как по параметрам K, λ, y можно подобрать такие ∆b = ∆b(K,λ, y) и δ =

δ(K,λ, y), которые обеспечили бы включение Ωλ,ω
K ⊆ M̄ δ

∆b .

Итак, пусть x ∈ Ωλ,ω
K , т. е. H(x, λ, ω) ≥ K . Начнем с оценки невязки прямых ограничений,

для чего проследим следующую цепочку неравенств:

λω‖(Ax− b)+‖2 ≤
∑

j∈J+(x)

ωh(lj(x), λ) = −H(x, λ, ω) + (c, x) −
∑

j∈J
−
(x)

ωh(lj(x), λ)

= −H(x, λ, ω) + (y, b) + (y,Ax− b)−
∑

j∈J
−
(x)

ωh
(
lj(x), λ

)

≤ −K + (y, b) + ‖y‖
∥
∥(Ax− b)+

∥
∥+

m∑

j=1

C1(yj, λ, ω).

Здесь мы снова воспользовались свойством A3.
Полученная оценка представляет собой квадратное неравенство относительно числовой

переменой t = ‖(Ax− b)+‖, а именно,

λω t2 − ‖y‖ t−K1(y, λ, ω) ≤ 0,

где в силу сделанных предположений и теоремы слабой двойственности верно неравенство
K1(y, λ, ω) := (b, y)−K +

∑m
j=1 C1(yj , λ, ω) > 0. Отсюда вытекает искомая оценка сверху для

‖(Ax− b)+‖ = t ≤ K2(y, λ, ω) :=
‖y‖+

√

‖y‖2 + 4λωK1(y, λ, ω)

2λω
. (2.4)

Это позволяет нам определить ∆b, подходящее для выполнения включения Ωλ,ω
K ⊆ M̄ δ

∆b, а
именно ∆b(K,λ, ω) = K2(y, λ, ω) e .
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Перейдем теперь к подбору подходящего δ .
Для этого построим оценку снизу для величины (c, x), где x ∈ Ωλ,ω

K . Во-первых, возьмем
грубую оценку вида

(c, x) = H(x, λ, ω) +H(Ax− b, λ, ω) ≥ K +
∑

j∈J
−
(x)

ωh
(
lj(x), λ

)
.

Во-вторых, если y — положительный допустимый вектор двойственной задачи, существую-
щий по исходным предположениям, то

(c, x) = (y,Ax− b) + (y, b) = (b, y) +
∑

j∈J+(x)

yjlj(x) +
∑

j∈J
−
(x)

yjlj(x).

Умножим первое соотношение на µ = (λ + 1)/λ > 1 и вычтем из него почленно второе
соотношение, предварительно умноженное на 1/λ . С учетом свойства A3 получим

(c, x) ≥ (λ+ 1)K − (y, b)

λ
−

∑

j∈J+(x)

yjlj(x)

λ
− λ+ 1

λ

∑

j∈J
−
(x)

[ 1

λ+ 1
yjlj(x)− ωh

(
lj(x), λ

)]

≥ (λ+ 1)K − (y, b)

λ
− 1

λ
‖y‖

∥
∥(Ax− b)+

∥
∥− λ+ 1

λ

m∑

j=1

C2(yj , λ, ω). (2.5)

Отсюда согласно найденным ранее оценкам для ∆b и для ‖(Ax− b)+‖ выводим формулу для
определения параметра

δ = δ(K,λ, y) := v̄ − (λ+ 1)K − (b, y)

λ
+

1

λ
‖y‖K2(y, λ, ω) +

λ+ 1

λ

m∑

j=1

C2(yj, λ, ω),

при котором (c, x) ≥ v̄ − δ и следовательно Ωλ,ω
K ⊆ M̄ δ

∆b .

Таким образом, множество уровня Ωλ,ω
K оказалось частью ограниченного множества ви-

да (4.6) и в силу непрерывности и строгой вогнутости функции H(x, λ, ω) верхняя граница в
(1.3) конечна и достигается всякий раз в единственной точке x̄(λ, ω), зависящей от λ, ω .

Этап 3. Нам осталось показать сходимость таких точек к оптимальному множеству
задачи (1.1) при определенном правиле согласованного поведения параметров метода.

Итак, пусть выбраны последовательности ωk → +0, ωkλk → +∞ и пусть x̄k — отвечаю-
щая им последовательность точек максимума функций H(x, λk, ωk) . По этой последователь-
ности выстроим последовательность уровней

Nk = sup
x

H(x, λk, ωk)− εk,

где εk — произвольная последовательность положительных чисел, εk → +0 . Следует заме-
тить, что все x̄k ∈ Ωλk,ωk

Nk
и потому в силу соотношений (2.1), (4.7), (4.8) и свойств A1–A3

имеем

‖(Ax̄k − b)+‖ ≤ ‖y‖
2λkωk

+

√
√
√
√

( ‖y‖
2λkωk

)2
+

1

λkωk

[

(b, y)−Nk +
m∑

j=1

C1(yj, λk, ωk)
]

→ +0,

(c, x̄k) ≥
(λk + 1)Nk − (b, y)

λk
− 1

λk
‖y‖

∥
∥(Ax̄k − b)+

∥
∥− λk + 1

λk

m∑

j=1

C2(yj , λk, ωk) → v̄.

Утверждение полностью доказано.

З а м е ч а н и е 2. Для первых наших двух примеров композитных функций последнее
утверждение о сходимости метода остается справедливым даже в случае простой ограничен-
ности масштабного множителя ωk ≡ 1 . Для третьего примера условие сходимости ωk → +0
существенно (это подтверждают и численные эксперименты). Тем самым для третьей компо-
зитной функции повышаются требования к темпу роста штрафного параметра λ (ведь надо
обеспечить сходимость ωkλk → +∞ ).
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3. Новые штрафы и метод Ньютона

Для решения вспомогательных задач из серии (1.3) можно применять метод Ньютона или
его обобщения [8;21–23]. Как известно, метод Ньютона, отталкиваясь от произвольного началь-
ного приближения x0, формирует последовательность xk все более точных приближений к
решению интересующей нас задачи по правилу

xk+1 = xk − τ
(

∇2H(xk, λ, ω)
)−1

∇H(xk, λ, ω), k = 0, 1, 2, . . . ,

где числовой параметр шага τ обычно равен 1 (может регулироваться по правилу Армихо).
Метод Ньютона характеризуется квадратичной скоростью сходимости (локальной).

В нашем случае

∂H(x, λ, ω)

∂xk
= ck −

m∑

j=1

ωh′
(
lj(x), λ

)
ajk,

∂2H(x, λ, ω)

∂xk∂xs
= −

m∑

j=1

ωh′′
(
lj(x), λ

)
ajk ajs

или, на векторно-матричном языке,

∇H(x, λ, ω) = c−ATU(x, λ, ω)e, ∇2H(x, λ, ω) = −ATV (x, λ, ω)A,

где U(x, λ, ω) и V (x, λ, ω) — диагональные матрицы с элементами ωh′
(
lj(x), λ

)
и ωh′′

(
lj(x), λ

)

на своих диагоналях соответственно (здесь e — вектор, состоящий из единиц).
Заметим, что в силу сделанных предположений относительно исходной задачи и структуры

ее композитной функции штрафа гессиан этой функции представляет собой симметричную
отрицательно определенную матрицу.

Для приложений важно, что последовательность векторов xk, порождаемых процессом
Ньютона или его обобщениями, позволяет также определить последовательность приближений
yk = U(xk, λ, ω) e к решению двойственной задачи (1.2). Приведем соответствующее утвержде-
ние.

Утверждение 2. Пусть задача ( 1.1 ) разрешима, и ее оптимальное множество ограни-

чено. Пусть также x̄(λ, ω) — точка максимума функции H(x, λ, ω) . Тогда точка ȳ(λ, ω) =
U
(
x̄(λ, ω)

)
e обладает свойствами

ȳλ > 0, AT ȳλ = c, lim sup
ω→+0, ωλ→+∞

(b, ȳλ) ≤ v̄.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Выберем последовательности λk и ωk такие, что ωk → +0,
ωkλk → +∞, и обозначим для краткости x̄k = x̄(λk, ωk) и ȳk = U(x̄k, λk, ωk) e. Поскольку
соотношения AT ȳk = c, ȳk > 0 очевидны, то достаточно показать, что lim supk (b, ȳk) ≤ v̄.

Для этого вначале вспомним, что согласно предыдущим утверждениям последователь-
ность x̄k сходится по расстоянию к оптимальному множеству исходной задачи, которое по
предположению ограничено. Поэтому ограничена и сама последовательность x̄k, следстви-
ем чего является конечность величины C3 := infk

∑

j∈J
−
(x̄k) h

′(lj(x̄
k, λk)lj(x̄

k). Далее имеем
простую цепочку равенств и неравенств

(b, ȳk) = ±
(
Ax̄k, ȳk

)
+ (b, ȳk) =

(
x̄k, AT ȳk

)
−

(
Ax̄k − b, ȳk

)
= (c, x̄k)−

(
Ax̄k − b, ȳk

)

= (c, x̄k)−
∑

j∈J+(x̄k)

ωkh
′
(
lj(x̄

k, λk

)
lj(x̄

k)
︸ ︷︷ ︸

≥0

−
∑

j∈J
−
(x̄k)

ωkh
′
(
lj(x̄

k, λk

)
lj(x̄

k) ≤ (c, x̄k)− ωkC3.

Переходя здесь к пределу, выводим искомое неравенство

lim sup
k

(b, ȳk) ≤ v̄.

Утверждение доказано.

Следствие 1. При дополнительном условии ограниченности оптимального множества

двойственной задачи ( 1.2 ) последовательность точек ȳk сходится к нему по расстоянию.
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4. Несобственные задачи ЛП 1-го рода

Рассмотрим отдельно случай, когда задача (1.1) — несобственная 1-го рода. Такие задачи
не имеют обычного решения вследствие пустоты своей допустимой области, но могут быть
приведены к разрешимому виду путем корректировки правых частей своих ограничений. В
соответствии с общепринятой методологией [11] погрузим исходную задачу в параметрическое
семейство задач вида

max
{
(c, x) : Ax ≤ b+∆b

}
, (4.1)

где ∆b ∈ R
m — вектор параметров коррекции. Обозначим через M(∆b) допустимое множе-

ство этой задачи и введем в рассмотрение вектор оптимальной (минимальной в евклидовой
норме) коррекции правых частей ее ограничений

∆̄b = Argmin
{
‖∆b‖ : M(∆b) 6= ∅

}
.

Как известно, вектор ∆̄b определяется единственным образом (как проекция нуля на выпук-
лое замкнутое множество, состоящее из всех векторов коррекции, приводящих ограничения
исходной задачи к совместному виду), а допустимое множество оптимально скорректирован-
ной задачи

max
{
(c, x) : Ax ≤ b+ ∆̄b

}
(4.2)

на самом деле совпадает с множеством точек минимума популярной квадратичной штрафной
функции M(∆̄b) = Argminx(1/2)

∥
∥(Ax− b)+

∥
∥2.

Предположение о разрешимости скорректированной задачи (4.2) влечет за собой разреши-
мость двойственной к ней задачи

min
{
(b+ ∆̄b, y) : AT y = c, y ≥ 0

}
, (4.3)

оптимальное значение которой будет тем же, что и у прямой задачи. По-прежнему будем
обозначать это общее оптимальное значение через v̄ , а произвольно выбранные оптимальные
векторы этих задач — через x̄ и ȳ соответственно. Последние связаны соотношениями

(
x̄, c−AT ȳ

)
= 0,

(
ȳ, Ax̄− b− ∆̄b

)
= 0, (c, x̄) = (b+ ∆̄b, ȳ) = v̄.

Разумеется, в собственном случае ∆̄b = 0. В несобственном случае, к сожалению, вектор ∆̄b
заранее не известен, но, как мы покажем ниже, его можно автоматически получить, приме-
няя к исходной задаче (1.1) метод композитных штрафных функций и не внося при этом в
алгоритм никаких явных изменений (тем самым алгоритм композитных функций становится
универсальным).

Утверждение 3. Пусть задача ( 1.1 ) — несобственная 1 -го рода, т. е. аппроксимиру-

ющая ее задача ( 4.2 ) разрешима, и пусть среди допустимых планов двойственной к ней

задачи ( 4.3 ) имеются положительные. Пусть также выполнены свойства A1–A3. Тогда

точная верхняя грань в ( 1.3 ) достигается всякий раз в единственной точке x̄(λ, ω) и по-

следовательность таких точек, построенная по серии значений ωk → +0, ωkλk → +∞,
сходится к оптимальному множеству аппроксимационной задачи ( 4.2 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Дальнейшие рассуждения, чуть более сложные по сравнению с
использованными выше, вновь разобьем на три этапа.

Этап 1. Разберем поведение оптимума в (1.3). Прежде всего, ввиду свойств A1, A2 имеем

sup
x

H(x, λ, ω) ≥ H(x̄, λ, ω) = (c, x̄)−H(Ax̄− b, λ, ω) ≥ (c, x̄)−H
(
∆̄b, λ, ω

)

≥ v̄ − ω‖∆̄b‖‖e‖ − ωλ‖∆̄b‖2.
(4.4)
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Отсюда

lim inf
ω→+0, ωλ→∞

( 1

ωλ
sup
x

H(x, λ, ω)
)

≥ −‖∆̄b‖2. (4.5)

Чтобы получить обратное неравенство, выберем в допустимом множестве двойственной
задачи (4.3) какой-нибудь положительный вектор y и зафиксируем его. Тем самым

AT y = c, y > 0, (b+ ∆̄b, y) ≥ v̄.

Поскольку нас интересует ситуация, когда ωλ → +∞ , то, не снижая общности, можно считать,
что ωλ > max

{
1, max

j
(yj), ‖y‖/‖∆̄b‖

}
. Построение обратной оценки начнем с равенства

H(x, λ, ω) = (c, x) −H(Ax− b, λ, ω) = (y,Ax− b) + (b, y)−H(Ax− b, λ, ω).

Разобьем множество индексов J = {1, 2, . . . ,m} на два непересекающихся индексных подмно-
жества J+(x) = {j ∈ J : lj(x) > bj} и J−(x) = {j ∈ J : lj(x) ≤ bj}. В результате имеем

H(x, λ, ω) = (b, y) +
∑

j∈J+(x)

[
yjlj(x)− ωh(lj(x), λ)

]
+

∑

j∈J
−
(x)

[
yjlj(x)− ωh(lj(x), λ)

]
,

где слагаемые каждой группы вычисляются по своим формулам. Применяя свойство A3, сумму
“отрицательных” слагаемых оценим сверху как

∑

j∈J
−
(x)

[
yjlj(x)− ωh(lj(x), λ)

]
≤

m∑

j=1

C1(yj, λ, ω).

Сумму “положительных” слагаемых оценим сверху путем выделения полных квадратов как

∑

j∈J+(x)

[
yjlj(x)− ωh(lj(x), λ)

]
≤ (y, (Ax− b)+)− λω‖(Ax− b)+‖2

≤ ‖y‖
∥
∥(Ax− b)+

∥
∥− λω

∥
∥(Ax− b)+

∥
∥2 = ‖y‖

∥
∥(Ax− b)+

∥
∥− λω

∥
∥(Ax− b)+

∥
∥2 ± ‖y‖2

4λω

=
‖y‖2
4λω

− λω
(∥
∥(Ax− b)+

∥
∥− ‖y‖

2λω

)2
≤ ‖y‖2

4λω
− λω

(

‖∆̄b‖ − ‖y‖
2λω

)2
.

Здесь мы учли свойство A2 и монотонный рост квадратичной функции на положительной оси,
а также то, что при сделанных предположениях относительно параметра λ верно неравенство

∥
∥(Ax− b)+

∥
∥− ‖y‖

2λω
≥ ‖∆̄b‖ − ‖y‖

2λω
> 0.

В итоге при всех достаточно больших значениях произведения ωλ

H(x, λ, ω) ≤ (b, y) +
‖y‖2
2λω

− λω
(

‖∆̄b‖ − ‖y‖
λω

)2
+

m∑

j=1

C1(yj, λ, ω).

Поскольку правая часть этого неравенства не зависит от x , то и

sup
x

H(x, λ, ω) ≤ (b, y) +
‖y‖2
2λω

− λω
(

‖∆̄b‖ − ‖y‖
λω

)2
+

m∑

j=1

C1(yj , λ, ω),

а значит, с учетом свойства A3, после перехода здесь к пределу, получаем

lim sup
ω→+0, ωλ→∞

( 1

λω
sup
x

H(x, λ, ω)
)

≤ −‖∆̄b‖2.



О принципах построения и свойствах штрафных функций . . . 227

Принимая во внимание (4.5), окончательно заключаем, что

lim
ω→+0, ωλ→+∞

( 1

λω
sup
x

H(x, λ, ω)
)

= −‖∆̄b‖2.

Этап 2. Докажем, что при исходных предположениях множества уровня функции
H(x, λ, ω) ограничены. Напомним, что у нас есть положительная точка y , для которой
c = AT y . Сформируем одно такое множество:

Ωλ,ω
K :=

{
x ∈ R

n : H(x, λ, ω) = (c, x) −H(Ax− b, λ, ω) ≥ K
}
,

где K — достаточно малое число, обеспечивающее непустоту такого множества. В частности,
будем полагать K < v̄ −max

(
λω‖∆̄b‖2, ‖y‖/‖∆̄b‖

)
.

Обосновывая ограниченность выписанного множества, как и ранее, будем опираться на
то, что при наличии относительно внутренних точек в допустимом множестве двойственной
задачи (4.3) любое непустое множество вида

M̄ δ
∆b = {x ∈ R

n : Ax ≤ b+∆b, (c, x) ≥ v̄ − δ} (4.6)

будет ограниченным. Покажем, как в этом случае по параметрам K, ω и λ можно подобрать
∆b и δ , обеспечивающие включение Ωλ,ω

K ⊆ M̄ δ
∆b .

Итак, пусть x ∈ Ωλ,ω
K . Начнем с оценки для невязки прямых ограничений:

λω‖(Ax− b)+‖2 ≤ −H(x, λ, ω) + (c, x) −
∑

j∈J
−
(x)

ωh(lj(x), λ)

= −H(x, λ, ω) + (b+ ∆̄b, y)− (∆̄b, y) + (y,Ax− b)−
∑

j∈J
−
(x)

ωh(lj(x), λ)

≤ −K + v̄ + (y,Ax− b)−
∑

j∈J
−
(x)

ωh(lj(x), λ)

= −K + v̄ + (y, (Ax− b)+) +
∑

j∈J
−
(x)

[
yjlj(x)− ωh(lj(x), λ)

]

≤ −K + v̄ + ‖y‖
∥
∥(Ax− b)+

∥
∥+

m∑

j=1

C1(yj , λ, ω).

Здесь мы воспользовались свойствами A1–A3 и особенностями вектора y . В результате
перед нами оказалось квадратное неравенство

λωt2 − ‖y‖ t−K1(y, λ, ω) ≤ 0

применительно к числовой переменой t = ‖(Ax− b)+‖ , где в силу сделанных предположений
относительно K и теоремы слабой двойственности K1(y, λ, ω) = −K+v̄+

∑m
j=1 C1(yj , λ, ω) > 0.

Отсюда вытекает искомая оценка сверху для

‖(Ax− b)+‖ = t ≤ K2(y, λ, ω) :=
‖y‖+

√

‖y‖2 + 4λωK1(y, λ, ω)

2λω
. (4.7)

Это позволяет нам определить подходящее ∆b для выполнения включения Ωλ,ω
K ⊆ M̄ δ

∆b , а
именно ∆b = K2(y, λ, ω) e .

Перейдем к подбору подходящего δ . Для этого построим оценку снизу для величи-
ны (c, x) . Во-первых, возьмем ее грубую оценку вида

(c, x) = H(x, λ, ω) +H(Ax− b, λ, ω) ≥ K + λω
∥
∥∆̄b

∥
∥2 +

∑

j∈J
−
(x)

ωh
(
(lj(x), λ

)
.
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Во-вторых, по свойствам вектора y имеем равенство

(c, x) = (y,Ax− b) + (y, b) = (b, y) +
∑

j∈J+(x)

yjlj(x) +
∑

j∈J
−
(x)

yjlj(x).

Умножим первое соотношение на (λ+ 1)/λ > 1 , а второе — на −1/λ , после чего сложим их.
С учетом свойства A3 получим

(c, x) ≥ λ+ 1

λ

(
K + λω

∥
∥∆̄b

∥
∥2
)

−λ+ 1

λ

∑

j∈J
−
(x)

( 1

λ+ 1
yjlj(x)− ωh

(
lj(x), λ

))

− 1

λ

∑

j∈J+(x)

yjlj(x)−
1

λ
(y, b)

≥ λ+ 1

λ

(
K + λω

∥
∥∆̄b

∥
∥2
)
− λ+ 1

λ

m∑

j=1

C2(yj , λ, ω)−
1

λ
‖y‖K2(y, λ, ω)e −

1

λ
(y, b). (4.8)

Согласно найденным ранее оценкам для ∆b и для ‖(Ax−b)+‖ выводим формулу определения
параметра

δ = v̄ − λ+ 1

λ

[

K + λω‖∆̄b‖2 −
m∑

j=1

C2(yj , λ, ω)
]

− ‖y‖‖b‖
λ

+
1

λ
‖y‖K2(y, λ, ω),

при котором (c, x) ≥ v̄ − δ и, следовательно, Ωλ,ω
K ⊆ M̄ δ

∆b .

Итак, множества уровня Ωλ,ω
K оказались частью ограниченных множеств вида (4.6) и в

силу непрерывности и строгой вогнутости функции H(x, λ, ω) верхняя граница в (1.3) конечна
и достигается всякий раз в единственной точке x̄(λ, ω) , зависящей от λ, ω .

Этап 3. Осталось показать сходимость таких точек к оптимальному множеству зада-
чи (4.1) при условии ω → +0, ωλ → +∞.

Пусть выбраны последовательности ωk → +0, ωkλk → +∞ , и пусть x̄k — отвечающая
им последовательностей точек максимума функций H(x, λk, ωk) . По первым двум последова-
тельностям выстроим последовательность уровней

Nk = v̄ − ωk‖∆̄b‖‖e‖ − λkωk‖∆̄b‖2 − εk,

где εk — произвольная последовательность положительных чисел, εk → +0 .

Для завершения доказательства заметим, что в силу (4.4) все x̄k ∈ Ωλk,ωk

Nk
, и потому исходя

из соотношений (4.7) и (4.8) имеем

‖(Ax̄k − b)+‖ ≤ ‖y‖
2λkωk

+

√
√
√
√

( ‖y‖
2λkωk

)2
+

1

λkωk

[

(y, b)−Nk +
m∑

j=1

C1(yj, λk, ωk)
]

→ ‖∆̄b‖,

(c, x̄k) ≥
λk + 1

λk

[

Nk + λkωk

∥
∥∆̄b

∥
∥2 −

m∑

j=1

C2(yj , λk, ωk)
]

− ‖y‖
(
‖b‖+ ‖(Ax̄k − b)+‖

)

λk
→ v̄.

Утверждение доказано полностью.
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5. Результаты численных экспериментов

Эксперименты проводились на вычислительном комплексе “УРАН” Института математики
и механики им. Н.Н.Красовского УрО РАН в среде MATLAB.

Целью экспериментов было сравнение эффективности применения метода Ньютона к стан-
дартной логарифмической функции барьера (алгоритм 0) с его применением к предлагаемым
в статье гладким штрафным функциям H1(·, λ), H2(·, λ) и H3(·, λ) (соответственно алгорит-
мы 1, 2 и 3). Работа алгоритмов сравнивалась на тестовых задачах ЛП с ограничениями типа
неравенств. Матрицы ограничений генерировались при помощи датчика случайных чисел с
равномерным распределением от −1 до 1. Размерности задач колебались от 100 × 300 до
1000× 3000 . Заполненность матриц ненулевыми элементами составляла 3—5%. Правые части
ограничений и коэффициенты целевой функции подбирались таким образом, чтобы решение
задачи было единственным и совпадало с некоторым заданным заранее. Также обеспечивалось
наличие внутренней точки у допустимой области прямой задачи. Последнее условие необхо-
димо для применения алгоритма 0.

Таким образом, каждая задача решалась четыре раза. Стартовые приближения во всех
случаях брались одинаковыми (это внутренняя точка допустимой области прямой задачи).
Величина штрафа не менялась на протяжении одного испытания.

Типовые результаты расчетов представлены в табл. 1, 2. В первой колонке приведен де-
сятичный порядок штрафного параметра λ . Во второй — показан десятичный порядок нор-
мы градиента оптимизируемой функции, при достижении которого процесс останавливался.
В остальных колонках указаны показатели эффективности четырех исследуемых методов.

Показатели эффективности алгоритмов оценивались тремя числами, первое и второе из
которых показывают десятичные порядки точности полученных решений прямой и двойствен-
ной задач (этот порядок, как правило, у обоих решений совпадал), а третье — потребовавшееся

Т а б л и ц а 1

Результаты экспериментов с задачами ЛП размерности 100× 300

Штраф∗ Норма ∇H∗ Алгоритм 0 Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3

1 −15 0, 0 , 13 −1,−1 , 14 0, 0 , 13 1, 1 , 18
2 −14 −1,−1 , 15 −2,−2 , 15 −1,−1 , 15 0, 0 , 21
3 −14 −2,−2 , 17 −3,−3 , 18 −2,−2 , 18 −1, 0 , 26
4 −13 −3,−3 , 18 −4,−4 , 22 −3,−3 , 21 −2,−1 , 27
5 −12 −4,−4 , 23 −5,−5 , 25 −4,−4 , 21 −3,−2 , 28
6 −11 −5,−5 , 27 − −5,−5 , 21 −3,−2 , 31
7 −10 −6,−6 , 29 − −6,−6 , 23 −4,−3 , 32

∗ Приведен десятичный порядок

Т а б л и ц а 2

Результаты экспериментов с задачами ЛП размерности 1000 × 3000

Штраф∗ Норма ∇H∗ Алгоритм 0 Алгоритм 1 Алгоритм 2 Алгоритм 3

1 −12 0, 0, 22 −1,−1, 24 0, 0, 23 2, 3, 25
2 −12 0, 0, 28 −1,−1, 39 0, 0, 26 1, 1, 29
3 −11 −1,−1, 34 −2,−2, 50 −1,−1, 37 0, 0, 41
4 −11 −2,−2, 45 −3,−3, 35 −2,−2, 41 −1, 0, 43
5 −10 −3,−3, 51 −4,−4, 39 −3,−3, 49 −2,−1, 53
6 −10 −4,−4, 54 − −5,−5, 50 −3,−2, 55
7 −9 −5,−5, 57 − −5,−5, 53 −4,−3, 59

∗ Приведен десятичный порядок
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для этого число итераций метода Ньютона. Следует отметить, что трудоемкость одной итера-
ции каждого из методов примерно одинакова. Укажем также, что слишком локальную степень
сходимости при росте штрафного параметра продемонстрировал только алгоритм 1.

Как видно из приведенных данных, первые две штрафные конструкции практически не
уступают логарифмическим барьерным функциям. Третья функция имеет более широкий ра-
диус квадратичной скорости сходимости, но из-за необходимости уменьшать масштабный мно-
житель до нуля уступает первым двум функциям по точности получаемого решения, особенно
двойственного.

Заключение

Подведем итоги. Приведенные в статье принципы построения композитных штрафных
функций путем гладкой “склейки” графиков различных вариантов внешних и внутренних
штрафов позволили объединить положительные качества двух названных направлений. В
частности оказалось, что новые конструкции применимы не только к регулярным, но и к
некорректно поставленным задачам, для которых они находят их обобщенные решения, несу-
щие информацию об обнаруженных в модели противоречиях и о степени их остроты. При этом
проведенный автором дополнительный вычислительный эксперимент подтвердил отмечавшу-
юся ранее в [20] эффективность обсуждаемого подхода, вполне сопоставимую с эффективно-
стью обычного метода логарифмическихо барьеров, послужившего, как известно, прообразом
современных методов центрального пути.
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