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В работе рассматриваются задачи о существовании, единственности и устойчивости наилучшего при-
ближения, а также связанные с ними задачи о солнечности для не обязательно замкнутых множеств (в
частности, рассматриваемые множества могут не быть множествами существования). Вводятся опреде-
ления проекционной границы и проекционно замкнутого множества. Показывается, что если X — сим-
метризуемое несимметричное пространство Ефимова — Стечкина, то множество точек аппроксимативной
компактности непустого проекционно замкнутого множества M ⊂ X имеет вторую категорию в метриче-
ской внешности out(M) множества M . Исследуются соотношения между классами связности множеств в
несимметричных пространствах Ефимова —Стечкина. Показано, что если X — симметризуемое простран-
ство Ефимова —Стечкина и M ⊂ X проекционно замкнуто и ℓ0P0-связно, то M ℓ0B̊-связно. Исследуется
задача о солнечности множеств единственности. В частности, на случай множеств единственности обобща-
ется известная теорема, восходящая к В.И. Бердышеву и В.Л. Кли о солнечности ограниченно компакт-
ных чебышёвских множеств. Также получены результаты о солнечности ограниченно предкомпактных
проекционно замкнутых множеств единственности. Установлены результаты о сохранении солнечности
и других аппроксимативных свойств множеств при переходе к замкнутым окрестностям M + B(x, r)
множеств. Отдельно рассмотрен случай чебышёвских солнц, в котором получена характеризационная
теорема.
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The paper is concerned with problems of existence, uniqueness, and stability of best approximants and related
problems of solarity for not necessarily closed sets (in particular, such sets are not necessarily proximinal). We
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1. Введение

Хорошо известно, что многие классические агрегаты наилучшего приближения (экспонен-
циальные суммы, обобщенные дробно-рациональные функции, сплайны степени m дефекта k

1Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования
Российской Федерации в рамках реализации научного проекта по соглашению №075-15-2025-013.
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с n нефиксированными узлами, произведения {vw | v ∈ V , w ∈ W}) в общем случае не явля-
ются замкнутыми множествами (см., например, [1, гл. VI] и [2, § 11.4, § 7.12]). Это приводит к
задаче рассмотрения аппроксимативно-геометрических свойств множеств, не обязательно за-
мкнутых. Соответственно в работе рассматриваются задачи о существовании, единственности
и устойчивости наилучшего приближения, а также связанные с ними задачи о солнечности
для множеств, не обязательно являющихся множествами существования (т. е. для не обяза-
тельно замкнутых множеств). Данные задачи составляют часть современной геометрической
теории приближений, в которой ряд ярких фундаментальных результатов были получены
Н.В.Ефимовым и С.Б.Стечкиным в цикле работ [3–6], относящихся к исследованию выпук-
лости чебышёвских множеств.

Настоящая статья организована следующим образом. Основные определения даны
в разд. 2. В частности, здесь вводятся важные определения проекционной границы и проек-
ционно замкнутого множества. Приводятся некоторые результаты о таких множествах и клас-
сические примеры (незамкнутых) проекционно замкнутых множеств из теории приближе-
ний функций. Также в этом разделе вводятся классы связности множеств, которые исполь-
зуются в дальнейшем. В разд. 3 изучаются плотностные свойства точек аппроксимативной
компактности. В теореме 3.1 показано, что если X — симметризуемое несимметричное про-
странство Ефимова— Стечкина, то множество точек аппроксимативной компактности непу-
стого проекционно замкнутого множества M ⊂ X имеет вторую категорию в метрической
внешности out(M) := {x ∈ X | ρ(x,M) > 0} (т. е. на множестве всех точек, находящих-
ся на положительном расстоянии от M) множества M . В разд. 4 исследуются соотношения
между классами связности множеств в несимметричных пространствах Ефимова— Стечкина.
В частности, в теореме 4.1 доказано, что если X — симметризуемое пространство Ефимова—
Стечкина и M ⊂ X проекционно замкнуто и ℓ0P0-связно, то M ℓ0B̊-связно. Этот результат
восходит и обобщает классические результаты С.В.Конягинa и И. Г.Царькова о связности че-
бышёвских множеств и множеств единственности в пространствах Ефимова— Стечкина. Сол-
нечность множеств единственности рассматрена в разд. 5; в нем также представлен ряд резуль-
татов о сохранении солнечности и других аппроксимативных свойств множеств при переходе
к замкнутым окрестностям M +B(x, r) множеств. Отдельно рассмотрен случай чебышёвских
солнц, в котором получена характеризационная теорема (теорема 5.7). Результаты такого ро-
да также восходят к хорошо известным результатам Н.В.Ефимова и С.Б.Стечкина [3] об
аппроксимативных свойствах b-расширений множеств.

2. Основные определения

Ниже X = (X, ‖ · |) — симметризуемое несимметрично нормированное пространство с
(несимметричной) нормой ‖ · | (по поводу определений и свойств таких пространств см., на-
пример, [7–10]),

B̊(x, r) = {y ∈ X | ‖y − x | < r} — открытый шар с центром x и радиусом r,
B(x, r) = {y ∈ X | ‖y − x | 6 r} — замкнутый шар,
S(x, r) = {y ∈ X | ‖y − x | = r} — сфера.
В частном случае мы полагаем B := B(0, 1) — единичный шар, B̊ := B̊(0, 1) — открытый

единичный шар, S = S(0, 1) — единичная сфера.
Для ∅ 6= M ⊂ X функция расстояния от точки x ∈ X до множества M ⊂ X определяется

формулой ρ(x,M) := infy∈M ‖y − x |. Множество ближайших точек для точки x ∈ X из
множества M определяется следующим образом:

PMx :=
{
y ∈ M | ρ(x,M) = ‖y − x |

}
.

О п р е д е л е н и е 2.1. Метрической внешностью out(M) множества M называется
множество всех точек, находящихся на положительном расстоянии от M , т. е.

out(M) := {x ∈ X | ρ(x,M) > 0}.
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Отметим, что
out(M) = out(M) = X \M

(здесь и ниже M — замыкание множества M).

О п р е д е л е н и е 2.2. Проекционной границей pbM множества M в несимметрично
нормированном пространстве (X, ‖ · |) назовем множество

pb(M) := {y ∈ M | y ∈ PMx для некоторой точки x ∈ out(M)}.

Граничная точка y множества M называется неприкасаемой точкой множества M , если
не существует невырожденного шара, опирающегося на множество M в точке y, иными сло-
вами, если не существует точки x 6= y такой, что y ∈ PMx. В противном случае граничная
точка называется прикасаемой. Множество всех прикасаемых точек множества составляют его
проекционную границу. Также отметим, что

множество неприкасаемых точек множества M равно bdM \ pbM.

О п р е д е л е н и е 2.3. Множество M 6= ∅ проекционно замкнуто (обозначение: M ∈
PrC(X)), если оно содержит свою проекционной границу.

Несложно проверить следующий факт.

Предложение 2.1. Если M проекционно замкнуто и M ⊂ N ⊂ M , то N также проек-

ционно замкнуто.

З а м е ч а н и е 2.1. В пространствах Ефимова— Стечкина (определение таких прост-
ранств напоминается ниже в разд. 3) для любого непустого замкнутого множества множество
точек аппроксимативной компактности есть множество второй категории (см. (3.1) ниже). От-
сюда следует, что в таком пространстве проекционная граница любого непустого замкнутого
множества (не совпадающего со всем пространством) плотна в границе множества. Также
понятно, что если точки существования заданного множества плотны в пространстве, то про-
екционная граница такого множества плотна в его границе. В [11] построен пример рефлексив-
ного пространства без свойства Кадеца— Кли (такое пространство не является пространством
Ефимова— Стечкина), в котором для любого замкнутого множества множество его прикасае-
мых точек плотно в границе, т. е. bdM = pbM .

Пример 2.1. Пусть Rn,m, m > 1, — множество классических рациональных функций
в Lp[a, b], 1 6 p < ∞ (см. [2, гл. 11]). Множество

M := Rn,m \ Rn−1,m−1

дает классический пример проекционно замкнутого, но не замкнутого множества (в этом слу-
чае M является солнцем относительно out(M)) (см. определение 5.1 ниже). Это свойство выте-
кает из одного хорошо известного результата Й. Блаттера (см., например, [2, § 11.3]), который
установил, что для рациональной Lp-аппроксимации для элемента наилучшего приближения
степень числителя и знаменателя всегда максимальна, т. е.

если u∗ — ближайший элемент наилучшего Lp-приближения из Rn,m, 1 < p < ∞, для
f /∈ Rn,m, n > 1, то u∗ /∈ Rn−1,m−1.

Отметим, что согласно Ч. Данхему это свойство невырожденности наилучшей дроби уже не
имеет места в L1 (см., например, [2, § 11.3]). В пространстве C[a, b], как следует из теоремы
о чебышёвском альтернансе для равномерной рациональной аппроксимации, любой элемент
из Rn,m является прикасаемой точкой множества.

Отметим также, что в C[a, b] непустое множество M ⊂ Rn,m проекционно замкнуто, если
и только если оно замкнуто.
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Рис. 1. Примеры множеств, для которых проекционная граница не совпадает с границей.

Множество Π = {x ∈ ℓ2 | |x(n)| 6 1/2n−1} (гильбертов кирпич) также дает пример выпукло-
го компакта, для которого проекционная граница не совпадает с границей множества. Другие
примеры множеств, для которых проекционная граница не совпадает с границей, показаны на
рис. 1.

З а м е ч а н и е 2.2. Отметим следующие легко проверяемые свойства.
1) Замкнутое множество проекционно замкнуто.
2) В пространстве Ефимова— Стечкина, если M ⊂ X проекционно замкнуто, pb(M) =

bdM .
3) Если M 6= X — множество существования (или, более общо, если множество точек

существования множества M всюду плотно в X), то pb(M) = bdM .
4) Если пространство содержит замкнутое непустое антипроксиминальное множество M

(в частности, такое множество есть в любом нерефлексивном пространстве), то pbM = ∅ (и,
конечно, множество pbM не всюду плотно в границе множества M).

5) Множество всех неприкасаемых точек подмножества M конечномерного (несимметрич-
ного) пространства является Gδ-подмножеством границы множества M .

6) Если M ( X — замкнутое подмножество конечномерного (несимметричного) простран-
ства, то его проекционная граница — Fσ-плотное подмножество границы множества M .

7) В конечномерном (несимметричном) пространстве проекционная граница выпуклого
множества совпадает с границей множества.

8) Для того чтобы проекционная граница любого выпуклого тела совпадала с границей
этого тела, необходимо и достаточно, чтобы пространство было рефлексивным.

Нам понадобится “минимальная длина” отрезка [x, y] ⊂ X:

ℓ(x, y) := min{‖x− y|, ‖y − x|} (2.1)

(в симметричном случае ℓ(x, y) = ‖x− y‖). Функционал (2.1) изучался в работах [7; 8; 12].
Для непустых множеств U, V ⊂ X определим величину

ℓ(U, V ) := inf
u∈U, v∈V

ℓ(u, v).

О п р е д е л е н и е 2.4. Определим следующие классы связности. Множество M :
– P0-связно, если для любой точки x множество PMx ее ближайших точек из M связно;
– B̊-связно, если его пересечение с любым открытым шаром B̊(x, r) связно;
– ℓ0-связно, если M нельзя представить в виде дизъюнктного объединения M = M1 ⊔M2

непустых множеств, таких что ℓ(M1,M2) > 0;
– ℓ0B̊-связно, если его пересечение с произвольным шаром B̊(x,R) ℓ0-связно;
– ℓ0P0-связно, если для любой точки x множество PMx ℓ0-связно.

Отметим, что (P0) ⊂ (ℓ0P0), где (P0) — класс P0-связных множеств, (ℓ0P0) — класс ℓ0P0-
связных множеств.
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3. Плотностные свойства точек аппроксимативной компактности

О п р е д е л е н и е 3.1. Несимметричное симметризуемое пространство, в котором вся-
кое полупространство {x ∈ X | x∗(x) > c}, где x∗ ∈ X∗, c ∈ R, аппроксимативно компактно,
называется несимметричным пространством Ефимова—Стечкина.

В нормированном случае термин “пространство Ефимова— Стечкина” введен И. Зингером
(см. [13]) в 1964 г. Хорошо известно, что класс пространств Ефимова— Стечкина совпадает с
классом рефлексивных пространств Кадеца— Кли. По поводу дальнейших деталей см. [14; 15;
2, гл. 9].

В симметризуемом случае определение несимметричного пространства Ефимова — Стеч-
кина эквивалентно следующему: пространство рефлексивно и в нем каждая гиперплоскость
{x ∈ X | x∗(x) = c}, где x∗ ∈ X∗, аппроксимативно компактна.

О п р е д е л е н и е 3.2. Точка x ∈ X называется точкой (правой) аппроксимативной

компактности для M ⊂ X, если из условий (yn) ⊂ M , ‖yn − x | → ρ(x,M) следует, что
найдется подпоследовательность (ynk

), (лево-) сходящаяся к некоторой точке ŷ ∈ X, т. е.
‖ynk

− ŷ | → 0. Обозначение: x ∈ AC(M). Множество M аппроксимативно компактно отно-

сительно множества E, если E ⊂ AC(M). Если E = X, то множество M аппроксимативно

компактно.

З а м е ч а н и е 3.1. В случае, если X симметризуемо, M ⊂ X проекционно замкнуто и
x ∈ out(M); в определении 3.2 точка ŷ на самом деле лежит в M .

В нормированном случае понятие аппроксимативно компактного множества было введено
Н.В.Ефимовым и С.Б.Стечкиным [6].

Напомним, что множеством первой категории называется объединение счетного числа
нигде не плотных множеств. Класс подмножеств первой категории в пространстве X будем
обозначать через I(X), а класс дополнений к множествам первой категории в X — через II(X).
Для случая нормированных пространств хорошо известно (см., например, [16, § 4]), что

в пространстве Ефимова— Стечкина (и, в частности, в полном равномерно выпуклом
пространстве) класс точек аппроксимативной компактности замкнутого множества
имеет вторую категорию.

(3.1)

Результаты такого рода, составляющие важное направление геометрической теории, восхо-
дят к работе С.Б.Стечкина [17], в которой впервые были изучены плотностные и категорные
свойства точек единственности, существования и аппроксимативной компактности.

В нормированном случае С.В.Конягин [18; 19] установил следующий результат: для того
чтобы в банаховом пространстве X для любого непустого замкнутого множества M множе-
ство AC(M) было плотным в X (множеством II категории в X), необходимо и достаточно,
чтобы X было пространством Ефимова— Стечкина. Результат Конягина переносится на (сим-
метризуемый) несимметричный случай следующим образом (см. [14]).

Теорема 3.A. Пусть X — симметризуемое несимметрично нормированное простран-

ство. Тогда для любого замкнутого непустого множества M ⊂ X множество AC(M) яв-

ляется множеством II категории в X, если и только если X — пространство Ефимова —

Стечкина.

В следующей теореме мы рассматриваем случай не обязательно замкнутых множеств.

Теорема 3.1. Пусть X — симметризуемое несимметричное пространство Ефимова–

Стечкина. Тогда

AC(M) ∈ II(out(M))

для любого непустого проекционно замкнутого множества M ⊂ X.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По теореме 3.A AC(M) ∈ II(X), откуда AC(M) ∈ II(outM).
Нужно проверить, что

AC(M) ∩ outM = AC(M) ∩ outM. (3.2)

Действительно, пусть x ∈ AC(M ) ∩ outM и (yn) — минимизирующая последовательность
из M ⊂ M для x. Тогда ‖yn − x | → ρ(x,M) = ρ(x,M ) > 0. Поэтому (yn) — минимизирующая
последовательность из M для x, так что (yn) содержит подпоследовательность, сходящуюся
к некоторой точке y ∈ M . По определению y ∈ pb(M) ⊂ M . Значит, x ∈ AC(M). �

Предложение 3.1. Пусть X — конечномерное пространство, M ⊂ X и out(M) 6= ∅.

Тогда:
1) множество всех неприкасаемых точек множества M является Gδ-подмножеством

границы множества M ;
2) проекционная граница pbM множества M — Fσ-плотное подмножество границы мно-

жества M .

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть x — неприкасаемая точка множества M , n ∈ N. Тогда
найдется окрестность On(x) точки x относительно границы bdM такая, что не существует
точки y, ρ(y,M) > 1/n, ‖y − x | 6 1 + 1/n, такой, что PMy ∩ On(x) 6= ∅. Действительно, рас-
суждая от противного, если бы для любого k такая точка yk нашлась, т. е. PMyk ∩ On(x) 6= ∅,
то в силу ограниченности этой последовательности существовал бы ее частичный предел y0,
для которого x ∈ PMx0 и ρ(y0,M) > 1/n; это противоречит тому, что x — неприкасаемая
точка множества M . Пусть Gn — относительно открытое (в bdM) множество, состоящее из
объединения таких окрестностей On(x) по всем неприкасаемым точкам x множества M , n ∈ N.
Положим G :=

⋂
n∈NGn. Поскольку для любого n имеем PMz ∩ Gn = ∅ для любой точки z,

ρ(z,M) > 1/n, то для любой точки g ∈ G нет точек u из out(M), для которых g ∈ PMu.
2) Из п. 1) следует, что pbM имеет тип Fσ . Пусть y ∈ bdM и O — δ/2-окрестность точки y,

где δ > 0 произвольно. Пусть w ∈ O ∩ out(M) и v ∈ PMw. Тогда ‖w − v‖ 6 δ и, очевидно, v —
прикасаемая точка. �

Доказанное выше предложение 3.1 связано с задачей С.Б.Стечкина о “дороге, по которой
всюду трясет” [17, с. 11]. Именно, пусть ϕ ∈ C1(R,R); в качестве множества M рассмотрим
график этой функции. Известно [20], что если функция ϕ имеет локально ограниченную вто-
рую производную, то любая точка графика (множества M) является прикасаемой. Если же
вторая производная не ограничена ни сверху, ни снизу на всюду плотном подмножестве R, то
множество неприкасаемых точек всюду плотно в этом графике, откуда по предложению 3.1
является множеством второй категории.

4. О соотношениях между классами связности множеств

в несимметричных пространствах Ефимова— Стечкина

Известно [21, теорема 1], что в симметризуемом несимметричном пространстве Ефимова—
Стечкина замкнутое P0-связное множество B̊-связно. Для нормированных пространств Ефи-
мова— Стечкина этот результат получен ранее И. Г.Царьковым [15]. В следующей теореме
данный результат распространяется на случай не обязательно замкнутых множеств.

Теорема 4.1. Пусть X — несимметричное симметризуемое пространство Ефимова —

Стечкина и M ⊂ X проекционно замкнуто и ℓ0P0-связно. Тогда M ℓ0B̊-связно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам потребуется ряд вспомогательных результатов (4.1)–(4.7).
Для δ > 0 обозначим

P δ
Mx :=

{
y ∈ M | ‖y − x | 6 ρ(x,M) + δ

}
.
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Несложно проверяется, что если X — полное (симметризуемое) несимметричное простран-
ство, M проекционно замкнуто в X и x ∈ AC(M), то для любого δ > 0 найдется ε > 0 такое,
что

ρ(y, PMx) < ε для любого y ∈ P δ
Mx. (4.1)

Действительно, рассуждая от противного, предположим, что для некоторого ε > 0 найдется
точка xn ∈ P

1/n
M x такая, что ρ(xn, PMx) > ε0. Поскольку x ∈ AC(M) и пространство X сим-

метризуемо, то последовательность (xn) имеет предельную точку x0 ∈ M . Но тогда x0 ∈ PMx
и ρ(x0, PMx) > ε0, что невозможно.

Для ∅ 6= A ⊂ X через γ(A) обозначим точную верхнюю грань чисел ε > 0, для которых
для любой конечной системы точек {x1, . . . , xn} ⊂ X можно указать точку y ∈ A такую,
что ‖y − xj | > ε при всех j = 1, . . . , n. Далее, следуя [19], убедимся, что если X — полное
симметризуемое несимметричное пространство, M ∈ PrC(X) и x ∈ X, то

условие x ∈ AC(M) влечет, что lim
δ→0+

γ(P δ
Mx) = 0. (4.2)

Действительно, пусть при некотором ε > 0 выполнено γ(P δ
Mx) > ε при всех δ > 0.

Рассмотрим y1 ∈ P 1
Mx. Поскольку γ(P

1/2
M x) > ε, то найдется точка y2 ∈ P

1/2
M x такая, что

‖y2 − y1 | > ε/2. Далее рассуждая подобным образом, выберем точку y3 ∈ P
1/3
M x такую, что

‖y3 − y2 | > ε/2 и ‖y3 − y1 | > ε/2. Продолжая это построение до бесконечности, получим по-
следовательность (ym) ⊂ M такую, что ‖ym − x | → ρ(x,M), но при этом (ym) не содержит
сходящейся подпоследовательности. Это завершает доказательство утверждения (4.2).

Теперь докажем, что если X — полное несимметричное (симметризуемое) пространство,
M ∈ PrC(X) и x ∈ X, r > 0, max{ρ(x,A0), ρ(x,B0)} < r и M ∩ B(x, r) = A0 ⊔ B0,
где ℓ(A0, B0) > ∆ > 0. Положим A1 := A0, B1 := B0, тогда max{ρ(x,A1), ρ(x,B1)} < r,
ℓ(A1, B1) > ∆ > 0 и найдутся x1 ∈ X и r1 > 0 такие, что

B(x1, r1) ⊂ B(x, r) и ρ(x1,M) = ρ(x1, A1) = ρ(x1, B1) < r1. (4.3)

Докажем (4.3). Для определенности будем считать, что ρ(x,A1) < ρ(x,B1) (в случае ра-
венства утверждение очевидно). Выберем точку y ∈ B1 так, чтобы ρ(x,A1) < ‖y − x | < r.
Тогда функция ϕ( · ) := ρ( · , A1) − ρ( · , B1) принимает в точках x и y значения разных зна-
ков. Поскольку по условию пространство X симметризуемо, то функция ϕ( · ) непрерывна
и, следовательно, найдется точка x1 ∈ [x, y] такая, что ρ(x1, A1) = ρ(x1, B1) =: r0. По-
скольку ‖x1 − x | = ‖y − x | − ‖y − x1 | < r − r0, то при r1 := r − ‖x1 − x | > r0 имеем
B(x1, r1) ⊂ B(x, r1 + ‖x− x1 |) = B(x, r), что завершает доказательство утверждения (4.3).

Далее, пусть X — симметризуемое несимметричное пространство Ефимова— Стечкина,
M ∈ PrC(X) и x ∈ X, r > 0 и пусть M ∩ B(x, r) = A1 ⊔ B1, где ℓ(A1, B1) > ∆ > 0 и
0 < ∆ 6 d := ρ(x,A1) = ρ(x,B1) < r. Тогда для каждого ε > 0 найдутся x0 ∈ X и r0 > 0 такие,
что

B(x0, r0) ⊂ B̊(x, r), ρ(x0, A1) = ρ(x0, B1) < r0 и множество
A1 ∩B(x0, r0) имеет конечную ε-сеть относительно нормы ‖ · ‖sym.

(4.4)

Докажем (4.4). Пусть точка z ∈ B1 такова, что ‖z − x | < d+ (r − d)/10. Для δ := min{(r −
d)/10, (1/3)ρ(x,A1)} в силу непрерывности функции ρ( · , A1) − ρ( · , B1) найдется точка z1 ∈
(x, z) ∩ out(M) такая, что ρ(z1, B1) = ρ(z1, A1) − 2δ. Ввиду (3.2) имеем AC(N) ∩ outN =
AC(N) ∩ outN для любого ∅ 6= N ⊂ X и по теореме 3.1 найдется точка z2 ∈ AC(A1) ∩ out(M),
‖z2 − z1‖sym 6 δ. Покажем, что

B(z2, ρ(z2, A1) + δ) ⊂ B̊(x, r). (4.5)
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Имеем

ρ(z2, A1) + δ 6 ρ(z1, A1) + 2δ = ρ(z1, B1) + 4δ 6 ‖z − z1 |+ 4δ

= ‖z − x | − ‖z1 − x |+ 4δ 6 ‖z − x | − ‖z2 − x |+ 5δ 6 d+
r − d

10
− ‖z2 − x |+ 5

r − d

10

=
1

10
(6r + 4d)− ‖z2 − x | < r − ‖z2 − x |,

что ввиду хорошо известной эквивалентности

B(u, α) ⊂ B(u′, α′) ⇐⇒ ‖u− u′ | 6 α′ − α (4.6)

влечет (4.5).
Далее, z2 ∈ AC(A1) ∩ out(M), поэтому с учетом (4.2) при некотором α1 = α1(ε),

ρ(z2, A1) < α1 < ρ(z2, A1) + δ, множество B(z2, α1) ∩ A1 имеет конечную ε-сеть. Возьмем
z3 ∈ B̊(z2, α1) ∩A1. В силу непрерывности функции ρ( · , B1)− ρ( · , A1) и поскольку

ρ(z2, B1)− ρ(z2, A1) 6 (ρ(z1, B1) + δ) − (ρ(z1, A1)− δ) = 0,

ρ(z3, B1)− ρ(z3, A1) = ρ(z3, B1) > 0,

найдется точка x0 ∈ [z2, z3] ∩ out(M) такая, что ρ(x0, A1) = ρ(x0, B1). Обозначив r0 := α1 −
‖x0 − z2 | (эта величина положительна согласно ρ(z2, A1) < α1 и x0 ∈ [z2, z3]), получаем

B(x0, r0) ⊂ B(z2, α1) ⊂ B(z2, ρ(z2, A1) + δ) ⊂ B̊(x, r).

Тогда множество B(x0, r0) ∩A1 ⊂ B(z2, α1) ∩A1 имеет конечную ε-сеть и

ρ(x0, A1) = ρ(x0, B1) 6 ‖z3 − x0 | = ‖z3 − z2 | − ‖x0 − z2 | < α1 − ‖x0 − z2 | = r0,

что доказывает утверждение (4.4).

Теперь убедимся, что элемент с нужными в (4.3) свойствами можно найти во множестве
AC(M) ∩ out(M). А именно, пусть X — несимметричное пространство Ефимова— Стечкина и
M ∈ PrC(X) и x ∈ out(M), r > 0, таковы, что B(x, r) ∩ M = A0 ⊔ B0, ℓ(A0, B0) > ∆ > 0, и
0 < ∆ < r, ρ(x,A0) < r, ρ(x,B0) < r. Тогда найдутся x0 ∈ X и r0 > 0 такие, что

x0 ∈ AC(M) ∩ out(M), B(x0, r0) ⊂ B(x, r),

ρ(x0, A0) = ρ(x0, B0) = ρ(x0,M) >
∆

2
> 0.

(4.7)

Докажем (4.7). По (4.3) найдутся x1 ∈ X, r1 > 0 такие, что

B(x1, r1) ⊂ B(x, r) и ρ(x1,M) = ρ(x1, A0) = ρ(x1, B0).

Определим A1 = B(x1, r1) ∩A0, B1 = B(x1, r1) ∩B0 и проведем индукционное построение по i.
Пусть найдутся xi ∈ X и ri > 0 такие, что B(xi, ri) ∩M = Ai ⊔Bi, где ρ(xi, Ai) = ρ(xi, Bi) < ri.

Согласно (4.4) мы можем найти xi+1 ∈ X и ri+1 > 0 такие, что

B(xi+1, ri+1) ⊂ B̊(xi, ri), ρ(xi+1, Ai) = ρ(xi+1, Bi) < ri+1 (4.8)

и множество Bi+1 := B(xi+1, ri+1) ∩ Ai имеет конечную r/(i + 1)-сеть. Определим Ai+1 =
B(xi+1, ri+1) ∩Bi. В итоге мы получаем систему вложенных шаров B(xi, ri). При m > n

‖xm − xn | 6

m−1∑

k=n

‖xk+1 − xk |
(4.6),(4.8)

6

m−1∑

k=n

(rk+1 − rk) = rm − rn,
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поэтому (xi) — последовательность Коши (относительно несимметричной нормы ‖ · |),
которая, поскольку X полно, сходится к некоторой точке x0 ∈ X, а последователь-
ность (ri) (ri > ri+1 > 0) — к некоторому числу r0 > 0 (r0 6= 0, так как A0 ∩B0 = ∅). Несложно
видеть, что

B(x0, r0) =
∞⋂

i=1

B̊(xi, ri). (4.9)

Каждая из последовательностей (A2k)
∞

k=1, (A2k−1)
∞

k=1 состоит из вложенных замкнутых мно-
жеств и для каждого n ∈ N множество An+1 обладает конечной r/n-сетью, отсюда каждое из
множеств Ã := ∩kA2k−1, B̃ := ∩kA2k непусто и компактно. В силу (4.9) Ã = B(x0, r0) ∩ A0,
B̃ = B(x0, r0) ∩B0. Из нeпрерывности функции ρ( · , A0)− ρ( · , B0) имеем

ρ(x0, Ã) = ρ(x0, A0) = ρ(x0, B̃) = ρ(x0, B0) = ρ(x0,M).

По построению

B(x0, r0) ⊂ B(xi, ri),

γ(B(xi, ri) ∩M) 6 max{γ(Ai), γ(Bi)} 6 max{r/(i − 1), r/i} 6 r/(i− 1)

при i ∈ N, i > 2. Поэтому limδ→0+ γ(P δ
Mx0) = 0. Окончательно x0 ∩ out(M) ∈ AC(M) по (4.2).

Теперь докажем теорему 4.1. Рассуждая от противного, предположим, что найдутся x ∈ X ,
r > 0 и M ∈ (ℓ0P0) ∩ PrC(X) такие, что B(x, r) ∩ M = A0 ⊔ B0, где A0, B0 ∈ PrC(X),
ρ(x,A0) < r, ρ(x,B0) < r, max{ρ(x,A0), ρ(x,B0)} < r и M ∩ B(x, r) = A0 ⊔B0, где ℓ(A0, B0) >
∆ > 0. Положим A1 := A0, B1 := B0. В силу (4.7) найдется точка x0 ∈ AC(M) такая, что
ρ(x0, A1) = ρ(x0, B1) = ρ(x0,M) и B(x0, ρ(x0,M)) ⊂ B(x, r). Отсюда x0 ∈ AC(A1) ∩ AC(B1).
Как следствие, PMx0 ∩A1 6= ∅, PMx0 ∩B1 6= ∅ и, значит, множество PMx0 = PMx0 несвязно,
что противоречит тому, что множество M ℓ0P0-связно. Таким образом, M ℓ0B̊-связно. �

Хорошо известно, что замкнутое множество единственности в пространстве Ефимова—
Стечкина B̊-связно (см. [15, § 3]). Также отметим, что в симметризуемом несимметричном
пространстве Ефимова— Стечкина замкнутое множество единственности B̊-линейно связно
(см. [21, следствие 3]).

В следующем результате эти утверждения распространяются на случай не обязательно
замкнутых множеств.

Следствие 4.1. Проекционно замкнутое множество единственности в несимметрич-

ном симметризуемом пространстве Ефимова—Стечкина ℓ0B̊-связно.

5. Солнечность множеств единственности.

Аппроксимативные свойства замкнутых окрестностей множеств

В этом разделе X — линейное нормированное пространство.
Классическое понятие “солнце” было введено Н.В.Ефимовым и С.Б.Стечкиным в [3].

О п р е д е л е н и е 5.1. Пусть ∅ 6= M ⊂ X. Точка x 6∈ M называется точкой солнеч-

ности, если существует точка y ∈ PMx (называемая точкой светимости) такая, что y ∈
PM ((1 − λ)y + λx) для всех λ > 0 (это геометрически означает, что из точки y исходит (сол-
нечный) луч, проходящий через x, для каждой точки которого y является ближайшей из M).
Если все точки из K ⊂ X \ M являются точками солнечности для M , то множество M на-
зывают солнцем относительно множества K. В случае, когда K = X \ M , говорят, что
M — солнце (в классическом понимании). Если K = out(M), то мы говорим, что M — солнце.
Множество M есть чебышёвское множество относительно K, если PMx одноточечно для лю-
бой точки x ∈ K; если K = X, то говорят, что M — чебышёвское множество. Чебышёвским

солнцем называется чебышёвское множество, являющееся солнцем.
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Первоначальное определение солнца было дано Ефимовым и Стечкиным для чебышёвских
множеств. Такие множества M были автоматически замкнутыми и для них out(M) = X \M .
В этом случае солнечные лучи определялись через точки out(M). Наше определение солн-
ца относительно метрической внешности out( · ) множества есть фактически возвращение к
истокам понятия солнечности.

З а м е ч а н и е 5.1. Данное выше определение (в отличие от классического понимания
солнца) не предполагает, что M — множество существования (или, что эквивалентно, замкну-
то).

Теорема 5.1. Пусть M — выпуклое проекционно замкнутое множество. Тогда его про-

екционная граница состоит из точек светимости.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, пусть y ∈ pb(M). По определению найдется
точка x ∈ out(M) такая, что y ∈ PMx. Пусть r := ρ(x,M) > 0. Тогда B̊(x, r) ∩M . По теореме
отделимости найдется гиперплоскость, разделяющая этот шар и множество M , а, следователь-
но, разделяющая открытый опорный конус K̊(y, x) =

⋃
σ>0 B̊

(
−σy + (σ + 1)x, (σ + 1)‖x − y‖

)

и множество M (см. [2, § 5.2]). Поэтому y — точка светимости (из M и, следовательно, из M)
для x. �

О п р е д е л е н и е 5.2. Множество M называется множеством единственности, если
любая точка x имеет не более одной ближайшей в этом множестве.

Как обычно, множество называется ограниченно предкомпактным, если его пересечение с
любым замкнутым шаром предкомпактно.

Теорема 5.2. Пусть M — ограниченно предкомпактное проекционно замкнутое множе-

ство единственности. Тогда:
1) M — чебышёвское солнце (относительно out(M));
2) M — B-связное чебышёвское солнце (в классическом понимании).

Следствие 5.1. Пусть X — конечномерное пространство, M — проекционно замкнутое

множество единственности. Тогда

pbM = bdM,

т. е. проекционная граница множества M совпадает с границей его замыкания M .

В связи со следствием 5.1 отметим, что гильбертов кирпич Π в бесконечномерном про-
странстве ℓ2 (такое множество, конечно, является проекционно замкнутым множеством един-
ственности) дает пример выпуклого компакта, для которого проекционная граница не совпа-
дает с границей множества (ср. с теоремой 5.1) — точка 0 не является точкой светимости для
множества Π. Также отметим (см., например, [16, предложение 4.1]), что в конечномерном
пространстве любая граничная точка солнца (в классическом понимании) является точкой
светимости (и, значит, прикасаемой точкой множества).

Следствие 5.2. Пусть M — ограниченно предкомпактное проекционно замкнутое мно-

жество единственности в гладком пространстве X. Тогда:
1) pbM = bdM ;
2) M выпукло;
3) если X бесконечномерно, то pbM = bdM(= M) выпукло.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 5.2. В основе доказательства лежит переработанная
классическая идея В.И.Бердышева и В.Кли с использованием теоремы о неподвижной точке
(см. [22;23]). Напомним, что классическая теорема Шаудера утверждает, что в линейном нор-
мированном пространстве непрерывное отображение выпуклого множества в предкомпактное
подмножество (относительно этого множества) имеет неподвижную точку.
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Пусть M — ограниченно предкомпактное проекционно замкнутое множество единственно-
сти, x ∈ outM . Без ограничения общности считаем x = 0, ρ(x,M) = 1. Положим для краткости
M ′ := B(0, 2) ∩M , B′ := B(0, 2). Несложно проверить, что P (B) ⊂ B(0, 2) ∩M , а так как M
ограниченно предкомпактно, то множество M ′ непусто и компактно.

Если PMx 6= ∅, то, поскольку M — множество единственности, PMx состоит из одной точ-
ки; обозначим ее через y. Пусть PMx = ∅. Так как M ′ компактно и PMx ⊂ M ′, то PMx непу-
сто. По условию M проекционно замкнуто, поэтому PMx ⊂ M , откуда ∅ 6= PMx = PMx = ∅;
противоречие. Таким образом, PMx = {y} (т. е. M — чебышёвское множество относитель-
но out(M)).

Через ℓ обозначим луч, выходящий из y ∈ PMx и проходящий через x. Положим 0 < r <
‖x− y‖ и определим отображение g : B(x, r) → B(x, r) следующим образом:

g(z) = gr(z) := x+
r

‖x− PMz‖
(x− PMz) при z ∈ B(x, r) ⊂ out(M) (5.1)

(точка g(z) лежит на пересечении окружности S(x, r) с лучом, исходящим из точки x в направ-
лении от точки PMz в точку x). Так как PM (B(x, r)) ⊂ M ′, а множество M ′ предкомпактно,
то PM отображает шар B(x, r) в свою предкомпактную часть. Отображение g непрерывно,
поскольку метрическая проекция PM на M (напомним, что M — чебышёвское множество от-
носительно out(M)) непрерывна (этот факт проверяется стандартно). По теореме Шаудера о
неподвижной точке найдется точка z0 ∈ B такая, что g(z0) = z0. Из определения g вытекает,
что x лежит на отрезке, соединяющем точку z0 и ее ближайшую точку PMz0. Так как M —
чебышёвское множество на out(M), то точка PMz0 является ближайшей точкой для любой
точки из отрезка [z0, PMz0]. Но x ∈ [z0, PMz0], а ее ближайшая точка — y = PMx. Таким обра-
зом, PMz0 = y. Применяя предыдущие рассуждения (проведенные нами выше для точки x) к
точке z0, мы можем дальше сдвинуться по лучу ℓ. В итоге мы покажем, что для любой точки
w ∈ ℓ точка y — единственная ближайшая точка из M . Это доказывает утверждение 1).

Обратимся к утверждению 2). Заметим, что по доказанному выше множество PMx = PMx
одноточечно для любого x ∈ out(M). Поскольку, очевидно, out(M) = out(M), то M — ограни-
ченно компактное чебышёвское солнце. Теперь осталось воспользоваться хорошо известным
результатом В.А.Кощеева (см. [24, предложение 12; 25]), согласно которому ограниченно ком-
пактное строгое солнце (в нашем случае — множество M) B-связно. Это завершает доказа-
тельство теоремы 5.2. �

Хорошо известно, что в линейном нормированном пространстве P -ацикличное ограниченно
компактное множество является солнцем (Л.П. Власов [26]). (По поводу определения ациклич-
ного множества см., например, [2, § 10.4.2] или [16, § 6].) Множество назовем P0-ацикличным,
если для любого x ∈ out(M) множество PMx ациклично. Доказательство следующего резуль-
тата проходит по схеме из [2, теорема 10.13].

Теорема 5.3. Пусть M — ограниченно предкомпактное проекционно замкнутое P0-ацик-

личное множество. Тогда M является солнцем (относительно множества out(M)).

О п р е д е л е н и е 5.3. Пусть E ⊂ X. Мы говорим, что M — множество существования

относительно множества E, если PMx 6= ∅ для любого x ∈ E.

Положим outδ(M) := {x ∈ X | ρ(x,M) > δ}, out◦δ(M) — внутренность множества outδ(M).
Следующие две теоремы и следствия 5.3 и 5.4 восходят к хорошо известным результатам
Н.В.Ефимова и С.Б.Стечкина [3] об аппроксимативных свойствах b-расширений множеств
(см. также [2, § 10.2; 27] и [10]).

Теорема 5.4. Пусть M ⊂ X, δ > 0, outδ(M) 6= ∅, x ∈ X. Тогда следующие условия

равносильны:
1) M — множество существования относительно множества outδ(M);
2) множество Mr := M + B(x, r) — множество существования (и, значит, замкнуто)

для всех r > δ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности мы можем считать, что x = 0.
Импликация 1)⇒ 2). Пусть y /∈ Mr := M + B(0, r) (y ∈ outδ(M)) и пусть v ∈ PMy 6= ∅ —

произвольная ближайшая точка из M для y. Пусть z — точка на отрезке [y, v], находящаяся
на расстоянии r от v. Тогда z ∈ Mr. Если z /∈ PMr

y, то ‖y − z‖ > ρ(y,Mr). Но тогда B(v, r) ∩
B(y, ρ(y,M)− r) = ∅, поскольку

ρ(y,Mr) = ρ(y,M)− r. (5.2)

Поэтому z ∈ PMr
y, т. е. Mr — множество существования.

2)⇒ 1). По условию M r = Mr для всех r > δ. Для любой точки y ∈ outδ M найдется r0 > δ
такое, что y ∈ bdMr0 ⊂ Mr0 (bdN — граница множества N). Тогда ρ(y,M) = r0 и y ∈ B(z, r0),
где z — некоторая точка из M . Поэтому z ∈ PMy. �

Утверждение ниже доказывается аналогично.

Теорема 5.5. Пусть M ⊂ X, δ > 0, out◦δ(M) 6= ∅, x ∈ X. Тогда следующие условия

равносильны:
1) M — множество существования относительно множества out◦δ(M);
2) множество Mr := M + B(x, r) — множество существования (и значит, замкнуто)

для всех r > δ.

Из теоремы 5.4 вытекает

Следствие 5.3. Пусть M ⊂ X, out(M) 6= ∅, x ∈ X. Тогда следующие условия равносиль-

ны:
1) M — множество существования относительно out(M);
2) множество Mr := M +B(x, r) замкнуто для любого r > 0;
3) M — множество существования;
4) Mr := M +B(x, r) — множество существования для любого r > 0;
5) проекционная граница множества Mr := M + B(x, r) совпадает с границей множе-

ства Mr для любого r > 0.

О п р е д е л е н и е 5.4. Множество M назовем аппроксимативно предкомпактным, ес-
ли для любого x ∈ X из любой минимизирующей последовательности из M для x можно
выделить сходящуюся подпоследовательность (к точке из X).

Если множество M аппроксимативно предкомпактно, то M — аппроксимативно компактно
(и, следовательно, является множеством существования), поэтому из следствия 5.3 получается
следующий результат.

Следствие 5.4. Если M аппроксимативно предкомпактно (в частности, M ограниченно

предкомпактно) и проекционно замкнуто, то для любых r > 0 и x ∈ X множество Mr :=
M +B(x, r) является множеством существования.

Линейное нормированное пространство X лежит в классе2 (CMLUR), если из условий
(xn), (yn) ⊂ S и (xn + yn)/2 сходится к некоторой точке из единичной сферы; отсюда следует,
что (xn) содержит сходящуюся подпоследовательность (см. [10]). В [10, теорема 6.2] показано, в
частности, что X ∈ (CMLUR), если и только если для каждого аппроксимативно компактного
множества K множество K +B(x, r) аппроксимативно компактно для любых (для некоторых)
x ∈ X, r > 0.

Следствие 5.5. Следующие условия эквивалентны:
1) X ∈ (CMLUR);
2) для каждого аппроксимативно предкомпактного проекционно замкнутого множе-

ства M множество M + B(x, r) аппроксимативно компактно для любых (для некоторых)
x ∈ X, r > 0.

2CMLUR — сокращение от англ. “compactly midpoint locally uniformly rotund”.
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Следующий результат расширяет теорему о строении множеств с внешним чебышёвским
слоем в конечномерных пространствах (а значит, с солнечным слоем) из работы [28] на случай
не обязательно конечномерных пространств и не обязательно замкнутых множеств. Также в
теореме 5.6 обобщается один результат Н.В.Ефимова и С.Б.Стечкина [3] о b-расширениях
множеств (и, в частности, солнц); см. также [2, § 10.2].

Теорема 5.6. Пусть δ > 0, w ∈ X.

I. Если M — солнце относительно out◦δ(M), то для любого r > δ множество Mr :=
M +B(w, r) — солнце (в классическом понимании).

II. Если при любом r > δ множество Mr := M + B(w, r) — чебышёвское солнце (в клас-

сическом понимании), то M — чебышёвское солнце относительно out◦δ(M).

З а м е ч а н и е 5.2. В п. I теоремы 5.6 множество M может быть несвязным даже на
нормированной плоскости (например, M — двоеточие на плоскости ℓ∞2 ).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 5.6. Достаточно рассмотреть случай w = 0.

I. По теореме 5.4 множество Mr является множеством существования. Пусть x /∈ Mr. Тогда,
конечно, x ∈ out◦r(M). Пусть y ∈ PMx — точка светимости из M для x и пусть yr ∈ (y, x),
‖y − yr‖ = r. Ясно, что yr ∈ Mr. В силу (5.2) yr ∈ PMr

x. Окончательно, так как y — точка
светимости из M для x, то yr — точка светимости из Mr для x.

II. Пусть Mr := M +B(0, r) — чебышёвское солнце (в классическом понимании) для любого
r > δ. Соответственно, пусть x ∈ out◦δ(M). По условию множество PMδ

x одноточечно. Пусть
PMδ

x = {x0}, при этом x0 ∈ bdMδ ⊂ Mδ, поскольку множество Mδ замкнуто. Отсюда следует,
что ρ(x0,M) = δ. Тогда существует точка y0 ∈ M такая, что x0 ∈ S(y0, δ). Поэтому y0 ∈ PMx0.
Пусть ℓ — луч, выходящий из x0 и проходящий через x, при этом PMδ

z = {y0} для любого z ∈ ℓ.
Луч ℓ является частью луча ℓy0x0

, исходящего из y0 и проходящего через x0. Действительно,
y0 ∈ PMx ввиду (5.2) при r = δ, и если бы ℓy0x0

6⊃ ℓ, то в силу строгой выпуклости X мы бы
имели

δ + ρ(x,Mδ) = δ + ‖x0 − x‖ = ‖y0 − x0‖+ ‖x0 − x‖ > ‖y0 − x‖ = ρ(x,M) = δ + ρ(x,Mδ);

противоречие. Таким образом ℓy0x0
⊃ ℓ, поэтому ввиду строгой выпуклости M — чебышёвское

солнце относительно out◦δ(M). �

Напомним, что если M — множество существования, то множество {x | ρ(x,M) 6 r}, r > 0
(r-расширение множества M) совпадает с замкнутой окрестностью M + B(0, r). Следующий
результат получен Н.В.Ефимовым и С.Б.Стечкиным и независимо Л.П.Власовым (см., на-
пример, [29]): любое r-расширение (r > 0) всякого чебышёвского множества M в линейном
нормированном пространстве является чебышёвским, если и только если пространство строго
выпукло. Отсюда и из теоремы 5.4 получаем

Теорема 5.7. Пусть δ > 0, w ∈ X. Тогда следующие условия эквивалентны:
1) X строго выпукло;
2) M ⊂ X — чебышёвское солнце относительно out◦δ(M) если и только если Mr :=

M +B(w, r) — чебышёвское солнце (в классическом понимании) для любого r > δ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай w = 0.
1)⇒ 2) По п. I теоремы 5.6, если M — чебышёвское солнце относительно out◦δ(M), то Mr —

солнце, а в случае строго выпуклого пространства — чебышёвское солнце.
Для импликации 2)⇒ 1) достаточно рассмотреть в качестве множества M одноточечное

множество {0}. Тогда Mr = B(0, r) — такое множество является солнцем, а чебышёвским —
если и только если X строго выпукло. �
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