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1. Введение

Одна из наиболее эффективно применяемых теорем топологии —это теорема Бэра о кате-
гории. С помощью теоремы Бэра о категории доказывается, например, что каждый n-мерный
метризуемый компакт можно гомеоморфно вложить в (2n + 1)-мерное евклидово пространство
(теорема Нёбелинга — Понтрягина [1]), что существует непрерывная функция, определенная
на отрезке, ни в одной точке не дифференцируемая, что даже таких непрерывных функ-
ций на отрезке в определенном смысле большинство и так далее [2]. Несомненно, принципы,
связанные с полнотой пространств отображений, относятся к числу важнейших положений
математики.

Напомним, что пространство — первой категории (или первой категории Бэра), если оно
может быть представлено как счетное объединение нигде не плотных замкнутых множеств.
Если пространство не относится к первой категории, то говорят, что оно второй категории.

Топологическое пространство X называют бэровским (или имеет свойство Бэра), если
на X верна теорема Бэра о категории: пересечение любой последовательности открытых
всюду плотных подмножеств X всюду плотно в X. Очевидно, что если X является бэров-
ским, то X — второй категории. Обратная импликация, вообще говоря, неверна. Однако она
верна для любого однородного топологического пространства X (см. [3, теорему 2.3]).

Вопрос характеризации свойства Бэра для некоторого функционального пространства мо-
жет быть достаточно нетривиальным. Так, для пространства Cp(X,R) — множества C(X,R)
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всех непрерывных вещественнозначных функций, определенных на тихоновском простран-
стве X, которое наделено топологией поточечной сходимости, этот вопрос был долгое время
открыт и позже полностью решен независимо Пыткеевым [4], Ткачуком [5] и ван Доу [6].

Теорема 1.1 (Пыткеев— Ткачук— ван Доу). Пространство Cp(X,R) — бэровское тогда
и только тогда, когда каждая дизъюнкная последовательность непустых конечных подмно-
жеств пространства X имеет сильно дискретную подпоследовательность.

Естественное обобщение пространства Cp(X,R) — это пространство Bα(X,R) всех бэров-
ских функций класса α (где α — счетный ординал), определенных на тихоновском простран-
стве X, наделенном топологией p поточечной сходимости.

К числу интересных проблем для пространств бэровских функций относится проблема
Банаха — Габрильяна в [7, Problem 1.1]): Пусть α — счетный ординал. Охарактеризовать
топологические пространства X и Y , для которых функциональное пространство Bα(X,Y )
является бэровским.

Заметим, что в работе [7, Corollary 4.2] было доказано, что Bα(X,R) — бэровское для
любого пространства X и каждого счетного ординала α ≥ 2.

Таким образом, были получены характеризации свойства Бэра для пространства Cp(X,R)
и для Bα(X,R), где α > 1. Вопрос для α = 1 оказался достаточно сложным и только спустя
некоторое время был полностью решен в [8, Theorem 3.7]. Таким образом, проблема Банаха —
Габрильяна решена для всех вещественнозначных бэровских функций.

Для общего случая, т. е. когда рассматривается пространство Bα(X,Y ) в плане всевоз-
можных топологических пространств Y , некоторые свойства пространства Bα(X,Y ) могут
значительно отличаться от свойств Bα(X,R). Например, если X связно и Y = {0, 1}, то про-
странство Bα(X,Y ) достаточно тривиально (состоит всего из двух точек); если Y = [0, 1], то
пространство Bα(X,Y ) (в отличие от Bα(X,R)) не является топологически однородным и так
далее.

В этой работе мы исследуем свойства Бэра и Шоке для пространства K1(X,Y ) — пер-
вого функционального класса Лебега отображений, где X — тихоновское пространство, а
Y ∈ {R, [0, 1], {0, 1}}. Это достаточно естественно в свете проблемы Банаха — Габрильяна,
так как B1(X,Y ) ⊆ K1(X,Y ) для любого тихоновского пространства X и совершенно нор-
мального пространства Y . В частности, K1(X,R) = B1(X,R), K1(X, [0, 1]) = B1(X, [0, 1]) для
любого тихоновского пространства X и B1(X, {0, 1}) = K1(X, {0, 1}) для любого нульмерного
пространства X.

2. Основные определения и обозначения

Напомним, что нуль-множеством называют подмножество A пространства X, если
A = f−1(0) для некоторой f ∈ C(X,R). Подмножество A пространства X называют функцио-
нально открытым (или ко-нуль) множеством, если X \A — нуль-множество. Подмножество B
пространства X называют Zerσ-множеством, если B представимо в виде счетного объедине-
ния нуль-множеств. Дополнение до Zerσ-множества называют Cozδ-множеством. Ясно, что
любое Cozδ-множество есть пересечение счетного числа функционально открытых множеств.

Для топологических пространств X и Y мы обозначаем через Cp(X,Y ) множество C(X,Y )
всех непрерывных функций из X в Y , наделенное топологией поточечной сходимости. Функ-
цию f : X → Y из топологического пространства X в топологическое пространство Y назы-
вают функцией Бэра 1-го класса (или функцией первого бэровского класса), если f является
поточечным пределом последовательности {fn : n ∈ N} ⊂ C(X,Y ). Пусть B1(X,Y ) обозначает
множество всех функций Бэра 1-го класса на топологическом пространстве X в топологиче-
ское пространство Y , наделенное топологией поточечной сходимости.

Для каждого счетного ординала α пусть Bα(X,Y ) — множество всех функций f : X → Y ,
которые являются поточечным пределом последовательности {fn : n ∈ N} ⊂ Cp(X,Y ) ∪
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⋃
β<α

Bβ(X,Y ). Для α = ω1 пусть B(X,Y ) = Bω1
(X,Y ) =

⋃
β<ω1

Bβ(X,Y ) — пространство всех

бэровских функций на топологическом пространстве X в топологическое пространство Y , на-
деленное топологией поточечной сходимости.

Через Bst
1 (X,Y ) мы будем обозначать множество стабилизирующих бэровских отображе-

ний первого класса, т. е. f ∈ Bst
1 (X,Y ) тогда и только тогда, когда существует последователь-

ность {fn : n ∈ N} ⊂ C(X,Y ) такая, что для каждого x ∈ X существует n′ ∈ N, с учетом
которого f(x) = fn(x) для всех n > n′.

Для топологических пространств X и Y мы обозначаем через K1(X,Y ) множество всех
функций из X в Y таких, что для любого функционально открытого множества U ⊆ Y про-
образ f−1(U) является Zerσ-множеством пространства X. Функцию f ∈ K1(X,Y ) называют
функцией первого функционального класса Лебега. Заметим, что B1(X,Y ) ⊆ K1(X,Y ) для
произвольного X и совершенно нормального пространства Y .

Выполняется следующая характеристика: f ∈ B1(X,R) тогда и только тогда, когда для лю-
бого открытого множества U ⊆ R прообраз f−1(U) является Zerσ-множеством пространства X
(см. [9, Exercise 3.A.1]). Таким образом, непосредственно получаем, что B1(X,R) = K1(X,R).

Отметим, что для любых топологических пространств X и совершенно нормального про-
странства Y справедливо C(X,Y ) ⊆ Bst

1 (X,Y ) ⊆ B1(X,Y ) ⊆ K1(X,Y ).

Семейство {Aα : α ∈ κ} подмножеств пространства X называют точечно-конечным, если
для каждого x ∈ X множество {α ∈ κ : x ∈ Aα} конечно.

Семейство {Aα : α ∈ κ} подмножеств пространства X называют сильно точечно-конечным,
если для каждого α ∈ κ существует открытое множество Uα пространства X такое, что
Aα ⊂ Uα и семейство {Uα : α ∈ κ} точечно-конечно.

Пространство X обладает свойством (κ), если каждая попарно дизъюнктная последо-
вательнасть конечных подмножеств пространства X имеет сильно точечно-конечную подпо-
следовательность. Заметим, что свойство (κ) пространства характеризуется свойством про-
странства Cp(X,R). А именно, X обладает свойством (κ) тогда и только тогда, когда Cp(X,R)
обладает свойством κ-Фреше-Урысона [10].

Множество A ⊆ X называют сильно Cozδ-дизьюнктным (сильно Gδ-дизьюнктным), если
существует попарно дизъюнктный набор {Fa : Fa — Cozδ-окрестность (Gδ-окрестность) точ-
ки a, a ∈ A} такой, что {Fa : a ∈ A} является полной Cozδ-аддитивной системой (полной
Gδ-аддитивной системой), т. е.

⋃
b∈B

Fb ∈ Cozδ (Gδ) для каждого B ⊆ A.

Дизъюнктная последовательность {∆n : n ∈ N} конечных множеств называется силь-
но Cozδ-дизъюнктной, если множество

⋃
{∆n : n ∈ N} сильно Cozδ-дизъюнктное (см. [8,

Definition 3.1]).

Дизъюнктная последовательность {∆n : n ∈ N} конечных множеств называется сильно
Gδ-дизъюнктной, если множество

⋃
{∆n : n ∈ N} является сильно Gδ-дизъюнктным.

Семейство G подмножеств пространства X называется дискретным, если каждая точка
пространства X имеет окрестность, которая пересекает лишь конечное число элементов из се-
мейства G, и G называется сильно дискретным, если для каждого G ∈ G существует открытое
множесто UG ⊇ G такое, что {UG : G ∈ G} — дискретное семейство.

Пространство X обладает ∆1-свойством [11], если для любой дизъюнктной последова-
тельности {An : n ∈ N} счетных подмножеств X существует точечно-конечное семейство
{Un : n ∈ N} открытых подмножеств X такое, что An ⊂ Un для каждого n ∈ N. Пространства
с ∆1-свойством называют ∆1-пространствами.

В этой работе мы рассматриваем пространства отображений, определенных на бесконечном
тихоновском пространстве X. Это формальное ограничение (как для пространства непре-
рывных функций, так и для бэровских функций), поскольку для любого топологического
пространства X мы можем применить функтор Тихонова (тихоновский функтор), получив
тихоновское пространство Xτ с тем же запасом непрерывных и, следовательно, бэровских
функций. Отметим, что, например, для множества борелевских функций это не так.
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3. Основные результаты

3.1. Свойство Бэра для B1(X,R), Bst
1 (X,R) и Bst

1 (X, [0, 1])

В работе [8] была доказана

Теорема 3.1 [8, теорема 3.7]. Для любого пространства X следующие условия эквива-
лентны.

1. B1(X,R) является бэровским.
2. Каждая дизъюнктная последовательность непустых конечных подмножеств прост-

ранства X имеет сильно Cozδ-дизъюнктную подпоследовательность.

Следующая теорема значительно расширяет этот результат и показывает, что бэровость
пространств B1(X,R) и Bst

1 (X,R) может быть охарактеризована через более привычное поня-
тие — через Gδ-множества пространства X.

Теорема 3.2. Для любого пространства X, следующие условия эквивалентны.

1. B1(X,R) — бэровское пространство.
2. Bst

1 (X,R) — бэровское пространство.
3. Bst

1 (X, [0, 1]) — бэровское пространство.
4. X обладает свойством (κ).
5. Каждая дизъюнктная последовательность непустых конечных подмножеств прост-

ранства X имеет сильно Gδ-дизъюнктную подпоследовательность.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) ⇔ (2). Эквивалентность установлена в работе в [12,
Theorem 1.4].

(2) ⇒ (3). Так как пространство Bst
1 (X,R) гомеоморфно плотному подпростран-

ству Bst
1 (X, (0, 1)) пространства Bst

1 (X, [0, 1]), то получаем, что если пространство Bst
1 (X,R)

бэровское, то и пространство Bst
1 (X, [0, 1]) является бэровским.

(3) ⇒ (4). Пусть ∆ = {∆n : n ∈ N} — дизъюнктная последовательность конечных под-
множеств ∆n ⊂ X. Пусть {(ak, bk) : k ∈ N} — дизъюнктная система интервалов такая, что
1

k
∈ (ak, bk), ak > 0, bk < 1 для каждого натурального k > 1.

Для каждого натурального k > 1 определим множество

Dk =
{
f ∈ Bst

1 (X, [0, 1]) : существует ∆n ∈ ∆ такое, что f(∆n) ⊂ (ak, bk)
}
.

Ясно, что Dk — открытое всюду плотное подмножество Bst
1 (X, [0, 1]) для каждого k > 1.

Пусть D1 = Bst
1 (X, [0, 1]). В силу бэровости пространства Bst

1 (X, [0, 1]) существует h ∈
⋂
k∈N

Dk.

Тем самым существует подпоследовательность {∆nk
: k ∈ N} последовательности ∆ такая,

что h(∆nk
) ⊂ (ak, bk) для каждого k ∈ N. По теореме 3.2 из работы [13] существует система

{Fi : i ∈ N} нуль-множеств пространстваX такая, что Fi ⊂ Fi+1, X =
⋃
i∈N

Fi и h ↾ Fi непрерывна

на Fi для каждого i ∈ N. Для каждого k ∈ N существует Fik такое, что ∆nk
⊆ Fik .

Рассмотрим семейство множеств {Wk : k ∈ N}, где Wk = (X \ Fik) ∪ (h−1((0, bk))) для
каждого k ∈ N. Так как h ↾ Fik непрерывна на Fik множество h−1((0, bk)) ∩ Fik — открытое
подмножество в пространстве Fik . Тогда существует открытое множество Uk в пространстве X
такое, что Uk ∩ Fik = h−1((0, bk)) ∩ Fik . Но тогда множество Wk можно представить как Wk =
(X \ Fik) ∪ Uk. Отсюда следует, что Wk — открытое множество в пространстве X и ∆nk

⊂Wk

для каждого k ∈ N. Так как
⋂
k∈N

(0, bk) = ∅ и X =
⋃
k∈N

Fik , получаем, что семейство {Wk : k ∈ N}

точечно-конечно.
(4) ⇒ (5). Пусть {Fi : i ∈ N} — дизъюнктная последовательность непустых подмножеств

пространства X. Так как X обладает свойством (κ), последовательность {Fi : i ∈ N} имеет
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сильно точечно-конечную подпоследовательность {Fik : k ∈ N}, т. е. для каждого k ∈ N суще-
ствует открытое множество Uk такое, что Fik ⊂ Uk и семейство {Uk : k ∈ N} точечно-конечно.

Поскольку пространство X является тихоновским, для каждой пары x, y ∈
⋃
k∈N

Fik (x 6= y)

существует непрерывная функция fxy : X → [0, 1] такая, что fxy(x) = 0 и fxy(y) = 1. Для
каждого k ∈ N существует непрерывная функция fk : X → [0, 1] такая, что fk(Fik) ⊆ {0} и
fk(X \ Uk) ⊆ {1}. Пусть S =

⋃
k∈N

Fik .

Для k ∈ N и x ∈ Fik обозначим

Sx =
(⋂

{f−1
yx (1) : y ∈ S \ {x}}

)
∩
(⋂

{f−1
xy (0) : y ∈ S \ {x}}

)
∩ f−1

k (0)

и Ak =
⋃
{Sx : x ∈ Fik}.

Так как Fik конечно, то Ak — нуль-множество и Fik ⊆ Ak ⊆ Uk для каждого k ∈ N.

Для каждого k ∈ N мы рассмотрим семейство {Wk,j : j ∈ N} функционально-открытых
множеств пространства X такое, что Ak =

⋂
{Wk,j : j ∈ N}, Wk,j+1 ⊂ Wk,j и Wk,1 ⊂ Uk для

любого j, k ∈ N.

Рассмотрим множество A =
⋂
j∈N

⋃
k∈N

Wk,j. Заметим, что
⋃
k∈N

Ak ⊆ A.

Проверим, что A ⊆
⋃
k∈N

Ak. Пусть x 6∈
⋃
k∈N

Ak. Тогда множество {k : x ∈ Uk} конечно.

Пусть {k1, . . . , km} = {k : x ∈ Uk}. Для каждого s ∈ {1, . . . ,m} существует js ∈ N такое, что
x 6∈ Wks,js . Обозначим l = max{js : s ∈ {1, . . . ,m}}. Тогда x 6∈ Wk,l для каждого k ∈ N и,
следовательно, x 6∈ A. Тем самым A ⊆

⋃
k∈N

Ak. Таким образом, A =
⋃
k∈N

Ak — Cozδ-множество

в пространстве X.

Пусть C ⊂ S. Так как
⋃

x∈S\C

Sx есть Zerσ-множество, то
⋃
x∈C

Sx = A \ (
⋃

x∈S\C

Sx) является

Cozδ-множеством пространства X.

Отсюда следует, что семейство {Sx : x ∈
⋃
k∈N

Fik} нуль-множеств пространства X является

дизъюнктным и вполне Cozδ-аддитивным.

(5) ⇒ (1). Применяя теорему 3.1, достаточно доказать, что любое счетное сильно Gδ-ди-
зъюнктное множество является сильно Cozδ-дизъюнктным.

Пусть множество A = {ai : i ∈ N} — сильно Gδ-дизъюнктное множество, т. е. существует
дизъюнктное семейство {Ua : a ∈ A} Gδ-окрестностей точек a ∈ A такое, что для каждого
B ⊂ A множество

⋃
{Ua : a ∈ B} является Gδ-множеством в пространстве X.

Для каждого a ∈ A рассмотрим нуль-множество Fa такое, что a ∈ Fa ⊆ Ua. Проверим, что⋃
{Fa : a ∈ B} есть Gδ множество в X для каждого B ⊆ A. Фиксируем B ⊂ A.

Пусть b ∈ B. Так как Fb является Gδ-множеством и
⋃
{Us : s ∈ B \ {b}} — Gδ-множество

в пространстве X, то
⋃
{Us : s ∈ B \ {b}} ∪ Fb — Gδ-множество в X и, следовательно, множе-

ство Sb = X \ (
⋃
{Us : s ∈ B \ {b}} ∪ Fb) является Fσ-множеством в X. Отсюда следует, что

множество S =
⋃
{Sb : b ∈ B} является Fσ и

⋃
{Fa : a ∈ B} = X \ S является Gδ.

Пусть
⋃
{Fa : a ∈ A} =

⋂
{Wi : i ∈ N}, где Wi — открытые множества в X. Поскольку

X — тихоновское пространство, для каждой точки a ∈ A и i ∈ N существует функционально
открытое множество Va,i такое, что a ∈ Va,i ⊆Wi. Тогда функционально открытое множество
Vi =

⋃
{Va,i : a ∈ A} такое, что A ⊆ Vi ⊂Wi. Пусть V =

⋂
{Vi : i ∈ N}.

Подчеркнем, что A ⊆ V ⊆
⋃
{Fa : a ∈ A}. Пусть Qa = V ∩ Fa для каждого a ∈ A. Заметим,

что {Qa : a ∈ A} является полной Cozδ-аддитивной системой. Действительно, пусть B ⊂ A.
Тогда

⋃
{Qa : a ∈ B} = V \

⋃
{Fa : a ∈ A \B} есть Cozδ-множество в X.

Таким образом, A является сильно Cozδ-дизъюнктным множеством.
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3.2. Свойство Бэра для B1(X, [0, 1]) и K1(X, 2)

Как мы уже отмечали во введении, вторая категория и свойство Бэра совпадают в классе
однородных топологических пространств, в частности в классе топологических групп, напри-
мер, таких, как B1(X,R) или K1(X,2). Однако пространство B1(X, [0, 1]) не является одно-
родным и тем самым мы не можем ссылаться на утверждения для однородных пространств.
Впрочем, для пространства B1(X, [0, 1]) бэровость и вторая категория также совпадают. Для
обоснования этого факта мы воспользуемся идеей Е.А.Резниченко о плотности орбиты неко-
торой точки, реализуемой для пространства Cp(X, [0, 1]) в [14, утверждения 3.1, 3.2].

Для любого топологического пространства X пусть G = Aut(X) — группа автогомеомор-
физмов X и Gx = {g(x) : g ∈ G} — множество орбит для каждого x ∈ X.

Предложение 3.1 [14, Propositions 3.1]. Пусть X — второй категории и Gx = X для
некоторого x ∈ X. Тогда X — пространство со свойством Бэра.

Предложение 3.2. Пусть X = B1(Y, [0, 1]), f ≡
1

2
, G = Aut(X). Тогда Gf = X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть R̃ = {−∞} ∪ R ∪ {+∞}. Ясно, что R̃ гомеоморфно [0, 1].
Для каждого α ∈ R мы определяем fα : R̃ → R̃ следующим образом:

fα(x) :=





+∞ для x = +∞,

x+ α для x ∈ R,

−∞ для x = −∞.

Заметим, что fα — непрерывная функция.
Для каждого g ∈ B1(Y,R) мы определяем ϕg : X → X (X = B1(Y, R̃)) как ϕg(h)(x) =

fg(x)(h(x)). Пусть G∗ = {ϕg : g ∈ B1(Y,R)} ⊂ G. Тогда G∗f = B1(Y,R) — всюду плотное

подмножество пространства B1(Y, R̃)).
Итак, исходя из результатов предложений 3.1 и 3.2, приходим к выводу, что если

B1(X, [0, 1]) — пространство второй категории, то оно бэровское.
Множества A и B будем называть CZ-отделимыми, если существует CZ-множество C

в пространстве X такое, что A ⊆ C и B ⊆ X \ C. Другими словами, множества A и B
CZ-отделимы, если существует f ∈ K1(X,2) такая, что f(A) = {0} и f(B) = {1}.

В работе [15, теорема 1] была получена следующая характеристика свойства Бэра для
пространства K1(X,2).

Теорема 3.3. Пусть X — топологическое пространство. Тогда следующие утверждения
эквивалентны.

1. K1(X,2) — бэровское пространство.
2. Всякая дизъюнктная последовательность конечных подмножеств ∆n ⊂ X, ∆n =

An ∪ Bn, An ∩ Bn = ∅, n ∈ N, содержит подпоследовательность {∆nk
: k ∈ N} такую,

что множества
∞⋃
k=1

Ank
и

∞⋃
k=1

Bnk
CZ-отделимы.

О п р е д е л е н и е 1. Пространство X будем называть обладающим свойством (κ2),
если для всякой дизъюнктной последовательности конечных подмножеств ∆n ⊂ X, ∆n =
An ∪ Bn, An ∩ Bn = ∅, n ∈ N существует подпоследовательность {∆nk

: k ∈ N} такая, что

множества A′ =
∞⋃
k=1

Ank
и B′ =

∞⋃
k=1

Bnk
Gδ-отделены, т. е. существуют Gδ-множества U и V

такие, что U ∩ V = ∅, A′ ⊂ U и B′ ⊂ V.

Покажем, что бэровость пространства B1(X, [0, 1]) эквивалентна бэровости простран-
ства K1(X,2), а также получим характеристику свойства Бэра для этих пространств без по-
нятия Cozδ-множества.
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Теорема 3.4. Пусть X — топологическое пространство. Тогда следующие утверждения
эквивалентны.

1. B1(X, [0, 1]) — бэровское пространство.
2. K1(X,2) — бэровское пространство.
3. X обладает свойством (κ2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) ⇒ (2). Пусть {∆n : n ∈ N} — дизъюнктная последователь-
ность конечных подмножеств ∆n ⊂ X, ∆n = An ∪ Bn, An ∩ Bn = ∅, n ∈ N. Для каждого
m ∈ N рассмотрим множество

Fm =
{
f ∈ B1(X, [0, 1]) :

∑

x∈An

f(x)−
∑

x∈Bn

f(x) ≤ |An| −
1

3
для всех n ≥ m

}
.

Заметим, что множество Fm (для каждого m ∈ N) является замкнутым и нигде не плотным
в пространстве B1(X, [0, 1]).

Поскольку пространство B1(X, [0, 1]) обладает свойством Бэра, B1(X, [0, 1]) 6=
⋃∞

m=1 Fm.
Таким образом, существует f ∈ B1(X, [0, 1]) \

⋃∞
m=1 Fm. А это значит, что существует после-

довательность {nk : k ∈ N} такая, что

∑

x∈Ank

f(x)−
∑

x∈Bnk

f(x) > |Ank
| −

1

3

для каждого k ∈ N. Пусть A =
∞⋃
k=1

Ank
и B =

∞⋃
k=1

Bnk
. Тогда

f
( ∞⋃

k=1

Ank

)
⊆

[1
2
, 1
]

и f
( ∞⋃

k=1

Bnk

)
⊆

[
0,

1

3

]
.

Положим C1 = f−1
([

0,
1

3

])
и C2 = f−1

([1
2
, 1
])

. Заметим, что C1 и C2 являются непересе-

кающимися Cozδ-множествами в X и при этом справедливы соотношения A ⊆ C2 и B ⊆ C1. В
этом случае по теореме 2 в [16, § 30] существует CZ-множество C такое, что A ⊂ C ⊂ (X \B).
Тогда по теореме 3.3 пространство K1(X,2) — со свойством Бэра.

(2) ⇒ (1). Заметим, что если K1(X,2) — бэровское пространство, то (K1(X,2))
ω явля-

ется бэровским. Получаем, что K1(X,2
ω) = (K1(X,2))

ω есть бэровское пространство. Пусть
ϕ : 2ω → [0, 1] — непрерывное сюръективное неприводимое отображение канторового совер-
шенного множества 2ω на метрический компакт [0, 1]. В силу леммы 3.15 в [14] пространство
B1(X, [0, 1]) является бэровским.

(2) ⇒ (3). Очевидно вследствие теоремы 3.3 и определения 1 свойства (κ2).
(3) ⇒ (2). Эта импликация будет следовать из теоремы 3.3 и утверждения, что если два

счетных множества Gδ-отделимы, то они отделимы CZ-множеством. Докажем это утвержде-
ние.

Пусть A и B есть счетные Gδ-отделимые подмножества X, т. е. существуют Gδ множе-
ства P и R такие, что P ∩R = ∅, A ⊂ P и B ⊂ R. Пусть (Un)n и (Vn)n — семейства открытых
множеств такие, что P =

⋂
n Un, R =

⋂
n Vn.

Фиксируем n ∈ N. Пространство X является тихоновским, поэтому для каждого a ∈ A
существует функционально-открытое множество Wa такое, что a ∈ Wa ⊂ Un. Пусть U ′

n =⋃
{Wa : a ∈ A}. Поскольку A счетно, то U ′

n — функционально открытое множество. Заметим,
что A ⊂ U ′

n ⊂ Un. Аналогично существует функционально-открытое множество V ′
n такое, что

B ⊂ V ′
n ⊂ Vn.

Пусть F = {X \ U ′
n,X \ V ′

n : n ∈ N}. Счетное семейство F = {Fn : n ∈ N} нуль-множеств
является покрытием пространства X. Для семейства F выполняется: если F ∈ F , тогда A ∩
F = ∅ или B ∩ F = ∅.
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Рассмотрим Pn = Fn \
⋃

i<n Fi для каждого n ∈ N. Обозначим P = {Pn : n ∈ N}. Заметим,
что P — счетное разбиение пространства X, состоящее из Zerσ-множеств, и при этом P вписано
в F , т. е. Pn ⊂ Fn для каждого n ∈ N.

Тогда A ∩ P = ∅ или B ∩ P = ∅ для каждого P ∈ P. Пусть Q =
⋃
{P ∈ P : P ∩A 6= ∅}. В

этом случае A ⊂ Q, B ⊂ X \Q и Q является CZ-множеством в X.

Ясно, что если пространство B1(X) является бэровским, то из этого следует: простран-
ство B1(X, [0, 1]) также бэровское.

Заметим, что существует счетно компактное пространство X такое, что Cp(X, [0, 1]) есть
бэровское пространство, но Cp(X,R) не является бэровским (S286 в [17]). С другой стороны,
для пространств Bst

1 (X,R) и Bst
1 (X, [0, 1]) свойство Бэра выполняется одновременно.

Возникает естественный вопрос о существовании такого пространства X, что B1(X, [0, 1])
есть бэровское пространство, а B1(X,R) нет. Соответственно мы формулируем следующий
вопрос.

В о п р о с 1. Существует ли пример тихоновского пространства X, обладающего свой-
ством (κ2), но не обладающего свойством (κ)?

3.3. Свойство Шоке и псевдополнота для B1(X,R)

Свойство Бэра и свойство 1-й категории имеют двойственные характеризации через нали-
чие (или отсутствие) стратегии игроков в топологической игре Банаха — Мазура [18].

Игра GI(X) начинается первым (I) игроком; он выбирает непустое открытое множество
V0 ⊆ X. Затем второй (II) игрок выбирает непустое открытое множество V1 ⊆ V0.

На n-шаге игрок I выбирает непустое открытое множество V2n ⊆ V2n−1, и затем игрок II

выбирает непустое открытое множество V2n+1 ⊆ V2n.

Игрок I побеждает в игре GI(X), если
⋂
n∈ω

Vn = ∅. Иначе выигрывает игрок II.

Игра GII(X) отличается от игры GI(X) порядком ходов игроков. Игру GII(X) начинает
игрок II, выбирая непустое открытое множество V0 ⊆ X. Затем игрок I выбирает непустое
открытое множество V1 ⊆ V0. На n-шаге игрок II выбирает непустое открытое множество
V2n ⊆ V2n−1, и затем игрок I выбирает непустое открытое множество V2n+1 ⊆ V2n. Игрок I

побеждает в игре GII(X), если
⋂
n∈ω

Vn = ∅. Иначе выигрывает игрок II в игре GII(X).

Следующую характеризацию свойства Бэра и свойства первой категории можно найти в
работе [18].

Теорема 3.5 (Дж. Окстоби, [18]). Топологическое пространство X является простран-
ством.

1. Первой категории тогда и только тогда, когда игрок I имеет выигрышную стратегию
в игре GII(X).

2. Бэровским тогда и только тогда, когда игрок I не имеет выигрышной стратегии в
игре GI(X).

О п р е д е л е н и е 2. Топологическое пространство X называется пространством Шо-
ке (или обладающим свойством Шоке), если игрок II имеет выигрышную стратегию в иг-
ре GI(X).

Ясно, что любое пространство Шоке является пространством со свойством Бэра. Также
заметим, что если пространство X содержит всюду плотное подмножество Y , которое является
пространством Шоке, то и само X — пространство Шоке.

Последовательность {Cn : n ∈ N} называется псевдополной, если для любого семейства
{Un : n ∈ N}, в котором Un+1 ⊆ Un и Un ∈ Cn, для каждого n ∈ N мы получаем, что⋂
{Un : n ∈ N} 6= ∅. Пространство X называют псевдополным, если существует псевдопол-

ная последовательнасть {Bn : n ∈ N} π-баз пространства X.



208 А.В.Осипов

Хорошо известно, что любое псевдополное пространство является бэровским и любое пол-
ное по Чеху пространство — псевдополное. Заметим, что если X имеет всюду плотное псев-
дополное подпространство (в частности, если X имеет всюду плотное полное по Чеху попро-
странство) тогда X есть псевдополное пространство [17, с. 47].

В работе [8, теорема 4.5] был получен следующий критерий.

Теорема 3.6. Для пространства X следующие условия эквивалентны.
1. B1(X,R) — пространство Шоке.
2. B1(X,R) — псевдополное пространство.
3. B1(X,R) является Gδ-плотным подмножеством в R

X .
4. Каждое счетное подмножество X является сильно Cozδ-дизъюнктным.

Семейство F ⊆ Y X отображений из множества X в множество Y называют ω-полным
вЁY X , если каждое отображение f : Z → Y , определенное на любом счетном множестве
Z ⊆ X, имеет продолжение f̃ ∈ F на все множество X.

Множество Y ⊂ X называют

• B1-вложенным в X, если для любой f ∈ B1(Y,R) существует f̃ ∈ B1(X,R) такая, что
f̃ | Y = f ;

• B∗
1-вложенным в X, если для любой ограниченной f ∈ B1(Y,R) существует f̃ ∈ B1(X,R)

такая, что f̃ | Y = f.

В теореме 3.1 (импликация (5) ⇒ (1)) было доказано, что любое счетное сильно Gδ-ди-
зъюнктное множество является сильно Cozδ-дизъюнктным. Таким образом, теорему 3.6 можно
переформулировать не применяя при этом понятия Cozδ-множества.

Теорема 3.7. Для пространства X следующие условия эквивалентны.
1. B1(X,R) — пространство Шоке.
2. Каждое счетное подмножество X является сильно Gδ-дизъюнктным.
3. X есть ∆1-пространство.
4. Каждое счетное подмножество X является B1-вложенным.
5. B1(X,R) ω-полно в R

X .

Эквивалентность (2) и (3) доказана в работе [19] (см. также п. (5) ⇒ (1) в теореме 3.2).

Следствие 3.1 [7, теорема 6.10]. Для пространства X, обладающего счетным псевдоха-
рактером, следующие условия эквивалентны.

1. B1(X,R) — пространство Шоке.
2. X — λ-пространство.

3.4. Свойство Шоке и псевдополнота для B1(X, [0, 1]) и K1(X, 2)

Напомним, что отображение ϕ : K → M называется почти открытым, если для всякого
непустого открытого множества V ⊆ K, Int(ϕ(V )) 6= ∅. Класс почти открытых отображений
включает в себя как открытые отображения, так и неприводимые отображения компактов.
Заметим, что если ϕα : Kα →Mα — почти открытое сюръективное отображение для каждого
α ∈ A, то произведение отображений

∏
α∈A

ϕα :
∏
α∈A

Kα →
∏
α∈A

Mα — также почти открытое

сюръективное отображение.

Лемма 3.1. Пусть ψ : P → L — сюръективное непрерывное почти открытое отоб-
ражение. Множество E ⊆ P всюду плодно в P и является пространством Шоке. Тогда
множество ψ(E) — пространство Шоке.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть β — стратегия игрока II в игре GI(E).

Рассмотрим игру GI(ψ(E)). Игрок I выбирает непустое открытое множество V0 ⊆ ψ(E).
Тогда считаем, что первый ход игрока I в игре GI(E) — это W0 = ψ−1(V0). Пусть W1 = β(W0).
Поскольку ψ — почти открытое отображение, Int(ψ(W1)) 6= ∅. Полагаем V1 = Int(ψ(W1)) как
первый ход игрока II в игре GI(ψ(E)).

Пусть каждый из игроков сделал n ходов в игре GI(ψ(E)), т. е. определены V0, . . . , V2n−1.
Игрок I выбирает непустое открытое множество V2n ⊆ V2n−1. Тогда считаем (n + 1)-м ходом
игрока I в игре GI(E); это W2n = W2n−1 ∩ ψ−1(V2n). Пусть W2n+1 = β(W2n). Поскольку
ψ — почти открытое отображение, Int(ψ(W2n+1)) 6= ∅. Полагаем V2n+1 = Int(ψ(W2n+1)) как
(n+ 1)-й ход игрока II в игре GI(ψ(E)).

Так продолжая для каждого n ∈ N, мы полностью проведем игру GI(ψ(E)). Игрок II

применял стратегию β в игре GI(E), поэтому
⋂
n∈N

Wn 6= ∅. Пусть p ∈
⋂
n∈N

Wn 6= ∅. Тогда

ψ(p) ∈
⋂
n∈N

Vn. Таким образом,
⋂
n∈N

Vn 6= ∅.

О п р е д е л е н и е 3. Топологическое пространство X будем называть λ2-пространст-
вом, если любые два дизъюнктных счетных подмножества A,B ⊂ X Gδ-отделены, т. е. суще-
ствуют Gδ-множества U и V такие, что A ⊂ U , B ⊂ V и U ∩ V = ∅.

Теорема 3.8. Для пространства X и Y ∈ {[0, 1], {0, 1}} следующие условия эквивалент-
ны.

1. K1(X,Y ) — пространство Шоке.
2. K1(X,Y ) — псевдополное пространство.
3. K1(X,Y ) является Gδ-плотным в Y X .
4. K1(X,Y ) ω-полно в Y X .
5. K1(X,Y ) псевдокомпактно.
6. X — λ2-пространство.
7. Каждое счетное подмножество пространства X является B∗

1-вложенным.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) ⇒ (6). Пусть B1(X, [0, 1]) = K1(X, [0, 1]) – пространство
Шоке. Рассмотрим непрерывное почти открытое отображение ϕ : I → S

1 отрезка I = [0, 1] на
окружность S

1, отождествляя концевые точки 0 и 1 (S1 = R/Z рассматривается как фактор-
группа группы R по подгруппе целых чисел Z).

Отображение ϕX : IX → (S1)X — сюръективное непрерывное почти открытое отображение.
Так как B1(X, [0, 1]) всюду плотно в IX и является пространством Шоке, то в силу леммы 3.1
ϕX(B1(X, [0, 1])) — пространство Шоке. Но ϕX(B1(X, [0, 1])) = {ϕ ◦ f : f ∈ B1(X, [0, 1])} ⊆
B1(X,S

1), т. е. B1(X,S
1) содержит всюду плотное пространство Шоке ϕX(B1(X, [0, 1])) и, сле-

довательно, само является пространством Шоке.

Так как S
1 — топологическая группа, то B1(X,S

1) также является топологической группой
(с поточечной групповой операцией).

В работе [20, теорема 3] доказывается, что топологическая группа G — пространство Шоке
тогда и только тогда, когда пополнение по Райкову G̃ — пространство Шоке и G — Gδ-плотное
подмножество пространства G̃. Отсюда следует, что пространство B1(X,S

1) — Gδ-плотное в
пространстве (S1)X .

В [7, утверждение 2.16] доказывается, что для произвольных топологических пространств
X, Y и F ⊆ Y X , где Y счетного псевдохарактера, Gδ-плотность F в пространстве Y X эквива-
лентна ω-полноте F в Y X . Отсюда следует, что пространство B1(X,S

1) ω-полно в пространстве
(S1)X .

Пусть A и B — два дизъюнктных счетных подмножества пространства X и a и b — две
различные точки в пространстве S

1. В силу ω-полноты пространства B1(X,S
1) отображение

f : A ∪ B → S
1 такое, что f(A) ⊆ {a} и f(B) ⊆ {b}, продолжается до отображения f̃ ∈

B1(X,S
1), т. е. f̃ |(A ∪B) = f.
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Осталось заметить, что f̃−1(a) и f̃−1(b) — это два непересекающихся Gδ-множества такие,
что A ⊆ f̃−1(a) и B ⊆ f̃−1(b).

Пусть K1(X,2) — пространство Шоке. Тогда по теореме 3 в [20] пространство K1(X,2) —
Gδ-плотное в пространстве 2X . По утверждению 2.16 в [7],K1(X,2) ω-полно в пространстве 2X .
Пусть A и B — два дизъюнктных счетных подмножества пространства X. В силу ω-полноты
пространства K1(X,2) отображение f : A ∪ B → {0, 1} такое, что f(A) ⊆ {0} и f(B) ⊆ {1},
продолжается до отображения f̃ ∈ K1(X,2), т. е. f̃ |(A ∪B) = f.

Осталось заметить, что f̃−1(0) и f̃−1(1) — это два непересекающихся Gδ-множества такие,
что A ⊆ f̃−1(0) и B ⊆ f̃−1(1).

(6) ⇒ (4). Пусть A — счетное подмножество X и B ⊂ A. Так как X — λ2-пространство,
то множества B и A \B Gδ-отделены. В теореме 3.4 (в доказательстве импликации (3) ⇒ (2))
мы показали, что если счетные множества Gδ-отделены, то они отделены CZ-множеством.
Следовательно, существует CZ-множество C такое, что A \ B ⊆ C ⊆ (X \ B). Заметим, что
множество X \ C также является CZ-множеством и B = A ∩ (X \ C).

Пусть f : A → {0, 1} — произвольное отображение. Обозначим B = {x ∈ A : f(x) = 0}.
Пусть C — CZ-множество, разделяющее множества B и A \ B, т. е. B ⊆ C и A \ B ⊆ X \ C.
Тогда отображение f̃ , определяемое как f̃(x) = 0 для любого x ∈ C и f̃(x) = 1 для любого
x ∈ X \ C, является продолжением отображения f на X и f̃ ∈ B1(X,2). Отсюда следует, что
пространство B1(X,2) — ω-полно в 2

X .

По утверждению 5.1 в работе [21] получаем, что любое счетное множество A простран-
ства X является B∗

1-вложенным в X, иначе говоря любое отображение f : A → [0, 1] продол-

жается на X до отображения f̃ ∈ B1(X, [0, 1]) (т. е. f̃ |A = f). Отсюда следует, что простран-
ство B1(X, [0, 1]) ω-полно в IX .

(4) ⇔ (3). Как уже отмечалось в доказательстве импликации (1) ⇔ (6) для произвольных
топологических пространств X, Y и F ⊆ Y X , где Y счетного псевдохарактера, Gδ-плотность F
в пространстве Y X эквивалентна ω-полноте F в Y X [7, Proposition 2.16].

(3) ⇔ (5). Так как Y X является компактификацией пространства K1(X,Y ), то свойст-
ва (3) и (2) эквивалентны, что следует непосредственно из теоремы 1.7.7 (или теоремы 1.3.3)
работы [22].

(5) ⇒ (2). Заметим, что любое псевдокомпактное пространство является псевдополным
(см. [17, с. 473]).

(2) ⇒ (1). Очевидно выполняется для любых пространств.

(4) ⇔ (7). Условие (7) — это более привычная переформулировка условия (4).

Заметим, что существует псевдокомпактное пространство X такое, что Cp(X, [0, 1]) есть
псевдополное пространство (пространство Шоке), но Cp(X,R) не является псевдополным
[17, с. 477]). Возникает естественный вопрос о существовании такого пространства X, что
B1(X, [0, 1]) — псевдополное пространство, а B1(X,R) — нет. Отсюда мы получаем следующий

В о п р о с 2. Существует ли пример тихоновского λ2-пространства X, которое не являет-
ся ∆1-пространством? В частности, существует ли λ2-пространство со счетным псевдохарак-
тером (метрическое сепарабельное), которое не является λ-пространством?

4. Решение вопроса Ткачука

Хорошо известно, что для нормального пространства X свойства псевдополноты и псев-
докомпактности пространства Cp(X, [0, 1]) совпадают (см. в [17, с. 478]).

Идеи доказательства теоремы 3.8 позволяют решить нам следующий открытый вопрос в
[17, Problem 4.2.10]:

Предположим, что Cp(X, [0, 1]) является псевдополным. Должно оно быть псевдоком-
пактным?

Следующая теорема отвечает на данный вопрос.
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Теорема 4.1. Для любого пространства X следующие утверждения эквивалентны.
1. Cp(X, [0, 1]) является псевдополным.

2. Cp(X, [0, 1]) является псевдокомпактным.

3. Cp(X, [0, 1]) — пространство Шоке.
4. Cp(X, [0, 1]) есть Gδ-плотное в IX .

5. Cp(X, [0, 1]) ω-полно в IX .
6. β(Cp(X, [0, 1])) = IX .

7. ν(Cp(X, [0, 1])) = IX .

Д о к а з а т е л ь с т в о. (3) ⇒ (5). Доказательство в точности повторяет доказательство
импликации (1) ⇒ (6) в теореме 3.8.

Пусть Cp(X, [0, 1]) — пространство Шоке. Рассмотрим непрерывное почти открытое отоб-
ражение ϕ : I → S

1 отрезка I = [0, 1] на окружность S
1, отождествляя концевые точки 0 и 1

(S1 = R/Z рассматривается как факторгруппа группы R по подгруппе целых чисел Z).

Отображение ϕX : IX → (S1)X — сюръективное непрерывное почти открытое отображение.
Так как Cp(X, [0, 1]) всюду плотно в IX и является пространством Шоке, то в силу леммы 3.1
ϕX(Cp(X, [0, 1])) — пространство Шоке. Но ϕX(Cp(X, [0, 1])) = {ϕ ◦ f : f ∈ Cp(X, [0, 1])} ⊆
Cp(X,S

1), т. е. Cp(X,S
1) содержит всюду плотное пространство Шоке ϕX(Cp(X, [0, 1])) и, сле-

довательно, само является пространством Шоке.

Поскольку S
1 — топологическая группа, то Cp(X,S

1) также является топологической груп-
пой.

В силу [20, теорема 3] пространство Cp(X,S
1) есть Gδ-плотное в пространстве (S1)X . По

теореме 1.7.7 в [22] следует, что Cp(X,S
1) ω-полно в пространстве (S1)X . Отсюда вытекает, что

Cp(X, [0, 1]) ω-полно в пространстве в IX .

(4) ⇔ (5) ⇔ (6) ⇔ (7) ⇔ (2). Следует непосредственно из теоремы 1.7.7 работы [22].

(2) ⇒ (1) ⇒ (3). Выполняется для произвольных пространств [17, с. 473].

5. Заключение

В работе [19] был построен наивный (т. е. в ZFC) пример сепарабельного псевдокомпакт-
ного пространства X такого, что B1(X,R) является бэровским, но не является пространством
Шоке. Таким образом, справедлива следующая

Теорема 5.1 [19, теорема 4.5]. Существует пример сепарабельного псевдокомпактного
пространства X, обладающего свойством (κ), но не являющегося ∆1-пространством.

Интересен также следующий

В о п р о с 3. Существует ли пример тихоновского пространства X со свойством (κ2),
которое не является λ2-пространством?

Соотношение свойств Бэра и Шоке для пространств B1(X,R) и B1(X, [0, 1]) представлено
на рис. 1.

B1(X,R)

B1(X, [0, 1])

B1(X,R)

B1(X, [0, 1])
Baire
space

Baire
space

Choquet
space

Choquet
space

Рис. 1

Соотношения свойств функциональных пространств на рис. 1 позволяют представить со-
отношения свойств для пространства X (см. рис. 2).
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Question 1Question 2

Question 3

∆1-space

λ2-space

Property (κ)

Property (κ2)

Theorem 5.1

Рис. 2
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