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Рассматривается вариант метода последовательных уступок для решения задачи многокритериаль-
ной оптимизации, который отличается от названного известного метода более общим способом задания
уступок. В предлагаемом варианте уступки задаются таким образом, чтобы решения частных задач двух
соседних этапов могли отличаться между собой как по оптимальному значению целевых функций, так и
по расстоянию на величины, не превышающие заранее заданные. Предлагается реализация метода для
случая, когда все частные задачи являются задачами выпуклого программирования. Реализация основа-
на на разработанном алгоритме условной минимизации недифференцируемых функций, который отно-
сится к классу методов отсечений. Этот алгоритм характеризуется тем, что использует аппроксимацию
многогранными множествами как области ограничений, так и надграфика целевой функции задачи, а
итерационные точки строятся принадлежащими допустимому множеству.
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Введение

Для решения задач многокритериальной (векторной) оптимизации существует значитель-
ное число методов, основанных на различных принципах (см., например, [1–4]). Эти принципы
существенно исходят из того, ранжированы ли частные критерии задачи по их значимости
или все критерии равноценны между собой. Сразу подчеркнем, что предлагаемый здесь метод
предназначен для решения задач первого из названных типов.

Одним из известных методов решения многокритериальных задач, в которых частные оп-
тимизационные критерии отличаются друг от друга по значимости, является так называемый
метод последовательных уступок (см., например, [2]). Число этапов (шагов) в методе совпа-
дает с количеством частных критериев задачи. Критерии нумеруются в порядке убывания

1Работа выполнена за счет средств Программы стратегического академического лидерства Казан-
ского (Приволжского) федерального университета (“ПРИОРИТЕТ-2030”).
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их значимости. На первом этапе на множестве ограничений исходной задачи находится оп-
тимальное значение целевой функции, относящейся к первому, т. е. главному, критерию. На
каждом следующем этапе при тех же основных ограничениях находится экстремальная точка
и соответственно оптимальное значение целевой функции очередного по значимости критерия
со следующими дополнительными условиями: значение в этой точке целевой функции каж-
дого из предыдущих критериев должно отличаться от своего найденного ранее оптимального
значения на величину, не превышающую заранее заданную. Решение задачи последнего этапа
принимается за решение исходной многокритериальной задачи.

Обратим внимание на следующую особенность описанного классического метода. Экстре-
мальная точка как решение задачи текущего этапа может существенно отличаться по рассто-
янию от решений предыдущих этапов. В частности, расстояние между решением последнего
этапа, т. е. решением исходной многокритериальной задачи, и решением первого (главного)
этапа может оказаться нежелательно большим. Легко привести пример (в частности, с ли-
нейными функциями цели и ограничений), когда уже на втором этапе при незначительной
величине уступки решение задачи второго этапа сильно отличается по расстоянию от множе-
ства решений задачи первого этапа.

Указанная особенность метода отрицательно сказывается на выборе его для решения тех
прикладных задач, где частные критерии существенно отличаются между собой по их значи-
мости и решение исходной задачи не должно сильно отличаться по расстоянию от решений
задач первых этапов. В связи с этим, по-видимому, имеет смысл изменить в методе способ за-
дания уступок. Ниже будет предложен такой вариант метода последовательных уступок, где
на каждом этапе при желании можно обеспечивать заданные отклонения между решениями
соседних этапов не только по значению целевых функций, но и по расстоянию.

Итак, после постановки задачи и описания классического метода последовательных усту-
пок будет представлен вариант метода с более общим способом задания уступок и проведено
его обсуждение. Затем будет предложена и обоснована одна из реализаций метода для случая,
когда все частные критерии определены выпуклыми, вообще говоря, недифференцируемыми
функциями, а допустимое множество задачи выпукло замкнуто и ограничено. Эта реализация
основана на разработанном методе решения задачи выпуклого программирования, который
относится к классу методов отсечений и характеризуется следующим. Во-первых, он исполь-
зует при построении приближений аппроксимацию многогранными множествами как области
ограничений, так и надграфика целевой функции, и, во-вторых, основные итерационные точки
строятся в нем принадлежащими допустимому множеству. Обе особенности делают этот метод
отсечений удобным с практической точки зрения в том числе и для задач многокритериальной
оптимизации.

1. Постановка задачи

Решается задача многокритериальной оптимизации с m частными критериями, где m ≥ 2.
Пусть эти критерии заданы определенными в n-мерном евклидовом пространстве Rn непре-
рывными функциями fj(x), j = 1, . . . ,m, а множество ограничений D ⊂ Rn выпукло замкнуто
и ограничено.

Положим J = {1, . . . ,m}. Не ограничивая общности, будем считать, что для каждого j ∈ J
частная задача, относящаяся к j-му оптимизационному критерию, имеет вид

min{fj(x) : x ∈ D}.

Договоримся также, что частные критерии не равноценны друг другу. А именно, первый
критерий, определенный функцией f1(x), является главным, т. е. самым значимым. Остальные
критерии, заданные соответственно функциями f2(x), . . . , fm(x), пронумерованы в порядке
убывания их значимости.
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Положим для каждого j ∈ J

μj = min{fj(x) : x ∈ D}, X∗
j = {x ∈ D : fj(x) = μj}.

Поскольку множество
⋂

j∈J
X∗

j , как правило, пусто, то задача заключается в отыскании такой

точки x∗ ∈ D, что она сама или соответствующие ей значения fj(x
∗) близки в определенном

смысле для всех или некоторых j ∈ J к множествам X∗
j или числам μj соответственно. Такую

точку x∗ принято называть решением (в общем смысле) исходной многокритериальной задачи.
Отметим, что в каждом методе многокритериальной оптимизации подразумевается свой

критерий выбора в множестве D точки x∗, т. е. свое определение решения исходной задачи.
В классическом методе последовательных уступок, как уже сказано выше, под решением мно-
гокритериальной задачи понимается любое решение вспомогательной задачи последнего, m-го,
этапа. В предлагаемом здесь варианте названного известного метода заложен свой критерий
выбора точки x∗ как решение задачи. Формальное правило задания такой точки x∗ и способ
учета всех критериев при отыскании этой точки будут представлены при описании предлага-
емого варианта.

2. Классический метод последовательных уступок

Опишем сначала формально и проанализируем классический метод последовательных
уступок. Метод состоит из m этапов. Номера этапов будем обозначать переменной k, при-
нимающей значения 1, . . . ,m. Метод заключается в следующем.

Задаются числа εj > 0, j = 1, . . . ,m − 1. На первом этапе, т. е. при k = 1, отыскивается
точка x1 ∈ D как решение задачи

min{f1(x) : x ∈ D}. (2.1)

Затем последовательно при каждом k = 2, . . . ,m находится точка xk ∈ D как решение задачи

min
{
fk(x) : x ∈ D, fj(x) ≤ fj(xj) + εj , j = 1, . . . , k − 1

}
. (2.2)

Точка xm принимается в качестве решения x∗ исходной задачи многокритериальной оптими-
зации.

Заметим, что методом не гарантируется, что число fk(xk), полученное на k-м этапе, где
2 ≤ k ≤ m − 1, будет ближе к числу μk, чем значение fk+1(xk+1) менее важного (k + 1)-го
критерия к своему оптимальному на множестве D значению μk+1.

Согласно (2.1), (2.2) для точки x∗ = xm при всех k = 1, . . . ,m−1 выполняются неравенства

|fk(xk)− fk(x
∗)| ≤ εk.

В частности, с учетом равенства f1(x1) = μ1 имеем

f1(x
∗)− μ1 ≤ ε1.

Значит, для главного критерия отличие величины f1(x
∗) от оптимального значения μ1 при

малом ε1 незначительно. Однако, как отмечено выше, легко привести пример многокритери-
альной задачи, когда при малом ε1 расстояние от точки x∗ = xm до множества X∗

1 реше-
ний частной задачи (2.1) первого этапа оказывается существенным. Следовательно, метод не
гарантирует заранее заданную максимально допустимую величину отклонения точки x∗ от
множества X∗

1 , поскольку не обеспечивается заданное расстояние между решениями xk, xk+1

соседних этапов. Ниже предлагается такой вариант метода, в котором при желании можно га-
рантировать фиксированное отклонение не только значений fk(xk), fk+1(xk+1) друг от друга,
но и расстояний между точками xk, xk+1, 1 ≤ k ≤ m− 1.
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3. Вариант метода последовательных уступок

Опишем сначала принципиальную схему метода, а потом обсудим ее возможные реали-
зации. Схема, как и классический метод, состоит из m этапов, номера которых будем также
обозначать переменной k.

Выбираются числа εk > 0, δk > 0, k = 1, . . . ,m− 1. Полагается D1 = D, k = 1.
1. Отыскивается точка xk ∈ Dk, как решение задачи

min{fk(x) : x ∈ Dk}. (3.1)

2. Если k = m, то в качестве решения x∗ исходной многокритериальной задачи принимается
точка xk, и процесс завершается. В противном случае значение k увеличивается на единицу и
следует переход к п. 3.

3. Строятся множества

Gk−1 = {x ∈ Rn : fk−1(x) ≤ fk−1(xk−1) + εk−1}, Uk−1 = {x ∈ Rn : ‖x− xk−1‖ ≤ δk−1},

полагается Dk = Dk−1 ∩Gk−1 ∩ Uk−1, и следует переход к п. 1. �
Сделаем несколько замечаний, касающихся описанного варианта. Метод позволяет при же-

лании не учитывать в решении задачи (3.1) для всех или некоторых k = 1, . . . ,m ограничения

‖x− xk−1‖ ≤ δk−1, (3.2)

задающие множества U1, . . . , Um−1. Поясним это.
Поскольку множество D ограничено, то для всех x ∈ D имеет место неравенство ‖x‖ ≤ δ

при некотором 0 < δ < +∞. Пусть на k-м этапе метода, где k ≥ 2, число δk−1 считается
достаточно большим, а именно

δk−1 > δ.

Тогда решение xk задачи (3.1) при этом значении k будет найдено без учета ограничения (3.2),
так как в таком случае можно считать, что Dk = Dk−1 ∩Gk−1.

Например, если при решении многокритериальной задачи достаточно учесть близость точ-
ки x∗ лишь к решению x1 первого (главного) этапа, то значения δ2, . . . , δm−1 можно не задавать,
считая их сколь угодно большими. Если же бесконечно большими считать все значения δk,
k = 1, . . . ,m − 1, то предложенный вариант представляет собой классический метод после-
довательных уступок, поскольку на всех этапах учитываются уступки только традиционного
вида.

Аналогичное замечание можно сделать относительно учета в (3.1) для всех или некото-
рых k ограничений вида fj(x) ≤ fj(xj) + εj , j = 1, . . . ,m − 1, участвующих в построении
множеств Dk. В силу условий задания множества D и функций fj(x), j = 1, . . . ,m, можно,
например, при всех k ≥ 2 положить

Dk = Dk−1 ∩ Uk−1,

считая, что значения ε1, . . . , εm−1 достаточно велики. Тогда в методе вместо традиционных
уступок на всех этапах будут учитываться только уступки по расстоянию вида (3.2).

Пусть на всех этапах метода учитываются оба вида уступок. Тогда для решения x∗ мно-
гокритериальной задачи при каждом k = 1, . . . ,m− 1 одновременно выполняются следующие
неравенства:

‖x∗ − xk‖ ≤ δk, |fk(x∗)− fk(xk)| ≤ εk.

В частности, для главного критерия отклонения точки x∗ и значения f1(x
∗) от точки x1 и

значения f1(x1) соответственно не превышают заранее заданных величин.
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Далее, в предложенном варианте множества Uk, k = 1, . . . ,m − 1, задаются в Rn в виде
шаров с центрами в точках xk. Ясно, что множества Uk можно задавать в методе и другими
способами. Пусть все частные критерии исходной задачи определены линейными функциями,
а множество D является выпуклым многогранником. В таком случае множества Uk удобно
выбирать тоже в виде выпуклых многогранников, например в виде n-мерных кубов с центрами
в точках xk = (ξk1 , . . . , ξ

k
n), т. е.

Uk = {x = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn : ξki − δk ≤ ξi ≤ ξki + δk, i = 1, . . . , n}.

Тогда на всех этапах метода задачи отыскания точек xk будут задачами линейного програм-
мирования, и в этом частном случае практическая реализация описанной схемы не вызывает
проблем.

Допустим теперь, что для построения множеств Dk используются уступки вида (3.2). Если
функции fj(x), j = 1, . . . ,m, линейны, то к задаче (3.1) применимы и удобны с практической
точки зрения методы отсечений, использующие аппроксимацию множества Dk некоторыми
многогранными множествами (см., например, [5;6]). Удобство их заключается в том, что каж-
дая итерационная точка отыскивается путем решения задачи линейного программирования.
Однако последовательность приближений строится по этим методам как не принадлежащая
области ограничений. Поэтому при решении задачи (3.1) таким методом в качестве точки xk
будет принято некоторое приближение, не принадлежащее Dk. Тогда при малом δk множе-
ство Dk+1 может оказаться пустым и задача (k + 1)-го этапа не будет иметь решения.

Если же функции fj(x) нелинейны, то упомянутые методы отсечений практически не при-
менимы. В случае выпуклости всех функций fj(x) для решения задач (3.1) можно применять
на практике и другие методы отсечений (см., например, [7; 8]), в рамках которых при по-
строении итерационных точек используется аппроксимация многогранными множествами не
только области ограничений, но и надграфика целевой функции. За счет такой одновремен-
ной аппроксимации последовательность приближений согласно этим методам строится с помо-
щью решения задач линейного программирования. Однако и в этом случае не гарантируется
принадлежность множеству Dk решения xk задачи k-го этапа, следовательно, нет гарантии
непустоты множества Dk+1.

В связи с этими замечаниями предложим теперь в качестве реализации описанного вари-
анта метода последовательных уступок такой метод отсечений, где все итерационные точки
строятся принадлежащими допустимой области.

4. Реализация метода и ее обсуждение

Будем считать далее, что функции fk(x), k = 1, . . . ,m, выпуклы в Rn, а множество D
выпукло замкнуто ограничено и имеет непустую внутренность intD.

Положим epi (fk,Rn) = {(x, γ) ∈ Rn+1 : x ∈ Rn, γ ≥ fk(x)}, k = 1, . . . ,m, A(z,Q) = {a ∈
Rn : ‖a‖ = 1, 〈a, x − z〉 ≤ 0 ∀x ∈ Q}, B(r,Q′) = {b ∈ Rn+1 : ‖b‖ = 1, 〈b, u − r〉 ≤ 0 ∀u ∈
Q′} — множества нормированных обобщенно-опорных векторов для множества Q ⊂ Rn в
точке z ∈ Rn и множества Q′ ⊂ Rn+1 в точке r ∈ Rn+1 соответственно.

Метод отыскания решений x1, . . . , xm задач (3.1), а значит, и решения x∗ исходной задачи
заключается в следующем.

Строится выпуклое ограниченное замкнутое множество G ⊂ Rn такое, что D ⊂ G.
Задаются числа εk > 0, δk > 0, k = 1, . . . ,m − 1, Δk > 0, k = 1, . . . ,m, и q > 1. Полагает-
ся D1 = D, k = 1.

1. Пусть G0
k = G. Строится выпуклое замкнутое множество M0

k ⊂ Rn+1 такое, что
epi (fk,Rn) ⊂ M0

k и для любой точки (x, γ) ∈ M0
k , где x ∈ G, выполняется неравенство

γ ≥ γ̄k; (4.1)
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здесь −∞ < γ̄k ≤ min{fk(x) : x ∈ G}. Выбирается точка vk ∈ intDk, полагается v′k = (vk, θk),
где θk > fk(vk). Принимается w−1

k = vk, i = 0.
2. Находится решение uik = (yik, γ

i
k), где y

i
k ∈ Rn, γik ∈ R1, следующей задачи:

min{γ : (x, γ) ∈ M i
k, x ∈ Gi

k}. (4.2)

Если
yik ∈ Dk, fk(y

i
k) = γik, (4.3)

то yik — решение задачи (3.1) k-го этапа, и поэтому полагается xk = yik, следует переход к п. 9.
3. Фиксируются точки zik, ỹ

i
k ∈ Rn таким образом. Если yik ∈ Dk, то

zik = yik, ỹik = yik.

В противном случае,

zik = λi
kvk + (1− λi

k)y
i
k, ỹik = yik + qik(z

i
k − yik),

где числа λi
k ∈ (0, 1), qik ∈ [1, q] выбраны с условием, что

zik /∈ intDk, ỹik ∈ Dk.

Если
f(ỹik) = γik, (4.4)

то точка ỹik является решением задачи (3.1) k-го этапа. В таком случае полагается xk = ỹik, и
следует переход к п. 9.

4. Из точек ỹik, w
i−1
k выбирается рекордная для функции fk(x) и обозначается через wi

k,
т. е.

fk(w
i
k) = min{fk(ỹik), fk(wi−1

k )}. (4.5)

Если
fk(w

i
k) = γik, (4.6)

то wi
k — решение задачи (3.1), полагается xk = wi

k, и выполняется п. 9.
5. Если выполняется неравенство

fk(w
i
k)− γik ≤ Δk, (4.7)

то wi
k — Δk-решение задачи (3.1), полагается xk = wi

k, и осуществляется переход к п. 9. Иначе
выполняется п. 6.

6. Строится множество Gi+1
k следующим образом. Если yik ∈ Dk, то полагается

Gi+1
k = Gi

k.

В противном случае,

Gi+1
k = Gi

k ∩ {x ∈ Rn : 〈aik, x− zik〉 ≤ 0}, где aik ∈ A(zik,Dk).

7. Пусть
rik = αi

kv
′
k + (1− αi

k)u
i
k,

где число αi
k ∈ [0, 1) выбрано так, что rik /∈ int epi (fk,Rn) и при некотором q̃ik ∈ [1, q] для точки

r̃ik = uik + q̃ik(r
i
k − uik) выполняется включение r̃

i
k ∈ epi (fk,Rn).

8. Задается
M i+1

k = M i
k ∩ {u ∈ Rn+1 : 〈bik, u− rik〉 ≤ 0},
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где bik ∈ B(rik, epi (fk,Rn)), значение i увеличивается на единицу, и следует переход к п. 2.
9. Если k = m, то устанавливается x∗ = xk, и процесс решения задачи многокритериальной

оптимизации завершается. Иначе полагается

Dk+1 = Dk ∩ {x ∈ Rn : fk(x) ≤ fk(xk) + εk, ‖x− xk‖ ≤ δk}, (4.8)

и следует переход к п. 1 при k, увеличенном на единицу. �
Приведем сначала некоторые свойства предложенной реализации, касающиеся разрешимо-

сти задачи (4.2) и критериев оптимальности, заложенных в пп. 2–4. Положим K = {1, . . . ,m},
I = {0, 1, . . .}.

Лемма 1. Для всех k ∈ K и i ∈ I справедливы включения

Dk ⊂ Gi
k, epi (fk,Rn) ⊂ M i

k.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно выбору множества G на предварительном шаге реа-
лизации и заданию множества D1 выполняется включение D1 ⊂ G. Но в силу (4.8) Dk+1 ⊂ Dk,
k = 1, . . . ,m− 1, т. е. Dk ⊂ G для всех k ∈ K. Значит, с учетом способа задания множества G0

k

в п. 1
Dk ⊂ G0

k, k ∈ K.

Тогда несложно доказать по индукции, что при фиксированном значении k способ построения
множеств Gi+1

k , i ≥ 0, в п. 6 с использованием точек zik /∈ intDk и векторов aik ∈ A(zik)
гарантирует включение Dk ⊂ Gi+1

k для всех i ≥ 0. Таким образом, первое из утверждений
леммы справедливо.

Имея в виду способ выбора при фиксированном k ∈ K множества M0
k и способ построения

в п. 8 множеств M i+1
k , i ≥ 0, c использованием точек rik /∈ int epi (fk,Rn) и обобщенно-опорных

векторов bik по индукции можно обосновать также и второе утверждение. �
Из леммы 1 с учетом условия (4.1) следует разрешимость задачи (4.2) при всех k ∈ K,

i ∈ I.
Обоснуем теперь критерии оптимальности точек yik, ỹ

i
k, w

i
k для задачи (3.1), которые сфор-

мулированы в виде соотношений (4.3), (4.4), (4.6) соответственно.

Лемма 2. Если точка x ∈ Dk такова, что

fk(x) = γik (4.9)

при некоторых k ∈ K, i ∈ I, то x — решение задачи (3.1) k-го этапа описанного варианта
метода последовательных уступок.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть номера k, i таковы, что выполняется (4.9), а x∗k — реше-
ние задачи (3.1) при выбранном k и f∗

k = fk(x
∗
k). Поскольку (yik, γ

i
k) — решение задачи (4.2), то

для любой точки (x, γ) из области ограничений этой задачи выполняется неравенство γik ≤ γ.
Но x∗k ∈ Dk, (x∗k, f

∗
k ) ∈ epi (fk,Rn), т. е. согласно лемме 1 точка (x∗k, f

∗
k ) удовлетворяет ограни-

чениям задачи (4.2). Следовательно,
γik ≤ f∗

k . (4.10)

Далее, по условию леммы x ∈ Dk и, значит, fk(x) ≥ f∗
k . С другой стороны, в силу (4.9), (4.10)

fk(x) ≤ f∗
k . Таким образом, f(x) = f∗

k и утверждение леммы доказано. �

Теорема 1. Пусть при некоторых k ∈ K и i ∈ I для какой-то из точек yik, ỹ
i
k или wi

k

выполняется соотношение (4.3), (4.4) или (4.6) соответственно. Тогда эта точка является
решением задачи (3.1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о утверждения следует из леммы 2, так как при условии (4.3)
для yik выполняется включение y

i
k ∈ Dk, а согласно пп. 3, 4 реализации точки ỹik, а значит, и

точки wi
k строятся для всех k, i принадлежащими множеству Dk.

Теорема доказана.

Сделаем далее несколько замечаний, касающихся предложенной выше реализации. Будем
считать при этом, что номер k ∈ K фиксирован.

З а м е ч а н и е 1. Множества G и M0
k удобно выбирать многогранными, тогда зада-

чи (4.2) при всех i ∈ I будут задачами линейного программирования. Если в исходной мно-
гокритериальной задаче множество D — многогранник, то без дополнительных построений
можно положить G = D. В п. 1 реализации допустимо считать, что M0

k = Rn+1. Однако в
таком случае для существования решения задачи (4.2) при i = 0 к ее ограничениям следует
добавить неравенство (4.1).

З а м е ч а н и е 2. Если yik /∈ Dk при некотором i ∈ I, то для построения отсекающей
плоскости в интервале (vk, yik) отыскивается вспомогательная точка z

i
k. Если считать q

i
k = 1, то

zik будет точкой пересечения отрезка [vk, y
i
k] с границей множества Dk. Выбор qik > 1 позволяет

находить эту точку пересечения приближенно. Аналогично выбор в п. 7 значения q̃ik > 1 дает
возможность приближенного вычисления rik как точки пересечения отрезка [v

′
k, u

i
k] c границей

множества epi (fk,Rn).

З а м е ч а н и е 3. Пусть функция fk(x) представляет собой функцию максимума из ли-
нейных функций. Тогда нет смысла в аппроксимации ее надграфика многогранными множе-
ствами. В этом случае естественно положить M0

k = epi (fk,Rn) и при каждом i ∈ I, выбирая
q̃ik = 1, без вычисления rik, r̃

i
k, b

i
k можно считать в п. 8, что M i+1

k = M i
k = epi (fk,Rn).

З а м е ч а н и е 4. Задание точки w−1
k в п. 1 можно опустить и при i = 0 в п. 4 сразу

положить w0
k = ỹ0k, считая, что в (4.5) w

−1
k = ỹ0k.

З а м е ч а н и е 5. Согласно п. 3 и условию (4.5) задания точек wi
k для всех i ∈ I имеет ме-

сто включение wi
k ∈ Dk. Следовательно, с учетом (4.10) для значения f∗

k = min{fk(x) : x ∈ Dk}
при всех i ∈ I справедливы оценки

γik ≤ f∗
k ≤ fk(w

i
k). (4.11)

Поэтому выполнение неравенства (4.7) при некотором i ∈ I означает, что точка wi
k являет-

ся Δk-решением задачи (3.1) k-го этапа и можно переходить через п. 9 к решению задачи
(k + 1)-го этапа. Если при этом k = m, то точка wi

k принимается в качестве решения x∗

исходной многокритериальной задачи. Отметим, что позже будет обосновано существование
номера i ∈ I, для которого при любом фиксированном значении Δk > 0 справедливо неравен-
ство (4.7).

5. Обоснование сходимости

Перейдем к доказательству того, что при каждом k ∈ K найдется номер i = ik ∈ I,
для которого выполнится неравенство (4.7), а значит, зафиксируется приближенное решение
xk = wik

k задачи (3.1) k-го этапа.
Пусть при фиксированном k ∈ K, независимо от условия (4.7), пп. 1–8 выполняются для

всех i ∈ I, т. е. построены последовательности {uik}, {zik}, {ỹik}, {wi
k}, {rik}, {r̃ik}, i ∈ I. Отметим,

что все они ограничены в силу ограниченности множества Dk, выбора множеств G0
k, M

0
k и

способов построения множеств Gi
k, M

i
k, i ≥ 1.

Лемма 3. Пусть {yik}, i ∈ I ′ ⊂ I, — сходящаяся подпоследовательность последователь-
ности {yik}, i ∈ I, и yik /∈ Dk для всех i ∈ I ′. Тогда lim

i∈I′
‖zik − yik‖ = 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу условия леммы и п. 3 реализации zik �= yik, i ∈ I ′, т. е.

zik = yik + λi
k(vk − yik) ∀i ∈ I ′. (5.1)

Зафиксируем номера l, p ∈ I ′ так, что p > l. Согласно способу построения множеств Gi
k, i ∈ I,

в п. 6 выполняется включение Gp
k ⊂ Gl

k. Кроме того, y
p
k ∈ Gp

k, так как (ypk, γ
p
k) — решение

задачи (4.2) при i = p. Поскольку вектор alk, использованный для построения множества Gl+1
k ,

является обобщенно-опорным в точке zlk и к множеству Gp
k, то 〈alk, ypk − zlk〉 ≤ 0. Отсюда с

учетом (5.1) имеем
〈alk, ylk − ypk〉 ≥ λl

k〈alk, ylk − vk〉.
Вследствие леммы 1 из работы [9] существует такое β > 0, что для всех i ∈ I ′ выполняется
неравенство 〈aik, yik − vk〉 ≥ β. Следовательно, 〈alk, ylk − ypk〉 ≥ βλl

k, а поскольку ‖alk‖ = 1,
то ‖ylk − ypk‖ ≥ βλl

k. Из последнего неравенства, справедливого при любых l, p ∈ I ′, p > l, и
сходимости подпоследовательности {yik}, i ∈ I ′, получаем предельное соотношение λi

k → 0,
i → ∞, i ∈ I ′. Тогда из равенства (5.1) с учетом ограниченности последовательности {‖vk −
yik‖}, i ∈ I ′, следует утверждение леммы. �

Лемма 4. Пусть номер k ∈ K зафиксирован, {uik}, i ∈ I ′ ⊂ I, — сходящаяся подпоследо-
вательность последовательности {uik}, i ∈ I. Тогда lim

i∈I′
‖rik − uik‖ = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о проведем по методике обоснования леммы 3. Пусть номера l,
p ∈ I ′ таковы, что p > l. Поскольку Mp

k ⊂ M l
k, u

p
k ∈ Mp

k , а вектор blk является обобщенно-
опорным в точке rlk к множеству Mp

k , то 〈blk, upk − rlk〉 ≤ 0. Согласно п. 7 реализации точки zik,
i ∈ I ′, имеют вид

rik = uik + αi
k(v

′
k − uik), (5.2)

поэтому 〈blk, ulk − upk〉 ≥ αl
k〈blk, ulk − v′k〉. На основании той же леммы 1 из [9] найдется β > 0

такое, что 〈bik, uik − v′k〉 ≥ β для всех i ∈ I ′. Значит, ‖ulk − upk‖ ≥ βαl
k, и из сходимости последо-

вательности {uik}, i ∈ I ′, имеем αi
k → 0, i → ∞, i ∈ I ′. Тогда из (5.2) с учетом ограниченности

{‖v′k − uik‖}, i ∈ I ′, следует утверждение леммы. �

Лемма 5. Пусть выполняются условия леммы 4 и ūk = (ȳk, γ̄k) — предельная точка
подпоследовательности {uik}, i ∈ I ′. Тогда справедливы включение

ūk ∈ epi (fk,Rn) (5.3)

и равенства
fk(ȳk) = γ̄k. (5.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обоснуем сначала первое утверждение. Выделим из последова-
тельности {r̃ik}, i ∈ I ′, сходящуюся подпоследовательность {r̃ik}, i ∈ I ′′ ⊂ I ′. Пусть r̄k — ее
предельная точка. Заметим, что

r̄k ∈ epi (fk,Rn), (5.5)

поскольку множество epi (fk,Rn) замкнуто. Так как r̃ik = uik + q̃ik(r
i
k − uik), i ∈ I ′′, и по лемме 4

получаем lim
i∈I′′

‖rik − uik‖ = 0, то с учетом ограниченности последовательности {q̃ik}, i ∈ I ′′,

справедливо равенство r̄k = ūk. Отсюда и из (5.5) следует включение (5.3).
Далее, сразу отметим, что в силу (5.3) имеет место неравенство

fk(ȳk) ≤ γ̄k. (5.6)

Докажем теперь, что
fk(ȳk) ≥ γ̄k. (5.7)
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Поскольку (yik, fk(y
i
k)) ∈ epi (fk,Rn), то по лемме 1 выполняется включение (yik, fk(y

i
k)) ∈ M i

k

∀i ∈ I ′. Кроме того, ykk ∈ Gi
k, i ∈ I ′, согласно (4.2), поэтому (yik, fk(y

i
k)) — допустимая точка

задачи (4.2) при каждом i ∈ I ′. Тогда для решения (yik, γ
i
k) задачи (4.2) справедливо неравен-

ство fk(yik) ≥ γik, i ∈ I ′. Из последнего неравенства следует (5.7). Таким образом, из (5.6), (5.7)
получаем равенство (5.4). �

Теорема 2. Для последовательности {wi
k}, i ∈ I, построенной при фиксированном

k ∈ K, справедливо равенство
lim
i→∞

fk(w
i
k) = f∗

k .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть подмножество I ′ ⊂ I такое, что последовательности то-
чек uik = (yik, γ

i
k) и wi

k, i ∈ I, являются сходящимися. Обозначим через ūk = (ȳk, γ̄k) и w̄k

соответственно их предельные точки. Так как wi
k ∈ Dk, i ∈ I ′, а множество Dk замкнуто, то

w̄k ∈ Dk и, значит,
fk(w̄k) ≥ f∗

k . (5.8)

Докажем теперь, что
fk(w̄k) ≤ fk(ȳk). (5.9)

Согласно (4.5)
fk(w

i
k) ≤ fk(ỹ

i
k), i ∈ I ′. (5.10)

Если для бесконечного числа номеров i ∈ I ′ выполняется равенство ỹik = yk, то из (5.10)
сразу следует (5.9). Поэтому будем считать, что для всех i ∈ I ′, начиная с некоторого но-
мера, точки ỹik имеют вид ỹik = yik + qik(z

i
k − yik). Тогда с учетом леммы 3 и ограниченности

последовательности {qik}, i ∈ I ′, из (5.10) также следует (5.9).
Далее, из (5.9), (5.4) имеем fk(w̄k) ≤ γ̄k. Но в силу (4.10) γik ≤ f∗

k для всех i ∈ I ′, поэтому
γ̄k ≤ f∗

k и, значит, fk(w̄k) ≤ f∗
k . Отсюда и из (5.8) вытекает, что

fk(w̄k) = f∗
k . (5.11)

Отметим, что последовательность {fk(wi
k)}, i ∈ I, сходится, так как монотонно убывает со-

гласно (4.5) и ограничена. Тогда с учетом непрерывности функции fk(x) и равенства (5.11)
имеем lim

i∈I
fk(w

i
k) = lim

i∈I′
fk(w

i
k) = fk(w̄k) = f∗

k .

Теорема доказана.
Из теоремы 2 и известной теоремы (см., например, [10, с. 62]) следует, что построенная

при фиксированном k ∈ K последовательность {wi
k}, i ∈ I, сходится к множеству решений

задачи (3.1).
Обоснуем, наконец, с учетом (4.11), что для каждого k ∈ K гарантируется фиксирование

на шаге 5 Δk-решения задачи (3.1).

Теорема 3. Для каждого k ∈ K найдется такой номер i = ik ∈ I, при котором зафик-
сируется точка xk = wik

k .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть k ∈ K. Покажем для выбранного номера k существование
номера i = ik, при котором для точки wi

k выполнится неравенство (4.7), тогда теорема будет
доказана.

Допустим противное, т. е. для всех i ∈ I имеет место неравенство

fk(w
i
k)− γik > Δk. (5.12)

Пусть {uik}, i ∈ I ′ ⊂ I, — сходящаяся подпоследовательность последовательности {uik}, i ∈ I,
и ūk = (ȳk, γ̄k) — ее предельная точка. Сразу отметим, что поскольку γik ≤ f∗

k , i ∈ I ′, то

γ̄k ≤ f∗
k . (5.13)
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Далее, выделим из последовательности {ỹik}, i ∈ I ′, сходящуюся подпоследовательность {ỹik},
i ∈ I ′′ ⊂ I ′, и пусть ¯̄yk — ее предельная точка. Так как ỹik = yik или ỹik = yik + qik(z

i
k − yik)

для каждого i ∈ I ′′, то с учетом леммы 3 и ограниченности {qik}, i ∈ I ′′, имеем ¯̄yk = ȳk, и в
силу (5.4) fk(¯̄yk) = γ̄k. Но ¯̄yk ∈ Dk, поскольку ỹik ∈ Dk, i ∈ I ′′. Значит, fk(¯̄yk) ≥ f∗

k , т. е. γ̄k ≥ f∗
k .

Отсюда и из (5.13) следует, что
γ̄k = f∗

k . (5.14)

Перейдем в неравенстве (5.12) к пределу по i → ∞, i ∈ I ′′. Тогда с учетом (5.14) и утверждения
теоремы 2 получим Δk ≤ 0, что противоречит выбору чисел Δk на предварительном шаге
реализации.

Теорема доказана.
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