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Введение

Статья посвящена исследованию асимптотики решения задачи оптимального граничного
(потоком через границу Γ) управления [1] в плоской строго выпуклой области Ω с гладкой
границей и малым параметром при старших производных эллиптического оператора. Опера-
тор уравнения есть сумма оператора Лапласа с малым коэффициентом и оператора нулевого
порядка. В данной работе, в отличие от других подобных работ, критерий качества зависит
от поведения решения задачи не в области Ω, а на ее границе Γ. Другие сингулярные задачи
оптимального управления решениями эллиптических уравнений рассматривались в [2–6].

Отметим, что исследование задач оптимального управления решениями уравнений в част-
ных производных, даже без зависимости от малого параметра, до сих пор актуальны [7–9].

1. Постановка задачи и определяющие соотношения

Пусть Ω ⊂ Rn (n = 2, 3) — ограниченная область с границей Γ := ∂Ω, удовлетворяющей
условию: граница Γ области Ω есть бесконечно дифференцируемое многообразие размерности
n− 1, расположенное локально по одну сторону от области Ω (иными словами, мы рассматри-
ваем Ω как многообразие с краем Γ класса C∞).



Асимптотика решения задачи оптимального управления 95

Рассматривается следующая задача граничного оптимального управления [1, гл. 2, соот-
ношения (2.41), (2.9)]:





Lεzε :=−ε2∆zε + a(x)zε = f(x), x ∈ Ω, zε ∈ H1(Ω),

εβ
∂zε
∂n

= uε(x), x ∈ Γ, uε ∈ U ,
(1.1)

U :=U1, где Ur :=
{
u(·) ∈ L2(Γ): |||u||| 6 r

}
, (1.2)

J(uε) := |||zε − zd|||2 + ν−1
ε |||uε(·)|||2 → inf, u ∈ U . (1.3)

Здесь νε := νε−1, ν > 0, β ∈ {1, 2}, H1(Ω) — соболевское пространство функций, ∂/∂n —
производная по внешней нормали к Γ, а через ||| · ||| обозначена норма в пространстве L2(Γ).

Через ‖ · ‖ будем обозначать норму в пространстве L2(Ω), а скалярные произведения в
пространствах L2(Ω) и L2(Γ) будем обозначать через (·, ·) и 〈·, ·〉 соответственно.

Отметим, что при таком νε, если J(uε) = O(ε) при ε → 0, то и |||zε − zd|||2 = O(ε) при
ε→ 0.

Предполагается, что выполнены следующие условия:

a(·), f(·) ∈ C∞(Ω), zd(·) ∈ C∞(Γ),

∀x ∈ Ω a(x) > α > 0, 0 < ε≪ 1,
(1.4)

а решение краевой задачи (1.1) понимается в обобщенном смысле (см., например, [1, гл. 1, § 3,
п. 3.4.]): для любого ϕ ∈ H1(Ω) справедливо равенство

ε2(∇zε,∇ϕ) + (a(·)zε, ϕ) − ε2−β〈uε, ϕ〉 = (f, ϕ).

Умножив граничное условие в (1.1) на ε2−β , получим задачу стандартного вида (см. [1,
гл. 2, п. 4.4]) с новыми

ũ = ε2−βu, Ũε = Uε2−β , ν̃ε = νε3−2β :




Lεzε = f(x), x ∈ Ω, zε ∈ H1(Ω),

ε2
∂zε
∂n

= ũε(x), x ∈ Γ, uε ∈ Ũε,
(1.5)

Ũε = Urε , rε := ε2−β , (1.6)

J(ũε) := |||zε − zd|||2 + ν̃−1
ε |||ũε(·)|||2 → inf, ũε ∈ Ũε. (1.7)

Как показано в [1, гл. 2, п. 4.4], задача (1.5)–(1.7) разрешима единственным образом, а ее
решение — пара функций {zε, ũε} — характеризуется дополнительными соотношениями (см.
[1, гл. 2, соотношения (4.24), (4.26), (4.27), M ≡ 1]): существует p̃ε ∈ H1(Ω) такое, что





−ε2∆p̃ε + a(x)p̃ε = 0, x ∈ Ω,

ε2
∂p̃ε
∂n

− zε = −zd, x ∈ Γ,
(1.8)

∀ v ∈ Ũ 〈p̃ε + ν̃−1
ε ũε, v − ũε〉 > 0. (1.9)

В работе [6, лемма 1] показано, что при Ũ = Urε соотношение (1.9) эквивалентно следую-
щему: существует λ̃ε > 0 такое, что

ũε = −λ̃εp̃ε
∣∣∣
Γ
, (1.10)

λ̃ε ∈ (0; ν̃ε], λ̃ε|||p̃ε||| 6 rε, (ν̃ε − λ̃ε)(rε − λ̃ε|||p̃ε|||) = 0. (1.11)
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Введем λε и pε по формулам

λε := ε2β−3λ̃ε, pε := ε1−β p̃ε. (1.12)

Отметим, что

uε = −λεpε
∣∣∣
Γ
, а ũε = −ε2−δλεpε

∣∣∣
Γ
. (1.13)

Таким образом, задача (1.1)–(1.3) с учетом формул (1.8)–(1.13) эквивалентна краевой за-
даче 




Lεzε = f(x), Lεpε = 0, x ∈ Ω, zε, pε ∈ H1(Ω),

ε2
∂zε
∂n

+ ε2−βλεpε(x) = 0, ε2
∂pε
∂n

− ε1−βzε = −ε1−βzd, x ∈ Γ,
(1.14)

зависящей от скалярного параметра λε с дополнительным соотношением

λε ∈ (0; ν], λε|||pε||| 6 1, (ν − λε)(1 − λε|||pε|||) = 0. (1.15)

Цель работы — изучить поведение zε, pε и λε при ε→ 0.

2. Априорные оценки

В дальнейшем различные положительные константы, зависящие только от области Ω и
коэффициента a(·), часто будем обозначать одной и этой же буквой K (возможно с индексами).

Рассмотрим систему более общего вида, чем (1.14):





Lεzε = f1(x), Lεpε = f2(x), x ∈ Ω, zε, pε ∈ H1(Ω),

ε2
∂zε
∂n

+ ε2−βλεpε(x) = g1, ε2
∂pε
∂n

− ε1−βzε = ε1−βg2, x ∈ Γ,
(2.1)

где
fi(·) ∈ C∞(Ω), gi(·) ∈ C∞(Γ), i = 1, 2, 0 < λε 6 λ∗— const. (2.2)

Решение системы (2.1) в случае f1 = f , f2 = 0, g1 = 0, λε = ν и g2 = −zd будем обозначать
как zε,d,ν , pε,d,ν.

Решение системы (2.1) также понимается в обобщенном смысле: для любых ϕ, ψ ∈ H1(Ω)

ε2(∇z,∇ϕ) + (a(·)z, ϕ) + 〈ε2−βλεpε(x)− g1, ϕ〉 = (f1, ϕ),

ε2(∇p,∇ψ) + (a(·)p, ψ) + 〈ε1−βzε − ε1−βg2, ψ〉 = (f2, ψ).
(2.3)

Отметим, что положив в (2.3) ϕ := p, ψ := z и вычитая из первого равенства второе, получим
соотношение

ε1−β |||zε|||2 + ε2−βλε|||pε|||2 = (f1, pε)− (f2, zε) + 〈g1, p〉 − ε1−β〈g2, zε〉. (2.4)

Кроме этого, будем использовать следующую элементарную оценку неотрицательных ре-
шений квадратичного неравенства.

Пусть x > 0, y > 0, γx > 0, γy > 0, Ax > 0, Ay > 0. Тогда

если γ2xx
2 + γ2yy

2 6 Axx+Ayy, то x 6
Ax

γ2x
+

Ay

2γxγy
и y 6

Ay

γ2y
+

Ax

2γxγy
. (2.5)

Аналогично доказательсту теоремы 1 из [10] доказывается справедливость следующей тео-
ремы.



Асимптотика решения задачи оптимального управления 97

Теорема 1. Пусть функция a(·) удовлетворяет условию из (1.4).

Если fj ∈ L2(Ω) и gi ∈ H1/2(Γi) (i = 1, 2), то при любом λε > 0 задача (2.1) разрешима

единственным образом и {z, p} — ее решение c z, p ∈ H2(Ω).
При этом, если выполнены условия (2.2), то z, p ∈ C∞(Ω).

В [6, лемма 2] доказана следующая априорная оценка для решения задачи:

Lεwε = f, x ∈ Ω, ε2
∂wε

∂n
= g, x ∈ Γ :

max{ε1/2‖wε‖, ε|||wε|||, ε3/2‖∇wε‖} 6 K
(
ε1/2‖f‖+ |||g|||

)
. (2.6)

Теперь мы получим априорные оценки для решения системы (2.1) (не самые точ-
ные, но достаточные для обоснования асимптотических разложений рассматриваемой зада-
чи (1.14), (1.15)).

Теорема 2. Пусть выполнены условия (1.4) и (2.2).
Если {zε, pε} — решение задачи (2.1), то существует K > 0 такое, что для всех малых

ε > 0 справедливы оценки

max{ε1/2‖zε‖, ε1/2‖pε‖, ε|||zε|||, ε|||pε|||, ε3/2‖∇zε‖, ε3/2‖∇pε‖} 6 ε−5/2KN(f, g), (2.7)

где N(f, g) := ‖f1‖+ ‖f2‖+ |||g1|||+ |||g2|||.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала рассмотрим zε,1 и pε,1 — решение задачи





Lεzε,1 = f1(x), Lεpε,1 = f2(x), x ∈ Ω,

ε2
∂zε,1
∂n

= g1(x), ε2
∂pε,1
∂n

= ε1−βg2(x), x ∈ Γ.

Тогда в силу оценки (2.6) и того, что 1− β > −1, получим оценку

max{ε1/2‖zε,1‖, ε3/2‖pε,1‖, ε|||zε,1|||, ε2|||pε,1|||, ε3/2‖∇zε,1‖, ε5/2‖∇pε,1‖} 6 KN(f, g). (2.8)

Теперь функции zε,2 := z − zε,1 и pε,2 := p− pε,1 удовлетворяют системе





Lεzε,2 = 0, Lεpε,2 = 0, x ∈ Ω,

ε2
∂zε,2
∂n

+ ε2−βλεpε,2 = −ε2−βλεpε,1, ε2
∂pε,2
∂n

− ε1−βzε,2 = ε1−βzε,1, x ∈ Γ.
(2.9)

Соотношение (2.4), примененное к z2 и p2, с учетом вида системы (2.9) дает неравенство

ε1−β |||zε,2|||2 + ε2−βλε|||pε,2|||2 6 ε2−βλε|||pε,1||| · |||pε,2|||+ ε1−β |||zε,1||| · |||zε,1|||. (2.10)

В соответствие с (2.8) неравенство (2.10) принимает вид

ε1−β |||zε,2|||2 + ε2−βλε|||pε,2|||2 6 ε−βλεKN(f, g)|||pε,2|||+ ε−βKN(f, g)|||zε,2|||

или

ε|||zε,2|||2 + ε2λε|||pε,2|||2 6 λεKN(f, g)|||pε,2|||+KN(f, g)|||zε,2|||. (2.11)

Из неравенства (2.11) в силу (2.5) с учетом соотношения λε 6 λ∗ получим

|||zε,2||| 6 KN(f, g)(ε−1 + ε−3/2
√
λε/2) 6 K1N(f, g)ε−3/2,

|||pε,2||| 6 KN(f, g)
(
ε−2 + ε−3/2/(2

√
λε)

)
.

(2.12)
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Оценки (2.12) согласно (2.6) дают

max{ε1/2‖pε,2‖, ε|||pε,2|||, ε3/2‖∇pε,2‖} 6 Kε1−β|||zε,2||| 6 K2N(f, g)ε−5/2,

max{ε1/2‖zε,2‖, ε|||zε,2|||, ε3/2‖∇zε,2‖} 6 ε2−βλε|||pε,1|||
6 K3N(f, g)

(
λεε

−2 + ε−3/2
√
λε/2

)
6 K4N(f, g)ε−2 6 K4N(f, g)ε−5/2.

Теперь для получения итоговых оценок (2.7) осталось применить неравенство треугольника
для норм функций z = z1 + z2 и p = p1 + p2. �

Отметим, что итоговые оценки равномерны по λε 6 λ∗.

3. Аппроксимационные теоремы

Для обоснования асимптотических разложений решений задачи (1.14), (1.15) при r = 1
нужны теоремы об оценке уклонения точного решения {zε, pε, λε} этой задачи от решений
аппроксимационной задачи





Lεzε,γ = f(x) + f1,γ(x), Lεpε,γ = f2,γ(x), x ∈ Ω,

ε2
∂zε,γ
∂n

+ ε2−βλε,γpε,γ = g1,γ(x),

ε2
∂pε,γ
∂n

− ε1−βzε,γ = ε1−β(−zd(x) + g2,γ(x)), x ∈ Γ,

(3.1)

в случае, когда при ε→ 0

fi,γ ∈ C∞(Ω), gi,γ ∈ C∞(Γ), ‖fi,γ‖ = O
(
εγ
)
, |||gi,m||| = O

(
εγ
)
, i = 1, 2, (3.2)

и при аппроксимации условия (1.15).
Если при всех достаточно малых ε > 0 выполнено неравенство

λε|||pε||| < 1, (3.3)

то в этом случае условие (1.15) переходит в равенство λε = ν.
Если при всех достаточно малых ε > 0 выполнено неравенство

λε < ν. (3.4)

то в этом случае условие (1.11) переходит в равенство

λε|||pε||| = 1, (3.5)

Утверждение 1. Пусть выполнены условия (1.4).
1. Если ν |||pε,d,ν ||| < 1 при всех достаточно малых ε > 0, то реализуется случай (3.3).
2. Если ν |||pε,d,ν ||| > 1 при всех достаточно малых ε > 0, то реализуется случай (3.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. В первом случае {zε,ν , pε,d,ν} — решение задачи (1.14), (1.15)
с λε = ν, а невыполнение условия (3.5) приводит к тому, что {zεn,d,ν , pεn,d,ν} есть решение
задачи (1.14), (1.15) с λεn = ν для некоторой последовательности {εn}. �

При выполнении (3.3) теорема 2 дает необходимые оценки погрешности аппроксимаций.

Теорема 3. Пусть выполнены условия (1.4), (3.2) и (3.3).
Если {zε, pε, λε} — решение задачи (1.14), (1.15), а {zε,γ,ν , pε,γ,ν} — решение задачи (3.1) с

λε,γ = ν, то

max{ε1/2‖zε − zε,γ,ν‖, ε|||zε − zε,γ,ν |||, ε3/2‖∇(zε − zγ,ν)‖} = O
(
εγ−5/2

)
,

max{ε1/2‖pε − pε,γ,ν‖, ε|||pε − pε,γ,ν|||, ε3/2‖∇(pε − pγ,ν)‖} = O
(
εγ−5/2

)

при ε→ 0.
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В случае (3.4) аппроксимация условия (1.15) имеет вид

λε,γ|||pε,γ ||| = 1 +O
(
εγ
)
, (3.6)

и для получения аппроксимационной теоремы требуется вспомогательное утверждение о за-
висимости от r оптимального uε,r в задаче (1.1)–(1.3) при условии с U = Ur и |||uε,r||| = r.

Теорема 4. Пусть выполнены условия (1.4), а uε,r — решение задачи (1.1), (1.3) с U = Ur

и |||uε,r||| = r при всех r ∈ [r∗; r
∗].

Тогда при некоторых K > 0 и ε0 > 0

∀ r, r′ ∈ [r∗; r
∗], ∀ ε ∈ (0; ε0] |||ur − ur′ ||| 6 Kε−8|r − r′|. (3.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть zε,0 — решение задачи (1.1) с u = 0, а оператор
Aε : L2(Γ) → L2(Γ) ставит в соответствие функции uε сужение решения задачи (1.1) с f = 0
на Γ. Тогда zε = zε,0 +Aεuε и функционал качества примет вид

J(uε) = |||Aεuε + v0|||2 + ν−1
ε |||uε|||2,

где v0 := zε,0 − zd. В теореме 3 из [11] при условии r, r′ ∈ [r∗; r
∗] получена оценка

|||ur − ur′ ||| 6 |r − r′|ν
2
ε r

∗

r∗
‖Aε‖2

(
2‖Aε‖+

1

r∗
‖v0‖

)4
. (3.8)

По определению ‖Aε‖ в силу оценок (2.6) имеем ‖Aε‖ 6 Kε−1. При этом

|||v0||| 6 |||zε,0|||+ |||zd|||
(2.7)
6 Kε−1/2‖f‖+ |||zd||| 6 K1, ν2ε = ν2ε−2.

Тем самым ввиду (3.8)
|||ur − ur′ ||| 6 K2ε

−8|r − r′|
при всех достаточно малых ε > 0. �

Теорема 5. Пусть выполнены условия (1.4), (3.2) и (3.4).
Если {zε, pε, λε} — решение задачи (1.14), (1.15), а {zε,γ , pε,γ} — решение задачи (3.1) с

(3.6), то

max{ε1/2‖zε − zε,γz‖, ε|||zε − zε,γ |||, ε3/2‖∇zε − zε,γ‖} = O
(
εγ−9

)
,

max{ε1/2‖pε − pε,γ‖, ε|||pε − pε,γ|||, ε3/2‖∇pε − pε,γ‖} = O
(
εγ−9

)
,

|λε − λε,γ | = O
(
εγ−10

)
(3.9)

при ε→ 0, и γ > 10. �

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функции z̃ε,γ := zε,γ − zε и p̃ε,γ := pε,γ − pε являются решением
системы





Lεz̃ε,γ = f1,γ(x), Lεp̃ε,γ = f2,γ(x), x ∈ Ω,

ε2
∂z̃ε,γ
∂n

= g1,γ(x) + λεpε − λε,γp̃ε,γ , ε2
∂p̃ρ,γ
∂n

− ε1−β z̃ε,γ = ε1−βg2,γ(x), x ∈ Γ.
(3.10)

Поскольку

|||λεpε − λε,γpε,γ |||
(3.7)
6 Kε−8

∣∣∣λε|||pε||| − λε,γ|||pε,γ |||
∣∣∣ (3.5),(3.6)

= O
(
εγ−8

)
(3.11)

при ε→ 0, то, применяя к решению системы (3.10) оценки (2.6), получим сначала, что

max{ε1/2‖zε − zε,γz‖, ε|||zε − zε,γ |||, ε3/2‖∇zε − zε,γ‖} = O
(
εγ−8

)
.
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Поэтому

|||ε1−β z̃ε,γ − ε1−βg2,γ ||| = O
(
εγ−9

)
,

что в силу (2.6) дает оценки

max{ε1/2‖pε − pε,γ‖, ε|||pε − pε,γ|||, ε3/2‖∇pε − pε,γ‖} = O
(
εγ−9

)
.

Тем самым обоснованы все оценки из (3.9), кроме оценки величины |λε − Λγ |.

Так как λε
(3.5)
= |||pε|||−1

(1.11)
6 ν, то

|||pε||| > ν−1. (3.12)

Из уже полученных оценок следует, что

|||pε,γ ||| > |||pε||| − |||pε − pε,γ |||
(3.12)
> ν−1 +O

(
εγ−10

) γ > 10
>

1

2ν
(3.13)

при достаточно малых ε > 0. Поэтому

λε,γ
(3.6)
=

1 +O
(
εγ
)

|||pε,γ |||
(3.13)
= O

(
1
)

(3.14)

при ε→ 0. Тогда

|λε,γ − λε| · |||pε||| = |||λεpε − λε,γ(pε,γ − p̃ε,γ)|||

6 |||λεpε − λε,γpε,γ |||+ |λε,γ | · |||p̃ε,γ |||
(3.11),(3.14)

= O
(
εγ−10

)

при ε→ 0. �

4. Построение асимптотики

В силу теорем 3 и 5 для построения асимптотического разложения рассматриваемой задачи
нужно построить ее формальное асимптотическое решение (ф. а. р.) (см., например, [12,
введение]). Его построение осуществляется аналогично тому, как это делается в случае одного
уравнения (см., например, [13; 14]).

При этом истинные оценки погрешности (сильно завышенные в доказанных теоремах) бу-
дут определяться порядком членов ф. а. р.

Внешнее разложение ищем в виде рядов

zout(x, ε) :=
∞∑

k=0

ε2kz2k(x), pout(x, ε) :=
∞∑

k=0

ε2kp2k(x), ε→ 0, (4.1)

коэффициенты которых находятся из соответствующей рекуррентной системы

z0(x) =
f(x)

a(x)
, p0(x) = 0, z2k(x) =

∆z2k−2

a(x)
, p2k = 0, k > 1. (4.2)

Отметим, что в рассматриваемой задаче pout(x, ε) ≡ 0.

В силу (1.4) все z2k ∈ C∞(Ω) и ряды (4.1) хорошо аппроксимируют уравнения из (1.14)
но, вообще говоря, не аппроксимируют граничные условия (и дополнительное условие (1.15)
в случае (3.5)).

Для того чтобы устранить невязку в граничных условиях, построим экспоненциально убы-
вающие функции в окрестности всей границы Γ, удовлетворяющие соответствующей однород-
ной системе.
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Для аппроксимации граничных условий (и дополнительного условия (1.15)) в малой
окрестности границы Γ (пограничный слой) вводятся новые переменные (это можно сделать
в силу гладкости границы) (s, τ), где s — это координата на многообразии Γ, а τ — расстояние
по нормали к Γ, исходящей из точки на Γ с координатой s.

В пограничном слое, стандартно, перейдем к новым, растянутым, координатам (см., на-
пример, [12, c. 31–34]) ξ = τε−1.

При этом оператор Lε перейдет в оператор

L̃εZ = − ∂2

∂ξ2
Z − εL1

∂

∂ξ
Z − ε2L2Z + ã(s, εξ)Z =: − ∂2

∂ξ2
Z + ã(s, εξ)Z + εMεZ. (4.3)

Здесь L1 и L2 — дифференциальные операторы 1-го и 2-го порядка, содержащие лишь
дифференцирование по переменной s, с гладкими коэффициентами от s и τ = εξ, а ã(s, τ) —
это функция a(x) в переменных s, τ .

В силу (4.3) однородная система для функций пограничного слоя в переменных s и ξ,
соответствующая системе из (1.14), имеет вид

{
L̃0Z :=− ∂2

∂ξ2
Z + ã0(s)Z = −εMεZ, L̃0P = −εMεP, (4.4)

где

ã(s, εξ) =

∞∑

m=0

εmξmã(s)m(s).

Для граничных условий с учетом того, что

∂

∂n
Z(s, τ/ε) = − ∂

∂τ
Z(s, τ/ε) = −ε−1 ∂

∂ξ
Z(s, ξ),

∂

∂n
P (s, τ/ε) = −ε−1 ∂

∂ξ
P (s, ξ),

выводим следующие соотношения:




−ε ∂
∂ξ
Z(s, 0) + ε2

∂̃

∂n
zout(s, 0) + ε2−βλενP (s, 0) = 0),

−ε ∂
∂ξ
P (s, 0)− ε1−β

(
Z(s, 0) + z̃out(s, 0)

)
= −ε1−β z̃d(s).

(4.5)

Здесь волна над функцией, определенной в переменных x, означает выражение этой функ-
ции в переменных s и τ .

Внутреннее разложение (в окрестности Γ) с учетом (3.14) будем искать в виде

Zin(s, ξ, ε) = εmz

∞∑

m=0

εmZm(s, ξ), Pin(s, ξ, ε) = εmp

∞∑

m=0

εmPm(s, ξ),

Λε = εmλ

∞∑

m=0

εmλm, mz,mp,mλ ∈ Z, mλ > 0 Z0 6= 0, P0 6= 0, λ0 6= 0.

(4.6)

В случае (3.5), когда ограничения на управление по существу и λε 6= ν, к (4.4) и (4.5)
добавляется дополнительное условие на {λm} в виде асимптотического при ε→ 0 равенства

1
as
=

(
εmλ

∞∑

m=0

εmλm

)2〈
εmp

∞∑

m=0

εm Pm, ε
mp

∞∑

m=0

εmPm

〉
. (4.7)

Если ряды (4.6) будут ф. а. р. задачи (4.4), (4.5), (4.7), то в силу доказанных теорем
аппроксимации будут справедливы следующие асимптотические разложения:

zε
as
=

∞∑

k=0

ε2kz2k(x) + η(s, τ)εmz

∞∑

m=0

εmZm(s, τ/ε), pε
as
= η(s, τ)εmp

∞∑

m=0

εmPm(s, τ/ε),

λε
as
= εmλ

∞∑

m=0

εmλm при ε→ 0.

(4.8)
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Здесь η(s, τ) — срезающая функция пограничного слоя, т. е. бесконечно дифференциру-
емая функция, равная 1 в некоторой окрестности границы Γ и равная 0 вне чуть больших
окрестностей границы Γ.

При этом будут выполняться соотношения

λε|||pε||| = εmλ+mpλ0|||P0|||+ o
(
εmλ+mp

)
6 1

или

λ0|||P0||| 6 ε−mλ−mp + o
(
1
)
. (4.9)

Из (4.9) следует, что если mλ +mp > 1, то реализуется случай (3.3), т. е. ограничения на
управление не по существу и тем самым

λ0 = ν, mλ = 0, mp > 1. (4.10)

Поэтому в случае (3.5) с необходимостью выполняется соотношение

mλ +mp 6 0. (4.11)

В соответствие с (4.6) и (4.4) задача для главных членов внутреннего разложения имеет
вид 




L̃0Z0 = 0, L̃0P0 = 0,

−εmz+1 ∂

∂ξ
Z0 + ε2

∂̃

∂n
z0(s, 0) + ε2−β+mλ+mpλ0P0 = 0, ξ = 0,

−ε1+mp
∂

∂ξ
P0 − ε1−β+mzZ0 = ε1−β(z̃0 − z̃d), ξ = 0.

(4.12)

В классе экспоненциально убывающих при ξ → +∞ функций система (4.12) имеет един-
ственное решение

Z0 = C0(s)e
−

√
ã0(s)ξ, Z0 = D0(s)e

−

√
ã0(s)ξ,

где C0(s) = [Cε(s)]0 6= 0, D0(s) = [Dε(s)]0 6= 0 (здесь [·]0 означает взятие суммы слагаемых
порядка до ε0), а Cε(s) и Dε(s) находятся из линейной системы уравнений





εmz+1
√
ã0(s)Cε + ε2−β+mλ+mpλ0Dε = ε2g1(s),

εβ+mp
√
ã0(s)Dε − εmzCε = g2(s),

(4.13)

где

g1(s) :=−ε2 ∂̃
∂n
z0(s, 0), g2(s) := z̃0 − z̃d. (4.14)

Решая систему (4.13), получим

Cε =
−εmλλ0g2(s) + ε2β

√
ã0(s)g1(s)

εmz
(
εmλλ0 + ε2β−1ã0(s)

) , Dε =

√
ã0(s)g2(s)− εg1(s)

ε1−β+mp
(
εmλλ0 + ε2β−1ã0(s)

) . (4.15)

В дальнейшем будем предполагать, что функции, определенные в (4.14), удовлетворяют
условиям

g1(s) 6= 0, g2(s) 6= 0. (4.16)

Поскольку C0 = [Cε]0 и D0 = [Dε]0, то из (4.15) и (4.16) имеем

min{2β,mλ} = min{2β − 1 +mz,mλ +mz}, min{β +mp, 1− β +mλ +mp} = 0. (4.17)
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1. Сначала рассмотрим mλ = 0 (этот случай соответствует, в частности, ситуации (4.10),
когда λε = ν).

При этом условии из (4.17) получим, что

mz = 0, mp = β − 1, C0 = −g2(s), D0 =
g2
√
ã0(s)

λ0
,

Z0(s, ξ) = −g2(s)e−
√

ã0(s)ξ, P0(s, ξ) =
g2
√
ã0(s)

λ0
e−

√
ã0(s)ξ.

(4.18)

Поскольку из (4.18) следует, чтоmλ+mp = mp = β−1, то ввиду (4.9) при β = 2 ограничения
на управление не по существу и λε = ν, а λm = 0 при m > 1.

При β = 1 согласно (4.18) mp = 0 и λ0|||P0||| = |||g2(·)
√
ã0(·)|||. Тем самым при выполнении

условия
A := |||g2(·)

√
ã0(·)||| < 1 (4.19)

в силу (4.9) ограничения на управление не по существу, как и при β = 2, справедливы равен-
ства λε = ν, а λm = 0 при m > 1.

Подставляя ряды (4.6) в (4.4) и (4.5) для нахождения Zm и Pm, при m > 1 получим систему




L̃0Zm = Fm(s, ξ), L̃0Pm = Gm(s, ξ), m > 1,

−∂Zm

∂ξ
+ νPm = g1,m(s), Zm = g2,m(s), m > 1.

(4.20)

При этом решения системы (4.20) имеют вид




Zm = e−
√

ã0(s)ξ
(
Cm(s) + F̂m(s, ξ)

)
, Pm = e−

√
ã0(s)ξ

(
Dm(s) + Ĝm(s, ξ)

)
,

√
ã0(s)Cm(s) + νDm(s) = ĝ1,m, Cm(s) = ĝ2,m,

(4.21)

где F̂m(s, ξ), F̂m(s, ξ) — многочлены по ξ с коэффициентами, гладко зависящими от s, и гладкие
функции ĝ1,m, ĝ2,m однозначно определяются внешним разложением (4.2) и Zk, и Pk при k < m.

Из (4.21) коэффициенты Cm(s) и Dm(s) находятся однозначно, а функции Zm(s, ξ) и
Pm(s, ξ) являются ограниченными. Поэтому построенные ряды (4.6) будут ф. а. р. зада-
чи (1.14), (1.15), и, значит, справедлива

Теорема 6. Пусть выполнены условия (1.4).
Если β = 2 или (β = 1 и выполнено (4.19)), то справедливы асимптотические разложе-

ния (4.8), где λε = ν, mz = 0, mp = β − 1. �

2. Теперь рассмотрим случай
β = 1, A > 1. (4.22)

При этих условиях mλ > 1 и реализуется равенство (3.5), а (4.9) принимает вид

λ0|||P0||| = ε−(mλ+mp) + o(1) = 1,

откуда с учетом неравенства (4.11) следует, что

mλ +mp = 0, λ0|||P0||| = 1. (4.23)

Равенства (4.17) в этом случае дают соотношения

min{2β,mλ} = min{1 +mz,mλ +mz} = [mλ > 1] = 1 +mz,

min{β +mp, 1− β +mλ +mp} = [mλ > 1] = 1 +mp = 0.

В силу (4.23) отсюда следует

mλ = 1, mz = 0, mp = −1, C0(s) =
−λ0g2(s)
ã0(s) + λ0

, D0(s) =
g2(s)

√
ã0(s)

ã0(s) + λ0
. (4.24)
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Лемма 1. Пусть выполнены условия (1.4) и (4.22).

Тогда существует единственное λ0 такое, что λ0|||P0||| = 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Ввиду (4.24)

λ0|||P0||| = λ0

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣g2(s)

√
ã0(s)

ã0(s) + λ0

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ =

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ g2(s)

√
ã0(s)

λ−1
0 ã0(s) + 1

∣∣∣
∣∣∣
∣∣∣ =: F(λ0).

Функция F непрерывна, строго убывает на (0;+∞) и

lim
λ→+0

F(λ) = 0, lim
λ→+∞

F(λ) = A > 1.

Теперь осталось применить теорему о промежуточном значении. �

Таким образом, в силу леммы 1 найдено λ0 из (4.6), удовлетворяющее соотношению (4.23).

Подставляя ряды (4.6) в (4.4), (4.5) и (4.7), получим систему для нахождения Zm, Pm и λm
при m > 1:





L̃0Zm = Fm(s, ξ), L̃0Pm = Gm(s, ξ),

−∂Zm

∂ξ
+ λ0Pm = −λmP0 + g1,m(s), −∂Pm

∂ξ
− Zm = g2,m(s),

2λ20〈P0, Pm〉+ 2λ0λm|||P0|||2 = γm,

(4.25)

Как и в случае (4.21),





Zm = e−
√

ã0(s)ξ
(
Cm(s) + F̂m(s, ξ)

)
, Pm = e−

√
ã0(s)ξ

(
Dm(s) + Ĝm(s, ξ)

)
,

√
ã0(s)Cm(s) + λ0Dm(s) = −λmD0 + ĝ1,m, Cm(s) +

√
ã0(s)Dm(s) = ĝ2,m,

(4.26)

где F̂m(s, ξ), F̂m(s, ξ) — многочлены по ξ с коэффициентами, гладко зависящими от s, и гладкие
функции ĝ1,m, ĝ2,m однозначно определяются внешним разложением и Zk, и Pk при k < m.

Пусть Cm,1, Dm,1 — решение системы

{√
ã0(s)Cm(s) + λ0Dm(s) = ĝ1,m, Cm(s) +

√
ã0(s)Dm(s) = ĝ2,m,

а Cm,2, Dm,2 — решение системы

{√
ã0(s)Cm(s) + λ0Dm(s) = −λmD0, Cm(s) +

√
ã0(s)Dm(s) = 0. (4.27)

Тогда Cm = Cm,1 + Cm,2, Dm = Dm,1 + Dm,2, а Cm,1 и Dm,1 однозначно определяются по
ĝ1,m и ĝ2,m. Решая систему (4.27), имеем

Cm,2(s) = −λm
D0(s)

√
ã0(s)

ã0(s) + λ0
, Dm,2(s) = −λm

D0(s)

ã0(s) + λ0
. (4.28)

Поэтому последнее уравнение в системе (4.25) в силу (4.26) и (4.28) преобразуется к виду

λm
(
λ0〈P0, P̂ 〉+ |||P0|||2

)
= γ̂m, где P̂ (s, ξ) :=

−D0(s)

ã0(s) + λ0
e−

√
ã0(s)ξ. (4.29)



Асимптотика решения задачи оптимального управления 105

Лемма 2. Пусть выполнены условия (1.4) и (4.22).

Тогда λ0〈P0, P̂ 〉+ |||P0|||2 6= 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись (4.29), получим

λ0〈P0, P̂ 〉+ |||P0|||2 = −λ0
〈
D0(·),

−D0(·)
ã0(·) + λ0

〉
+ 〈D0(·),D0(·)〉

=
〈
D0(·),D0(·) +

−λ0D0(·)
ã0(·) + λ0

〉
=

〈
D2

0(·),
ã0(·)

ã0(·) + λ0

〉
> 0.

Последнее неравенство справедливо в силу непрерывности и положительности каждого из
сомножителей. �

Таким образом, в соответствие с леммой 2 из (4.29) величины λm находятся однозначно, а
построенные ряды (4.6) — ф.а.р. задачи (4.5), (4.7). Следовательно, справедлива следующая
теорема.

Теорема 7. Пусть выполнены условия (1.4) и (4.22).

Тогда справедливы асимптотические разложения (4.8), где mλ = 1, mz = 0, mp = −1. �
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