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Задача выбора оптимальных стратегий для случая, когда второй игрок представлен множеством лиц,
принимающих решения, рассматривается в рамках иерархической игры со случайным вторым игроком.
Предполагается, что выбор второго игрока описывается взвешенной суммой независимых одинаково рас-
пределенных случайных величин. В качестве критерия выбора решения первым игроком используется
параметрический квантильный критерий (Value at Risk). Модель может использоваться для обоснования
выбора стратегии крупной компании (первого игрока) на основе анализа отклика клиентов, представлен-
ных несколькими неоднородными по объему группами ЛПР (вторым игроком). Постановка задачи близка
к игре с природой, однако здесь отклик второго игрока представлен не одной случайной величиной, а
взвешенной суммой независимых случайных величин. При использовании первым игроком квантильного
критерия в отличие от критерия среднего значения на его решение влияют не только параметры распре-
деления отклика, но и веса, которые отражают количество и неоднородность по объему потребителей,
представляющих второго игрока. Предполагается, что эти весовые коэффициенты точно не заданы, а
неоднородость по объему описывается следующими параметрами: максимальной и минимальной долями
отдельного ЛПР в общем объеме, а также общим числом лиц, принимающих решение. Получена оценка
наибольшей возможной дисперсии взвешенной суммы случайных величин в зависимости от этих пара-
метров. Задачи с квантильным критерием обычно решаются при фиксированном значении вероятности,
однако выбор вероятности, как правило, не обосновывается. Предлагается находить решение задачи пара-
метрической максимизации наихудшей квантили, которая в рассматриваемых условиях сводится к выбору
максимума из линейных функций. Построен алгоритм решения задачи оптимизации с параметрическим
квантильным критерием, рассмотрены модельные примеры.

Ключевые слова: выбор стратегии, игра со случайным вторым игроком, игра с природой, квантильный
критерий, оценка риска, неполная информация, наименьшая квантиль, оценка дисперсии.

G.A. Timofeeva. Choosing a strategy based on the maximin quantile criterion in a game of a

company with several groups of clients.

The problem of choosing optimal strategies for the case in which the second player is represented by a set of
decision makers is considered within the framework of a hierarchical game with a random second player. It is
assumed that the second player’s choice is described by a weighted sum of independent identically distributed
random variables. The parametric quantile criterion (Value at Risk) is used as a criterion for the choice of
the solution by the first player. The model can be used to justify the choice of strategy of a large company
(the first player) based on the analysis of customer response, represented by several heterogeneous groups of
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the response of the second player is not represented by a single random variable in this case, but rather by
a weighted sum of independent random variables. When the quantile criterion is used by the first player, in
contrast to the mean value criterion, the player’s decision is influenced not only by the parameters of the
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individual decision maker in the total volume, as well as the total number of decision makers. An estimate of the
greatest possible variance of a weighted sum of random variables, depending on these parameters, is obtained.
Problems with a quantile criterion are usually solved with a fixed probability value, but the choice of probability
is not typically justified. It is proposed to find a solution to the problem of parametric maximization of the worst
quantile, which under the considered conditions reduces to choosing the maximum from linear functions. An
algorithm for solving an optimization problem with a parametric quantile criterion is constructed, and model
examples are considered.
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Введение

Выбор стратегии для крупных компаний основан на анализе отклика на возможные реше-
ния значительного числа клиентов (ЛПР). Реакция клиентов, как правило, точно не задана
и может быть описана с использованием нечеткой логики или вероятностных моделей. Для
описания выбора решений из конечного множества альтернатив используются модели теории
игр c различным описанием неопределенности в матрице выигрышей. В зависимости от ти-
па неопределенности авторы исследуют модели с нечеткой матрицей выигрышей [1], игры,
содержащие случайные возмущения в матрице выигрышей [2], в том числе игру с природой
с различными критериями выбора стратегий [3], игру со случайным вторым игроком [4] и
другие формализации.

При выборе из альтернатив в условиях, когда выигрыш описывается функцией, содер-
жащей случайные параметры, используются различные варианты упорядочения случайных
величин. Проблема сравнения двух случайных величин, отражающих выгоду одного ЛПР (в
том числе 1-го игрока в играх с природой), традиционно рассматривалась с точки зрения доми-
нирования 2-го порядка [5]. В современных исследованиях [6] рассматривается развитие этого
подхода и вводится понятие доминирования произвольного порядка, обсуждаются возможные
приложения.

Отметим, что доминирование 1-го порядка, т. е. выполнение неравенства

P{ξ1(x) < x} ≤ P{ξ2(x) < x} для всех x ∈ R

используется редко в прикладных задачах и лишь для дискретных распределений, так как,
например, для двух нормально распределенных случайных величин ξi ∼ N(mi, si) доминиро-
вание ξ1 �1 ξ2 эквивалентно выполнению условий m1 ≥ m2, s1 = s2.

Наибольшее развитие критерии выбора решений при вероятностном описании целевых
функционалов получили при исследовании выбора стратегий на финансовом рынке. Авто-
ры используют сравнение средних ожидаемых значений, доминирование 2-го и более высоких
порядков, анализ риска, описываемого дисперсией, и переход к двухкритериальной задаче [7].
Для анализа риска были введены термины “величина риска” (Value at Risk, V aR), “условная
величина риска” (Conditional Value at Risk, CV aR) [8], а также их обобщения: mean-CV aR,
max-CV ar и другие [6;9]. При выборе оптимальных стратегий в задачах стохастической опти-
мизации в технических системах и игровых задачах со случайными составляющими широко
используются квантильный и вероятностный критерии [2; 10; 11]. При сравнении результатов
следует иметь в виду, что несмотря на некоторые различия в сложившейся терминологии:
(Value at Risk, V aR — левосторонняя квантиль целевой функции; V ar — дисперсия случайно
величины и т. п.), в работах российских и зарубежных ученых обсуждаются близкие подхо-
ды к выбору решений в условиях, когда целевая функция (полезность, прибыль) описывается
случайной величиной.

При исследовании игр, в которых 2-й игрок представлен значительной группой лиц, ранее
предложено использовать математическую модель в форме игры со случайным вторым игро-
ком. Как правило, в этом случае целевая функция (критерий выбора стратегии 1-м игроком)
представлен взвешенной суммой независимых случайных величин, каждая из которых отра-
жает результат взаимодействия с отдельным ЛПР, а вес определяется вкладом в общую сумму
(т. е. объемом взаимодействия ЛПР с компанией). При рассмотрении конкретных приложений
группа лиц, представляющая 2-го игрока, зачастую разбивается на несколько подгрупп, кото-
рые реагируют на решения 1-го игрока по-разному.

Если выбор стратегии основан на квантильном или вероятностном критерии, то следует
учитывать не только средние значения, но и разброс (дисперсию) взвешенной суммы случай-
ных величин. Для групп со значительным числом не равных по весу слагаемых среднее зна-
чение пропорционально суммарному объему, а дисперсия зависит от того, как распределены
объемы в группax. В случае большого количества клиентов для оценки дисперсии взвешенной
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суммы предлагается использовать наибольшую возможную дисперсию при ограничениях на
наибольший и наименьший объемы.

1. Постановка задачи и основные определения

В работе [4] для описания взаимодействия компании с множеством клиентов в задаче о
выборе оптимального тарифа на перевозку предложена модель в форме иерархической иг-
ры со случайным вторым игроком G(P) = 〈X,Y, f1(x, y), f2(x, y, ξ),Pξ〉. Модель основана на
следующих предположениях:

(1) функция цены для 2-го игрока записывается как f2(x, y, ξ), различия между предпочте-
ниями ЛПР, представляющими 2-го игрока, описываются случайной величиной ξ с заданным
распределением;

(2) критерием выбора решения 1-м игроком является математическое ожидание целевой
функции Ef1(x, y(x, ξ)), поэтому количество ЛПР, представляющих 2-го игрока, не влияет на
выбор 1-го игрока.

В данной статье изучается математическая модель задачи, которая возникла при иссле-
довании задачи выбора стратегии развития услуг крупной компании [12], и используются
несколько другие предположения в рамках иерархической модели со случайным вторым иг-
роком.

Опишем взаимодействие крупной компании (1-й игрок) с множеством клиентов (ЛПР),
разбитых на группы (2-й игрок). Будем предполагать, что клиенты каждой группы реагиру-
ют на выбор стратегии 1-м игроком однотипно — выбирают решение (об изменении объема
взаимодействия с 1-м игроком), распределение которого зависит от номера группы и стратегии
1-го игрока. Будем учитывать, что вклад в целевую функцию 1-го игрока разных клиентов
неодинаков, так как у них разные объемы взаимодействия с 1-м игроком. Далее 1-го игрока
будем называть “компания”, ЛПР, представляющих 2-го игрока, — “клиенты”.

Предположение 1. Пусть выполняются следующие условия:

(1) 1-й игрок выбирает решения (стратегии) ui из конечного множества допустимых аль-

тернатив U ;

(2) ЛПР, представляющие 2-го игрока, разбиты на J групп, однотипно реагирующих на

выбор 1-го игрока, вклад отдельного ЛПР в целевую функцию характеризуется объемом

vjk > 0, где j = 1, . . . , J — номер группы, k = 1, . . . ,Kj — номер элемента в группе;

(3) решение отдельного клиента описывается случайной величиной ηjk(u), распределение

которой зависит от выбранной стратегии 1-го игрока и номера группы j;

(4) cлучайные величины ηjk(u) независимы;

(5) случайная целевая функция 1-го игрока представляет взвешенную сумму решений 2-го
игрока

ξ̂(u) =

J
∑

j=1

Kj
∑

k=1

vjkηjk(u); (1.1)

(6) критерием выбора стратегии 1-го игрока является квантильный критерий

Qα(u) → max
u∈U

, P{ξ̂(u) ≥ Qα(u)} ≥ α. (1.2)

Полученная постановка задачи близка к игре с природой, так как случайная целевая функ-
ция 1-го игрока (1.1) зависит лишь от распределения случайных величин и выбранной им
альтернативы u ∈ U .

Для выбора решений в задачах игры с природой используются критерии Вальда, Сэви-
джа (минимального сожаления) и их сочетание [3]. Если заданы распределения случайных
возмущений, то применяется критерий среднего значения, а при анализе финансовых рисков
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используется двухкритериальный подход. Выбор оптимального решения в случае нормально-
го распределения случайной целевой функции тесно связан с решением двухкритериальной
задачи: максимизации среднего значения и минимизации дисперсии.

Отметим, что задача выбора оптимальной стратегии компании с критерием (1.2) сводит-
ся к решению задачи стохастической оптимизации с квантильным критерием. Особенностью
данного исследования является учет неполноты информации о дисперсии суммы, связанной c
неполной информацией о весовых коэффициентах.

Выбор оптимального решения в задаче (1.2) не изменится, если перейдем к относительным
величинам, т. е. разделим всю сумму на общий объем V̂ и будем рассматривать задачу

qα(u) → max
u∈U

, P{ξ(u) ≥ qα(u)} ≥ α, (1.3)

где

ξ(u) = V̂ −1ξ̂(u).

Случайную величину ξ(u) можно записать в виде

ξ(u) =

J
∑

j=1

(

Cj

Kj
∑

k=1

wjkηjk(u)
)

, (1.4)

где Cj — доля объема j-й группы в общем объеме V̂ , а wjk — доля отдельного ЛПР в группе,
Vj — объем j-й группы,

Cj =
Vj

V̂
, wjk =

vjk

Vj

, Vj =

Kj
∑

k=1

vjk, V̂ =

J
∑

j=1

Vj .

Будем далее предполагать, что распределение ЛПР по группам (коэффициенты Cj) и об-
щее количество клиентов в каждой группе Kj известны.

Можно рассматривать различные предположения об объемах отдельных клиентов в группе
(коэффициентах wjk):

• предполагаем, что все клиенты имеют одинаковый вклад в общую сумму, т. е. wjk = K−1
j

для всех k;

• 1-й игрок знает распределение объемов по клиентам во всех группах, т. е. векторы wj =
{wj1, . . . , wjKj

};

• 1-й игрок не знает точнго распределения объемов внутри групп, но предполагает нерав-
номерность распределения объемов.

Для значительного числа экономических объектов имеет место неравномерность объемов,
которая описывается законом Ципра, правилом Парето (80% : 20%), правилом A − B − C и
другими [13–15]. Эти закономерности отражают случай, когда небольшое количество клиентов
составляет значительную часть общего объема. В том числе при анализе перевозчиков гру-
зов выявилась существенная неравномерность клиентов по объемам, самые крупные клиенты
составляли до 12% общего объема перевозки по отдельным видам грузов [12].

Далее будем использовать третье предположение, так как рассматривается случай, когда
количество групп невелико (не более 10), а количество клиентов в группах значительно (от 50
до 105). От задачи (1.3), (1.4) перейдем к следующей задаче оценки наихудшей квантили.

З а д а ч а 1. Найти оптимальное значение наихудшей квантили q̃α, такой что

max
u∈U

q̃α(u), q̃α(u) : min
wj∈Wj

P{ξ(u,w) ≥ q̃α(u)} ≥ α, (1.5)
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где

ξ(u,w) =
J
∑

j=1

Cjζj(u,wj), ζj(u,wj) =

Kj
∑

k=1

wjkηjk(u), (1.6)

ηjk(u) — независимые одинаково распределенные для всех k = 1, . . . ,Kj случайные величины
с заданными параметрами распределения

mj(u) = E(ηjk(u)), s2j(u) = D(ηjk(u)), (1.7)

w = {w1, . . . , wJ} ∈ R
N , N = K1 + . . . +KJ , wj ∈ Wj, множества Wj задаются неравенствами

Wj = W (bj , Bj ,Kj) ,
{

w ∈ R
Kj :

Kj
∑

k=1

wk = 1, bj ≤ wk ≤ Bj

}

, (1.8)

Предполагается, что заданы постоянные

Cj > 0, C1 + . . .+ CJ = 1, (1.9)

количество элементов Kj ∈ N и ограничения bj > 0, Bj > 0 также известны и удовлетворяют
условию

0 < bj ≤ K−1
j ≤ Bj < 1. (1.10)

2. Решение задачи оптимизации с квантильным критерием

Далее будем предполагать, что дополнительно к ограничению (1.10) выполняются следу-
ющие ограничения на количество элементов в группах:

(1) количество элементов в каждой группе не менее 20: Kj ≥ 20, j = 1, . . . , J ;
(2) максимальная доля отдельного клиента в каждой группе не превышает 20%: Bj ≤ 0.2,

j = 1, . . . , J.
При выполнении этих условий и неравенств (1.8), (1.10) взвешенные суммы ζj(u,wj), опре-

деленные равенствами (1.6), при wj ∈ Wj имеют приближенно нормальное распределение.
Оценки выборочных значений квантили можно найти в [11, разд. 3.3].

С учетом того, что суммы ζj(u,wj) имеют приближенно нормальное распределение, перей-
дем от задачи 1 к задаче оптимизации наихудшей квантили взвешенной суммы независимых
нормально распределенных случайных величин ηjk(u).

З а д а ч а 2 совпадает с задачей 1 с добавлением условия, что случайные величины ηjk(u)
имеют нормальное распределение.

Из свойств нормального распределения и правила вычисления дисперсии суммы неза-
висимых величин следует, что квантиль случайной величины ξ(u), заданной равенства-
ми (1.6)–(1.9), для α > 0.5 можно записать в виде

qα(u) = M(u)− ταS(u,wj), (2.1)

где τα — квантиль уровня α для стандартного нормального распределения, M(u) зависит
только от распределения клиентов по группам и параметров распределения реакции клиентов
в каждой группе

M(u) = E(ξ(u)) =

J
∑

j=1

Cjmj(u), (2.2)

а дисперcия зависит еще и от распределения весов клиентов внутри групп

S2(u,wj) = D(ξ(u)) =
J
∑

j=1

C2
j s

2
j(u)

Kj
∑

k=1

w2
jk. (2.3)
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Утверждение 1. Наименьшее значение квантили (1.5) в задаче 2 равно

q̃α(u) = min
wj∈Wj

(M(u)− ταS(u,wj)) = M(u)− ταS̃(u), (2.4)

где M(u) определяется из равенства (2.2),

S̃2(u) =

J
∑

j=1

C2
j s

2
j(u)d(bj , Bj ,Kj), (2.5)

d(bj , Bj ,Kj) = max
w∈W (bj ,Bj ,Kj)

(

Kj
∑

k=1

w2
k

)

. (2.6)

Утверждение 1 следует из того, что наибольшая возможная дисперсия взвешенной суммы
случайных величин ζj(u,wj) для wj ∈ Wj и при выполнении условий (1.7)–(1.10) равна
d(bj , Bj ,Kj)s

2
j (u).

3. Оценка дисперсии для неравномерной по объему группы ЛПР

В настоящее время за счет использования баз данных о клиентах в некоторых случаях
удается непосредственно вычислять значения D(ξ(ui)) по формуле (2.3). Однако чаще есть
лишь возможность оценить максимальный и минимальный объемы вклада одного клиента
(ЛПР) в общую сумму, поэтому изучим свойства максимальной дисперсии для неравномерной
по объему группы ЛПР.

Неравномерная группа будет характеризоваться общим количеством клиентов K и наи-
меньшей и наибольшей долями общего объема b и B, приходящимися на одного клиента. За-
дача выбора оптимального по квантильному критерию решения для одной группы клиентов,
состоящей из значительного числа представителей, сводится к оценке наибольшей возможной
диспесии (с учетом неравномерности).

З а д а ч а 3. Вычислить максимум дисперсии случайной величины

ζ(w) =

K
∑

k=1

wkηk. (3.1)

Здесь ηk — независимые нормально распределенные случайные величины с заданными мо-
ментами распределения E(ηk) = m, D(ηk) = s2; вектор w = {w1, . . . , wK} ∈ R

K ; множе-
ство W (b,B,K) задается неравенствами

W (b,B,K) ,
{

w ∈ R
K :

K
∑

k=1

wk = 1, b ≤ wk ≤ B
}

; (3.2)

числа b и B удовлеворяют условию

0 < b ≤ K−1 ≤ B < 1. (3.3)

Так как

max
w∈W (b,B,K)

D(ζ(w)) = s2 max
w∈W (b,B,K)

K
∑

k=1

w2
k,

то будем изучать свойства функции

d(b,B,K) = max
w∈W (b,B,K)

(

K
∑

k=1

w2
k

)

. (3.4)
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Лемма 1. Если неравенства (3.3) не выполняются, т. е. если

(b > K−1) ∨ (B < K−1),

то множество W (b,B,K) пустое.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если b > K−1, то из того, что wk ≥ b для всех k = 1, . . . ,K,
получаем

K
∑

k=1

wk > Kb > 1.

Таким образом, уравнение и неравенства (3.2), определяющие множество W (b,B,K), несов-
местны. Аналогично, если B < K−1, то

K
∑

k=1

wk < KB < 1.

Из леммы 1 следует необходимость введения условий (3.3), которым должны удовлетворять
наибольшее B и наименьшее b возможные значения весов в задаче 2.

Лемма 2. Функция d(b,B,K), определенная соотношениями (3.4), (3.2), обладает следу-

ющими свойствами:

1. K−1 ≤ d(b,B,K) < 1 для любых параметров b,B,K, удовлетворяющих неравен-

ствам (3.3).

2. Функция d(b,B,K) не возрастающая по b при b ∈ [0;K−1] и не убывающая по B ∈
[K−1; 1].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Монотонность функции d(b,B,K) по параметрам b и B следует
из свойств максимума и формы ограничений.

Так как при выполнении неравенств (3.3) минимум суммы квадратов достигается при wk =
K−1, k = 1, . . . ,K, то

d(b,B,K) = max
w∈W (b,B,K)

K
∑

k=1

w2
k ≥ min

w∈W (b,B,K)

K
∑

k=1

w2
k = K−1.

С другой стороны, 0 < wk < 1 и w1 + . . .+ wK = 1, следовательно, w2
1 + . . .+ w2

K < 1.

Таким образом, лемма доказана.

Теорема 1. Пусть неравенства (3.3) выполняются, тогда функция d(b,B,K), опреде-

ленная соотношениями (3.4), (3.2), равна

d(b,B,K) = k̃1B
2 + k̃2b

2 + (1− k̃1B − k̃2b)
2, (3.5)

где

k̃1 = trunc
(1− bK

B − b

)

, k̃2 = K − k̃1 − 1, (3.6)

а trunc(z) — наибольшее целое число, не превышающее z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция F1(w) = w2
1 + . . . + w2

K строго выпукла, в том числе
вдоль любой прямой, поэтому максимум этой функции на многограннике W (b,B,K) достига-
ется в одной из вершин. Вершины многогранника W можно разделить на два типа: лежащие
на гиперплоскости Γ : w1 + . . . + wK = 1 и не лежащие на ней.
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1. Рассмотрим вершины, не лежащие на гиперплоскости Γ. Их можно описать k1 равен-
ствами вида wi = B, k2 равенствами вида wi = b, где k1, k2 целые, неотрицательные и удовле-
творяют условиям

k1 + k2 = K, Bk1 + bk2 ≤ 1. (3.7)

Из условий (3.7) получаем

k2 = K − k1, k1 ≤ z1 =
1−Kb

B − b
.

Функция F1(w) на этих вершинах равна F1(w) = B2k1 + b2(K − k1). Параметр k1 находим как
решение задачи целочисленной оптимизации

max
k1∈N,k1≤z1

F1(w) = B2k1 + b2(K − k1).

Отметим, что из условий (3.3) следует, что z1 ≥ 0. Таким образом, максимум функции F1(w) на
вершинах первого типа достигается при k1 = k̃1 = trunc(z1) и равен F1(w̃) = B2k̃1+b2(K− k̃1).

2. Рассмотрим вершины второго типа, которые лежат на гиперплоскости w1+ . . .+wK = 1.
Они удовлетволяют k1 равенствам вида wi = B и k2 = K − k1 − 1 равенствам вида wi = b. Это
соответствует случаю, когда k1 клиентов имеют максимальный вес, k2 клиентов — минималь-
ный вес, и один клиент имеет ненулевой вес z2, такой что b < z2 < B и Bk1 + bk2 + z2 = 1.

Получаем
z2 = 1−Bk1 − bk2 = 1−Bk1 − b(K − k1 − 1). (3.8)

Определим ограничения на целое неотрицательное число k1 в этом случае. Так как вершины
принадлежат множеству W (b,B,K), выполняются неравенства b ≤ z2 ≤ B. Получаем нера-
венства b ≤ 1− bK + b− (B − b)k1 ≤ B, которые можно переписать в виде

z1 − 1 ≤ k1 ≤ z1, z1 =
1− bK

B − b
.

Функция F1(w) на вершинах второго типа равна F1(ŵ) = B2k1+b2(K−k1−1)+z22 и возрастает
по k1. Таким образом, максимум среди всех вершин второго рода достигается при k1 = k̃1 =
trunc(z1), а значение функции F1(w) на этих вершинах — F1(ŵ) = B2k̃1+b2(K− k̃1−1)+z22 , где
z2 определяется равенством (3.8). Так как z2 ≥ b, то значение F1(ŵ) ≥ F1(w̃). Таким образом,
максимальное значение функции F1(w) достигается на вершинах второго рода и равно F1(ŵ).
Значит, максимум функции F1(w) определяется равенствами (3.5), (3.6).

Теорема доказана.
Из теоремы 1 получаем

Следствие 1. Функция наихудшей квантили случайной величины ζ(w), w ∈ W , опреде-

ляемой равенством (3.1) при ограничениях (3.2), равна

q̃α = m− ταs
(

k̃1B
2 + k̃2b

2 + (1− k̃1B − k̃2b)
2
)0,5

, (3.9)

где k̃1 и k̃2 определяются из соотношений (3.6).

З а м е ч а н и е 1. Свойства функции d(b,B,K), сформулированные в лемме 2, можно
использовать для получения оценок наихудшей квантили q̃α.

Рассмотрим модельный пример выбора оптимальной стратегии компании для одной груп-
пы клиентов.

П р и м е р 1. Компания рассматривает три возможные стратегии {u1, u2, u3} по разви-
тию бизнеса, доход компании описывется формулой (1.1), где ηk(u) — реакция k-го клиента
на стратегию u — описывает изменение объема использования сервисов компании в a раз
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(a > 1 — увеличение объема, a < 1 — уменьшение). Все клиенты рассматриваются как одно-
типно реагирующие на стратегии, т. е. принадлежат одной группе, взаимодействие клиентов
при выборе решений не учитывается. Оценки средних ожидаемых значений mi = E(ξ(ui)) и
средних квадратичных отклонений si = D0.5(ξ(ui)) реакции клиентов на каждую стратегию
равны m1 = 1.07, s1 = 0.01, m2 = 1.1, s2 = 0.04, m3 = 1.13, s3 = 0.1. Общее количество кли-
ентов составляет 100, учитываются клиенты с долей не менее 0.2%, самый крупный клиент
занимает не более 15% общего объема.

Требуется выбрать стратегию ui, оптимальную по квантильному критерию (1.2) с вероят-
ностью α = 0.95, и оценить гарантированное с этой вероятностью увеличение объемов.

Для данного примера J = 1, K = 100, b = 0.002, B = 0.15, условие (3.3) выполняется.
Находим оценку наибольшего возможного среднего квадратичного отклонения

k̃1 =
1− 0.1

0.1− 0.002
= 5, z2 = 0.062, d(b,B,K) = d(0.002, 0.15, 100) = 0.117.

Значения гарантированного с вероятностью α = 0.95 результата (наихудшей квантили) опи-
сываются формулой (3.9) и равны

q̃α(ui) = m(ui)− τ0.95s(ui)[d(b,B,K)]0.5 = m(ui)− 0.563 · s(ui).

Задача квантильной оптимизации в условиях неполной информации свелась к выбору макси-
мума линейных функций

max
i

q̃α(ui) = max{mi − βαsi}.

При βα = 0.563 максимум достигается на 2-й стратегии. Выбор u2 гарантирует, что с вероятно-
стью α = 0.95 в результате внедрения этой стратегии целевая функция компании (увеличение
объема использования услуг) составит не менее q̃0.95(u2) = 1.077. При выборе другой вероят-
ности получим другой результат, например, для α = 0.9 оптимальной стратегией является u3,
что гарантирует результат q̃0.9(u3) = 1.086.

4. Решение параметрической задачи квантильной оптимизации

Для выбора оптимальной по квантильному критерию альтернативы (1.3) требуется зара-
нее зафиксировать уровень вероятности α. Выбор вероятности, как правило, не очевиден для
ЛПР (1-го игрока), поэтому для принятия решения о выборе стратегии найдем оптимальное
решение uα задачи как функцию от параметра α ∈ [α0; 1) и вычислим значение оптималь-
ной квантили. В рассматриваемом случае нормального распределения целевой функции ξ(u)
параметрическая задача квантильной оптимизации (2.1) и задача оптимизации наихудшей
квантили (2.4) сводятся к решению параметрической задачи линейной оптимизации

f(x, t) = mTx− tsTx → max
x∈X

, (4.1)

где t ∈ [0;+∞) — параметр, m = {m1, . . . ,mn}, s = {s1, . . . , sn}, si > 0, i = 1, . . . , n,

X =
{

x ∈ R
n : xi ∈ {0; 1},

n
∑

i=1

xi = 1
}

. (4.2)

Обозначим через X(t) множество оптимальных решений задачи (4.1), (4.2) при фиксиро-
ванном значении параметра t:

X(t) = Argmax
x∈X

f(x, t).

Множество допустимых решений X совпадает с множеством базисных векторов {e1, . . . , en}
пространства R

n. Оптимальность j-й альтернативы для фиксированного значения параметра t

можно записать как ej ∈ X(t).
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Из условия оптимальности по Парето следует, что множество оптимальных решений в
параметрической задаче (4.1), (4.2) является подмножеством множества E недоминируемых
решений бикритериальной задачи

M(x) = m1x1 + . . . +mnxn → max
x∈X

,

S(x) = s1x1 + . . .+ snxn → min
x∈X

.
(4.3)

Задача (4.1), (4.2) заменой c = −m сводится к задаче параметрической минимизации функ-
ции g(x, t) = cTx+ tsTx при тех же ограничениях, свойства решений которой исследовались в
работе [16].

Теорема 2 [16, свойство 2 и следствие 1]. Вектор ek является решением параметриче-

ской задачи (4.1), (4.2) при t = τ тогда и только тогда, когда ek ∈ E и

L(k) ≤ τ ≤ R(k), (4.4)

где

L(k) = max
si>sk,i=1,n

{

0,
mi −mk

si − sk

}

, R(k) = min
si<sk,i=1,n

{mi −mk

si − sk
,+∞

}

, (4.5)

причем, если L(k) < τ < R(k), то это решение единственное.

На первом этапе решения задачи отбросим все доминируемые альтернативы и упорядочим
множество альтернатив X по возрастанию первой компоненты. Далее без ограничения общно-
сти будем считать, что множество альтернатив не содержит доминируемых решений в смысле
критериев (4.3), т. е. E = {e1, . . . , en}, и упорядочено по возрастанию первой компоненты.

Предположение 2. Выполняются следующие неравенства:

m1 < m2 < . . . < mn, s1 < s2 < . . . < sn. (4.6)

Так как выполняются неравенства (4.6), то значения L(k) и R(k) можно записать в виде

L(k) = max
i>k

{0, aki}, R(k) = min
i<k

{aki,+∞}, aki =
mk −mi

sk − si
, i 6= k. (4.7)

Отметим, что aki = aik. Обозначим множество индексов, на которых достигаются максимум и
минимум в (4.7) через J(k) и I(k) соответственно

J(k) = Argmax
i>k

{aki}, I(k) = Argmin
i<k

{aki}. (4.8)

Из теоремы 2 получаем следующее утверждение.

Теорема 3. Пусть выполняются неравенства (4.6), тогда множество X(t) оптималь-

ных решений параметрической задачи (4.1), (4.2) удовлетворяет следующим условиям;

(1) если для некоторого k ∈ {1, . . . , n} выполняется неравенство L(k) < R(k), то для всех

t ∈ (L(k);R(k)), где L(k) и R(k) определены равенствами (4.7), множество оптималь-

ных решений X(t) параметрической задачи (4.1) состоит из одной альтернативы ek;

(2) при t = L(k) > 0 множество X(t) состоит из альтернативы ek и тех альтернатив

ej ∈ X, на которых достигается максимум в (4.7), т. е. j ∈ I(k);

(3) при t = R(k) < +∞ множество X(t) состоит из альтернативы ek и тех альтернатив

ei ∈ X, на которых достигается минимум в (4.7), т. е. i ∈ I(k);

(4) если L(k) > R(k), то альтернатива ek не является оптимальной в параметрической

задаче (4.1) ни при каком значении t ≥ 0.
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На основе теоремы 3 построим простой алгоритм нахождения решений X(t), t ∈ [0,+∞),
задачи параметричеcкой оптимизации (4.1), (4.2). Будем считать, что предположение 2 выпол-
нено.

А л г о р и т м 1.

1-й ш а г. При t = 0 целевая функция f(x, t) = mTx, и решением очевидно является аль-
тернатива, соответствующая наибольшему значению mi, т. е. X(0) = en, и первым опти-
мальным номером решения будет J1 = n.
Определим интервал оптимальности альтернативы en по формуле (4.7), т. е. найдем

t1 = R(n) = min
i<n

{ani,+∞}. (4.9)

Далее вычислим номер J2 = I(n) по формуле (4.8).

k-й ш а г. Пусть на предыдущем шаге был определен номер оптимальной альтернативы Jk и
начало интервала ее оптимальности tk−1 = L(Jk). Найдем

tk = R(Jk) = min
i<Jk

{aJk,i,+∞}.

Если R(Jk) = +∞, то процесс закончен, и при всех t ≥ Jk оптимальна альтернатива eJk .
Если R(Jk) < +∞, то находим номер Jk+1 = I(Jk) по формуле (4.8).

П р и м е р 2. Пусть имеется n = 5 альтернатив с параметрами

m = {1; 2; 2.5; 3; 7}, s = {0.2; 0.25; 0.3; 0.5; 1}.

Альтернативы уже упорядочены по возрастанию и доминируемых среди них нет (выполняется
условие (4.6)). Построим решение параметрической задачи (4.1), (4.2).

Найдем значения aij по формуле (4.7) и получим матрицу

{aij} =













0 20 15 6.667 7.5
20 0 10 4 6.667
15 10 0 2.5 6.429

6.667 4 2.5 0 8
7.5 6.667 6.429 8 0













.

(1) Берем t = 0, получаем X(0) = e5. По формуле (4.9) вычисляем границу ин-
тервала, на котором 5-я альтернатива оптимальна: t1 = R(5) = mini<5{a5i,+∞} =
min{7.5; 6.667; 6.429; 8} = 6.249. Минимальное значение достигается при J1 = 3, значит, при
t > t1 оптимальным решением будет e3.

(2) Аналогично найдем правую границу интервала оптимальности e3: t2 = R(3) =
mini<3{a3i} = min{15; 10} = 10. Минимальное значение достигается при J2 = 2, значит, при
t > t2 оптимальным решением будет e2.

(3) Правая граница интервала оптимальности e2 равна t3 = R(2) = mini<2{a2i} = 20.

Получили ответ

X(t) =







































e5 при 0 ≤ t < 6.249,
e5 ∪ e3 при t = 6.249,

e3 при 6.249 < t < 10,
e3 ∪ e2 при t = 10,

e2 при 10 < t < 20,
e2 ∪ e1 при t = 20,

e1 при t > 20.



240 Г.А.Тимофеева

З а м е ч а н и е 2. Множества индексов I(k) и J(k) в большинстве задач состоят из од-
ного значения, однако возможно, что при некотором значении t максимум в (4.1), (4.2) дости-
гается более чем на двух альтернативах.

П р и м е р 3. Изменим немного данные примера 2 и рассмотрим 5 альтернатив с парамет-
рами m = {1; 2; 2, 5; 3; 7}, s = {0.15; 0.25; 0.3; 0.5; 1}, т. е. вектор m не изменился, а в векторе s

изменилась только 1-я координата. В этом случае в матрице {aij} изменятся 1-я строка и 1-й
столбец

{tij} =













0 10 10 5.714 7.059
10 0 10 4 6.667
10 10 0 2.5 6.429

5.714 4 2.5 0 8
7.059 6.667 6.429 8 0













.

На втором шаге при t = 10 оптимальное значение в параметрической задаче (4.1), (4.2), до-
стигается сразу на двух альтернативах e1 и e2, причем альтернатива e2 оптимальна только
при одном значении параметра, так как L(2) = R(2) = 10. Получаем оптимальное решение
параметрической задачи

X(t) =























e5 при 0 ≤ t < 6.249,
e5 ∪ e3 при t = 6.249,

e3 при 6.249 < t < 10,
e3 ∪ e2 ∪ e1 при t = 10,

e1 при t > 10.

П р и м е р 4. Рассмотрим задачу выбора оптимальной стратегии для компании. Пред-
полагаем, что услугами компании пользуются клиенты трех различных типов, которые со-
ставляют 25%, 35% и 40% общего объема соответственно. Клиенты разных групп реагируют
на возможные стратегии развития бизнеса по-разному. Их реакции описываются случайны-
ми величинами ηj(ui), параметры которых (mj(ui), sj(ui)), где j — номер группы, i — номер
стратегии компании, приведены в табл. 1. Количество клиентов каждой группе, минимальный
возможный и максимальный возможный объемы (в долях от объема группы) представлены в
табл. 2.

Т а б л и ц а 1

стратегия m1(ui), s1(ui) m2(ui), s2(ui) m3(ui), s3(ui) M(ui), S̃(ui)

u1 (1.05, 0.1) (1.15, 0.04) (1.12, 0.12) (1.113, 0.075)

u2 (1.2, 0.1) (1.07, 0.08) (1.1, 0.14) (1.115, 0.068)

u3 (0.95, 0.15) (1.15, 0.09) (1.2, 0.11) (1.120, 0.087)

Т а б л и ц а 2

параметры 1-я группа 2-я группа 3-я группа

Kj 100 250 500

bj 0.001 0.001 0.0001

Bj 0.1 0.05 0.05

d(Kj , bj , bj) 0.090 0.038 0.048

Используя утверждение 1, найдем функцию наихудшей квантили при α ∈ [0.5; 1) по фор-
мулам (2.4)–(2.6). Отметим, что условия (1.10) выполняются для всех групп. Получаем

q̃α(ui) =
3

∑

j=1

Cjmj(ui)− τα

3
∑

j=1

Cj

√

djsj(ui),
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где C = {0.25; 0.35; 0.4}, значения функции dj = d(Kj , bj , bj) рассчитываются по форму-
лам (3.5), (3.6) и приведены в последней строке табл. 2 (все вычисления проводились c ис-
пользованием MathCad). Получаем задачу параметрической оптимизации

min
i

q̃α(ui) = min
i
(Mi − tSi), (4.10)

где t = t(α) = τα, Mi = M(ui) — ожидаемая прибыль компании, Si = S̃(ui) — наибольшее воз-
можное среднее квадратичное отклонение прибыли для стратегии ui (рассчитанные значения
приведены в правом столбце табл. 1). Среди представленных альтернатив нет доминируемых
по двум критериям (максимум среднего ожидаемого значения и минимум оценки дисперсии).
Построим решение задачи квантильной оптимизации для значений вероятности α ∈ [0.5; 1)
с помощью полученного в разд. 4 алгоритма 1 решения параметрической задачи. Решение
задачи (4.10) имеет вид

u∗(α) = argmin
u

q̃α(ui) =







u3 при 0.5 ≤ α < 0.867,
u1 ∪ u3 при α = 0.867,

u1 при α > 0.867.

Таким образом, в рассматриваемых условиях стратегия u2 не является оптимальной по кван-
тильному критерию ни при каких значениях вероятности, выбор между стратегиями u1 и u3
зависит от склонности 1-го игрока к риску. Для крупной компании предпочтительны решения,
гарантированные с вероятностью более 0.9, поэтому предпочтительнее стратегия u1. Для под-
держки принятия решения можно также проанализировать графики оценки риска (V aRα),
т. е. гарантированных значений квантили q̃α(u1) и q̃α(u3).

Заключение

В статье рассмотрена математическия модель выбора решений для крупной компаниии в
условиях взаимодействия со значительным числом клиентов, разбитых на неоднородные по
объему группы. Реакция клиентов на стратегии компании описывается независимыми случай-
ными величинами, распределение которых зависит от выбранной стратегии и номера группы.
В качестве критерия используется наихудшая квантиль распределения целевой функции, для
нахождения которой получены оценки дисперсии отклика группы клиентов при естествен-
ных предположениях о неравномерности объемов и построен алгоритм нахождения решения
параметрической задачи. Предложенная математическая модель может использоваться для
анализа широкого круга задач выбора стратегий развития бизнеса, связанного с обслужива-
нием значительного числа потребителей.
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