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1. Введение

В 1940 г., выступая на семинаре в университете Висконсина, С. М.Улам поставил вопрос:
когда существует аддитивное отображение вблизи приближенного аддитивного отображения?
Позже эти соображения были приведены в [1]. В 1941 г. Д.Х.Хайерс дал положительный ответ
на вопрос С.М.Улама для аддитивных функций, определенных на банаховых пространствах
(см. [2]). Так появилось понятие устойчивости по Хайерсу — Уламу. В [3] Т.М.Рассиас расши-
рил понятие устойчивости по Хайерсу — Уламу. В результате было сформулировано понятие
устойчивости по Хайерсу — Уламу — Рассиасу. С. Алсина и Р. Гер [4] были первыми исследо-
вателями, которые применили понятие устойчивости по Хайерсу — Уламу к дифференциаль-
ным уравнениям. В статье [5] можно найти определения устойчивости по Хайетсу — Уламу и
Хайерсу — Уламу — Рассиасу для дифференциальных уравнений. При исследовании свойства
Улам-устойчивости часто используется техника оценок решений интегральных неравенств.
Кроме того, используются теоремы о неподвижной точке и о точках совпадений многознач-
ных отображений [6; 7]. Заметим, что сейчас вопросы Улам-устойчивости широко изучаются
для различных типов систем дифференциальных уравнений. Для систем с запаздыванием эти
вопросы рассматривались, в частности, в [8].
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В этой статье мы рассматриваем вопрос об устойчивости по Хайерсу — Уламу — Рассиасу
для нелинейных систем дифференциальных уравнений с разрывными траекториями и запаз-
дыванием. Решениями дифференциальных уравнений являются функции ограниченной ва-
риации. Таким образом, статья содержит обобщение результатов работы [9] на нелинейные
дифференциальные уравнения с запаздыванием и обобщенным воздействием — обобщенной
производной функции ограниченной вариации в правой части. Заметим, что частично эта
тематика была отражена в докладе на конференции “Динамические системы: устойчивость,
управление, дифференциальные игры (SCDG2024)” [10]. В настоящей статье приводится до-
казательство этого результата.

Свойство устойчивости по Хайерсу — Уламу — Рассиасу для дифференциальных уравне-
ний с абсолютно непрерывными траекториями и с запаздыванием рассматривалось, напри-
мер, в [8]. Особенностью данной работы является то, что правая часть дифференциального
уравнения содержит обобщенные воздействия — обобщенные производные функций ограни-
ченной вариации. Понятие решения строится с помощью замыкания множества гладких ап-
проксимаций решений в пространстве функций ограниченной вариации [11]. Устойчивость по
Хайерсу — Уламу для импульсных систем в формализации, предложенной А.М.Самойленко и
Н.А.Перестюком (см. [12]), рассматривалась, например, в [13].

Устойчивость по Хайерсу — Уламу — Рассиасу определяется следующим образом (см., на-
пример, [8]).

О п р е д е л е н и е 1. Дифференциальное уравнение

ẋ (t) = f (t, x (t) , x(t− τ)) (1.1)

называется устойчивым по Хайерсу — Уламу — Рассиасу на [t0 − τ, ϑ] относительно неубываю-
щей положительной функции ϕ(t), если существует число cf > 0, такое, что ∀ ε > 0 и каждого
решения неравенства

∣

∣

∣
y
′

(t)− f (t, y (t) , y(t− τ))
∣

∣

∣
≤ εϕ(t), t ∈ [t0, ϑ] (1.2)

существует решение x(t) уравнения (1.1), которое удовлетворяет неравенству

|y (t)− x(t)| ≤ cfεϕ(t) t ∈ [t0 − τ, ϑ].

Здесь x(t) = ω(t) для t ∈ [t0 − τ, t0].

Определение 1 не применимо к дифференциальным уравнениям, рассматриваемым в на-
стоящей статье. В связи с тем, что решения рассматриваемых в статье уравнений являются
функциями ограниченной вариации, в правой части уравнения будет содержаться обобщенная
производная функции ограниченной вариации, и неравенство (1.2) не будет иметь смысла. В
связи с этим требуется уточнение понятия устойчивости по Хайерсу — Уламу — Рассиасу.

2. Устойчивость по Хайерсу — Уламу — Рассиасу

нелинейных систем дифференциальных уравнений

при аддитивно входящем обобщенном воздействии

Сначала рассмотрим систему дифференциальных уравнений

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ)) +Qv̇(t), x(t) = ω(t) t ∈ [t0 − τ, t0]. (2.1)

Здесь f(t, x, y) — n-мерная вектор-функция, непрерывная по t на [t0, ϑ], удовлетворяет
условию Липшица

|f(t, x1, y1)− f(t, x2, y2)| ≤ L(|x1 − y1|+ |x2 − y2|) (2.2)
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и, кроме того, — неравенству
|f(t, x, y)| ≤ χ(1 + |x|); (2.3)

Q — n × m-постоянная матрица; v(t) — абсолютно непрерывная m-мерная вектор-функция
(для определенности полагаем v(t0) = 0); τ > 0 — постоянное запаздывание; ω(t) — начальная
функция, заданная на [t0 − τ, t0].

При сделанных предположениях существует единственное абсолютно непрерывное реше-
ние уравнения (2.1) (см. монографию [14]). Если же v(t) есть функция ограниченной вариации,
то производную в (2.1) следует понимать в обобщенном смысле. В этом случае под решением
уравнения (2.1), как и в статье [11], будем понимать поточечный предел последовательности
абсолютно непрерывных решений уравнения (2.1) xk(t), порожденной последовательностью
абсолютно непрерывных функций vk(t), сходящихся поточечно к v(t), если предел последова-
тельности xk(t) не зависит от выбора последовательности vk(t). Такой подход к определению
решения, как отмечалось в книге [15], является естественным с точки зрения теории управле-
ния.

Нетрудно доказать, используя схему доказательства из работы [11], что при сделанных
предположениях будет существовать единственное решение уравнения (2.1) в определенном
выше смысле, которое будет удовлетворять уравнению

x(t) = ω(t0) +

t
∫

t0

f(ξ, x(ξ), x(ξ − τ)) dξ +Qv(t), x(t) = ω(t), t ∈ [t0 − τ, t0]. (2.4)

О п р е д е л е н и е 2. Будем говорить, что дифференциальное уравнение (2.1) устойчиво
по Хайерсу — Уламу — Рассиасу, если найдутся такое число cf > 0 и определенная на [t0− τ, ϑ]
неубывающая функция ϕ(t) > 0, что для любого ε > 0 и каждого решения неравенства

|y(t)− ω(t0)−

t
∫

t0

f(ξ, y(ξ), y(ξ − τ)) dξ −Qv(t))| ≤ εϕ(t), t ∈ [t0, ϑ] (2.5)

существует решение уравнения (2.4) x(t), удовлетворяющее неравенствам

|y(t)− ω(t)| ≤ εϕ(t), t ∈ [t0 − τ, t0), |y(t)− x(t)| ≤ cfεϕ(t), t ∈ [t0, ϑ].

Теорема 1. При выполнении условий (2.2) и (2.3) нелинейное дифференциальное уравне-

ние (2.1) устойчиво по Хайерсу—Уламу—Рассиасу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть x(t) и y(t) — соответственно решения уравнения (2.4) и
неравенства (2.5). Рассмотрим модуль разности y(t) и x(t):

|y(t)− x(t)| =

∣

∣

∣

∣

y(t)− ω(t0)−

t
∫

t0

f(ξ, x(ξ), x(ξ − τ)) dξ −Qv(t)

∣

∣

∣

∣

.

После добавления и вычитания под модулем в правой части предыдущего равенства выраже-
ние

y(t0) +

t
∫

t0

f(ξ, y(ξ), y(ξ − τ)) dξ +Qv(t),

в результате группировки и применения неравенства треугольника получим

|y(t)− x(t)| ≤

∣

∣

∣

∣

y(t)− y(t0)−

t
∫

t0

f(ξ, y(ξ), y(ξ − τ)) dξ −Qv(t)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

t
∫

t0

f(ξ, y(ξ), y(ξ − τ))− f(ξ, x(ξ), x(ξ − τ)) dξ

∣

∣

∣

∣

+ |y(t0)− ω(t0)| .
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Применяя к выражению, стоящему под вторым интегралом в правой части этого неравенства
свойство (2.2), и принимая во внимание (2.5), имеем

|y(t)− x(t)| ≤ εϕ(t) +

t
∫

t0

L(|y(ξ)− x(ξ)|+ |y(ξ − τ)− x(ξ − τ)|) dξ + |y(t0)− ω(t0)| . (2.6)

Определим функцию ω(t) на [t0 − τ, t0) из условия

|y(t)− ω(t)| ≤ εϕ(t), t ∈ [t0 − τ, t0). (2.7)

Введем функцию

µ(t) = sup
ξ∈[t0,t]

|y(ξ)− x(ξ)|. (2.8)

Предположим, что supξ∈[t0,t] |y(ξ)− x(ξ)| на [t0, t] достигается в точке t∗. Тогда

µ(t) = sup
ξ∈[t0,t]

|y(ξ)− x(ξ)|

= max
{∣

∣y(t∗ − 0) − x(t∗ − 0)
∣

∣;
∣

∣y(t∗)− x(t∗)
∣

∣;
∣

∣y(t∗ + 0)− x(t∗ + 0)
∣

∣

}

.

Поэтому из (2.6) с учетом (2.8) следует, что

µ(t∗) ≤ εϕ(t∗) + L

t∗
∫

t0

(|y(ξ)− x(ξ)|+ |y(ξ − τ)− x(ξ − τ)|) dξ + |y(t0)− ω(t0)| .

Принимая во внимание, что в последнем неравенстве правая часть неравенства есть непре-
рывная неубывающая функция, µ(t∗) = µ(t), имеем

µ(t) ≤ εϕ(t) + L

t
∫

t0

(|y(ξ) − x(ξ)|+ |y(ξ − τ)− x(ξ − τ)|) dξ + |y(t0)− ω(t0)| . (2.9)

Учитывая (2.7) и предположение, что ϕ(t) есть неубывающая функция, получаем

εϕ(t) + |y(t0)− ω(t0)| ≤ 2εϕ(t). (2.10)

Согласно (2.8)

|y(ξ)− x(ξ)| ≤ µ(ξ) и |y(ξ − τ)− x(ξ − τ)| ≤ µ(ξ) (2.11)

для ξ ∈ [t0, ϑ]. Ввиду (2.8), а также неравенства (2.10), (2.11), правую часть в (2.9) можно
увеличить, что приводит к неравенству

µ(t) ≤ 2εϕ(t) + 2L

t
∫

t0

µ(s) ds.

Используя лемму Гронуолла, из последнего неравенства имеем

µ(t) ≤ 2εϕ(t)e2L(t−t0),

что и завершает доказательство теоремы (cf = 2e2L(ϑ−t0) > 1).

Заметим, что используемый ниже прием получения оценки на решение уравнения с запаз-
дыванием использовался ранее в [8; 17] и ряде других работ.
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3. Устойчивость по Хайерсу — Уламу — Рассиасу

нелинейных систем дифференциальных уравнений

при мультипликативно входящем обобщенном воздействии

Далее будем рассматривать дифференциальное уравнение

ẋ(t) = f(t, x(t), x(t− τ)) +B(t, x(t))v̇(t), x(t) = ω(t), t ∈ [t0 − τ, t0], (3.1)

где x(t), v(t) — соответственно n и m-мерные вектор-функции времени, f(t, x(t), x(t − τ)) —
n-мерная вектор-функция и B(t, x) — n×m-матрица-функция.

Как и ранее, будем полагать, что функция v(t) является функцией ограниченной вари-
ации и производная понимается в смысле теории обобщенных функций. Основное отличие
уравнения (3.1) от (2.1) состоит в том, что в правой части уравнения (3.1) последнее слагае-
мое содержит произведение разрывной функции на обобщенную. В случае, если v(t) является
абсолютно непрерывной функцией, то при известных предположениях на f(t, x(t), x(t − τ)) и
B(t, x(t)) существует единственное решение уравнения (3.1) на отрезке [t0, ϑ], удовлетворяю-
щее начальному условию x(t) = ω(t), t ∈ [t0 − τ, t0]. Решение уравнения (3.1) в случае, когда
v(t) есть функция ограниченной вариации и производная понимается в обобщенном смысле,
согласно [11]) определяется следующим образом.

О п р е д е л е н и е 3 [11]. Аппроксимируемым решением задачи Коши (3.1), соответ-
ствующим функции ограниченной вариации v(t), будем называть функцию ограниченной ва-
риации x(t), являющуюся поточечным пределом последовательности xk(t), порожденной по-
следовательностью абсолютно непрерывных функций vk(t), поточечно сходящейся к v(t), если
x(t) не зависит от выбора последовательности vk(t).

Теорема 2 [11, Theorem 1]. Предположим, что f(t, x, y), B(t, x) непрерывны по t, липши-

цевы по x, y с постоянной L, удовлетворяют неравенствам (2.3), ||B(t, x)|| ≤ χ(1+ |x|), суще-

ствуют непрерывные частные производные ∂bij/∂xν , которые удовлетворяют равенствам

n
∑

ν=1

∂bij(t, x)

∂xν
bνl(t, x) =

n
∑

ν=1

∂bil(t, x)

∂xν
bνj(t, x)

(условие Фробениуса) i = 1, 2, . . . , n; j, l = 1, 2, . . . ,m.
Тогда для любой функции ограниченной вариации, определенной на отрезке [t0, ϑ], суще-

ствует аппроксимируемое решение x(t) уравнения (3.1), которое удовлетворяет интеграль-

ному уравнению

x(t) = w(t0) +

t
∫

t0

f(ξ, x(ξ), x(ξ − τ)) dξ +

t
∫

t0

B(ξ, x(ξ)) dvc(ξ)

+
∑

ti≤t, ti∈Ω−

S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0)) +
∑

ti<t, ti∈Ω+

S(ti, x(ti),∆v(ti + 0)).

(3.2)

Здесь vc(ξ) — непрерывная составляющая функции v(ξ); S(t, x(t),∆v) = z(1) − x;
ż(ξ) = B(t, z(ξ))∆v(t), z(0) = x. Через Ω− обозначено множество точек, в которых функ-

ция v(t) разрывна слева, т. е. ∆v(t− 0) = v(t)− v(t− 0) 6= 0, а через Ω+ — множество точек,

в которых функция v(t) разрывна справа, ∆v(t+ 0) = v(t+ 0)− v(t) 6= 0.

В связи с тем, что рассматриваемое дифференциальное уравнение (3.1) несколько отлича-
ется от дифференциального уравнения (2.1), определение 3 необходимо несколько уточнить.

О п р е д е л е н и е 4. Будем говорить, что дифференциальное уравнение (3.1) устойчи-
во по Хайерсу — Уламу — Рассиасу на [t0 − τ, ϑ] относительно положительной неубывающей
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функции ϕ(t), определенной на [t0 − τ, ϑ], если найдется число cf > 0 такое, что для любой
вектор-функции y ограниченной вариации, удовлетворяющей неравенству (t ∈ [t0, ϑ])

∣

∣

∣

∣

y(t)− ω(t0)−

t
∫

t0

f(ξ, y(ξ), y(ξ − τ)) dξ −

t
∫

t0

B(ξ, y(ξ)) dvc(ξ)

−
∑

ti≤t, ti∈Ω−

S(ti, y(ti − 0),∆v(ti − 0))−
∑

ti<t, ti∈Ω+

S(ti, y(ti),∆v(ti + 0))

∣

∣

∣

∣

≤ ǫϕ(t),

(3.3)

и для любого ǫ > 0 существуют положительное вещественное число cf и решение уравне-
ния (3.1) x(t), удовлетворяющие неравенству

|y(t)− ω(t)| < ǫϕ(t), t ∈ [t0 − τ, t0), |y(t)− x(t)| < cf ǫϕ(t), t ∈ [t0, ϑ],

для любого t ∈ [t0 − τ, ϑ].

Теорема 3. Пусть выполняются условия теоремы 2. Тогда дифференциальное уравне-

ние (3.1) устойчиво по Хайерсу—Уламу—Рассиасу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим модуль разности y(t)−x(t). Учитывая (3.2), имеем

|y(t)− x(t)| =

∣

∣

∣

∣

y(t)− w(t0)−

t
∫

t0

f(ξ, x(ξ), x(ξ − τ)) dξ −

t
∫

t0

B(ξ, y(ξ)) dvc(ξ)

−
∑

ti≤t, ti∈Ω−

S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0)) −
∑

ti<t, ti∈Ω+

S(ti, x(ti),∆v(ti + 0))

∣

∣

∣

∣

.

Добавим и вычтем под модулем в правой части последнего равенства выражение

y(t0) +

t
∫

t0

f(ξ, y(ξ), y(ξ − τ)) dξ +

t
∫

t0

B(ξ, y(ξ)) dvc(ξ)

+
∑

ti≤t, ti∈Ω−

S(ti, y(ti − 0),∆v(ti − 0)) +
∑

ti<t, ti∈Ω+

S(ti, y(ti),∆v(ti + 0)).

После группировки, применения свойств модулей, свойств липшицевости f и B, свойств инте-
грала Стилтьеса получим

|y(t)− x(t)| ≤

∣

∣

∣

∣

y(t)− y(t0)−

t
∫

t0

f(ξ, y(ξ), y(ξ − τ)) dξ −

t
∫

t0

B(ξ, y(ξ)) dvc(ξ)

−
∑

ti≤t, ti∈W−

S(ti, y(ti − 0),∆v(ti − 0))−
∑

ti<t, ti∈W+

S(ti, y(ti),∆v(ti + 0))

∣

∣

∣

∣

+ |y(t0)− ω(t0)|

+ L

t
∫

t0

(|y(ξ)− x(ξ)|+ |y(ξ − τ))− x(ξ − τ ||)) dξ + L

t
∫

t0

|y(ξ)− x(ξ)| d var
[t0, ξ]

vcj(·)

+
∑

ti<t, ti∈Ω−

∣

∣S(ti, y(ti − 0),∆v(ti − 0)) − S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0))
∣

∣

+
∑

ti≤t, ti∈Ω+

∣

∣S(ti, y(ti),∆v(ti + 0))− S(ti, x(ti),∆v(ti + 0))
∣

∣.
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Учитывая оценку (3.3), из последнего неравенства получим

|y(t)− x(t)| ≤ εϕ(t) + |y(t0)− ω(t0)|

+ L

t
∫

t0

(

|y(ξ)− x(ξ)|+ |y(ξ − τ)− x(ξ − τ)|
)

dξ + L

t
∫

t0

|y(ξ)− x(ξ)| d var
[t0, ξ]

vcj(·)

+
∑

ti<t, ti∈Ω−

∣

∣S(ti, y(ti − 0),∆v(ti − 0))− S(ti, x(ti − 0),∆v(ti − 0))
∣

∣

+
∑

ti≤t, ti∈Ω+

∣

∣S(ti, y(ti),∆v(ti + 0))− S(ti, x(ti),∆v(ti + 0))
∣

∣.

(3.4)

Согласно [16] (см. формулу (3.6))

∣

∣S(ti, y(ti−0),∆v(ti−0))−S(ti, x(ti−0),∆v(ti−0))
∣

∣ ≤ |y(ti−0)−x(ti−0)|(eeL|∆v(ti−0)|−1). (3.5)

Очевидно, что аналогичная формула справедлива и для момента ti + 0.
Учитывая (3.5), неравенство (3.4) можно записать в следующем виде:

|y(t)− x(t)| ≤ εϕ(t) + L

t
∫

t0

(|y(ξ)− x(ξ)|+ |y(ξ − τ)− x(ξ − τ)|) dξ

+L

t
∫

t0

|y(ξ)− x(ξ)| d var
[t0, ξ]

vcj(·) + |y(t0)− ω(t0)|

+
∑

ti<t, ti∈Ω−

|y(ti − 0)− x(ti − 0)|(eeL|∆v(ti−0)| − 1)

+
∑

ti≤t, ti∈Ω+

|y(ti)− x(ti)|(e
eL|∆v(ti+0)| − 1).

(3.6)

Теперь воспользуемся обозначением (2.8). Согласно этому определению функция µ(t) являет-
ся неубывающей, поэтому в предыдущем неравенстве |y(t) − x(t)| можно заменить на µ(t). В
выражениях, стоящих справа от знака неравенства, вместо |y(ξ)− x(ξ)| и |y(ξ − τ)− x(ξ − τ)|
можно поставить µ(ξ). Правая часть неравенства при этом разве лишь увеличится. В резуль-
тате из (3.6) получим

µ(t) ≤ εϕ(t) + 2L

t
∫

t0

µ(ξ) dξ + L

t
∫

t0

µ(ξ) d var
[t0, ξ]

vcj(·) + |y(t0)− ω(t0)|

+
∑

ti<t∗, ti∈Ω−

|y(ti − 0)− x(ti − 0)|(eeL|∆v(ti−0)| − 1) +
∑

ti≤t∗, ti∈Ω+

|y(ti)− x(ti)|(e
eL|∆v(ti+0)| − 1).

Введем обозначение

P = max{2L, eL}.

Из последнего неравенства имеем

µ(t) ≤ 2εϕ(t) + P

t
∫

t0

µ(ξ) d(ξ + var
[t0, ξ]

vc(·))

+
∑

ti<t, ti∈Ω−

µ(ti − 0)(eP |∆v(ti−0)| − 1) +
∑

ti≤t, ti∈Ω+

µ(ti)(e
P |∆v(ti+0)| − 1).
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Используя оценку решения предыдущего неравенства из [18, Lemma 5.4.3, с. 192], имеем

µ(t) ≤

[

2εϕ(t0) +

t
∫

t0

e
−P (ξ−t0)− var

[t0, ξ]
v(·)

d(2εϕ(ξ))

]

e
P (t−t0)+ var

[t0, t]
v(·)

. (3.7)

Принимая во внимание неравенство e
(−P (t−t0)− var

[t0, ξ]
v(·))

≤ 1, из (3.7) получим

µ(t) ≤ 2εϕ(t)e
P (t−t0)+ var

[t0, t]
v(·)

.

В силу ограниченности вариации функции v(t) на [t0, ϑ] убеждаемся в справедливости теоре-
мы 3:

cf = 2e
P (ϑ−t0)+ var

[t0, ϑ]
v(·)

.
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