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В статье рассматривается кооперативная дифференциальная сетевая игра. Мы предполагаем, что иг-

роки в начальный момент игры одновременно и независимо друг от друга выбирают соседей, с которыми

они намерены взаимодействовать во время игры. Каждый игрок может выбирать соседей из фиксирован-

ного подмножества игроков. Такие подмножества могут быть разными для разных игроков, и для каждого

игрока число возможных соседей ограничено. Далее в фиксированные моменты времени игроки имеют

возможность корректировать полученную сеть. Игроки создают сеть с целью максимизации суммарного

выигрыша. Однако сеть, которая является оптимальной в начальный момент времени, впоследствии мо-

жет перестать быть таковой. В качестве решений кооперативной игры рассматриваются C-ядро и вектор

Шепли.
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The paper considers a cooperative differential network game. We assume that at the beginning of the game,

players simultaneously and independently choose a neighbor with whom they intend to interact during the game.

Each player can choose neighbors from a fixed subset of players. Such subsets can be different for different players,

and for each player the number of possible neighbors is fixed. Then, at given time instants, players have the

opportunity to change the network. Players create a network to maximize their joint payoff. However, a network

that is optimal at the initial time instant may later cease to be optimal. The C-core and the Shapley value are

considered as a solution of the cooperative game.
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Введение

В работе рассматривается кооперативная дифференциальная сетевая игра n лиц. В [1–5]
представлены различные подходы к определению характеристической функции в дифферен-
циальных сетевых играх. В некоторых из них введен особый тип характеристической функции,
который не только упрощает поиск кооперативного решения для дифференциальных сетевых
игр, но и обеспечивает решения таким важным свойством как динамическая устойчивость (см.
[6; 7]). Данная статья является развитием работы [8].

Мы предполагаем, что, начиная с момента t0 и далее в фиксированные моменты времени,
игроки имеют возможность изменять сеть, одновременно выбирая соседей в моменты време-
ни tk, k = 1, . . . , n (точно так же, как это происходит в начале игры), а затем действуют сообща
в соответствии с траекторией, максимизирующей общий выигрыш в этой сети в подыгре на
временном интервале [tk, T ] до следующего момента коррекции.

1. Дифференциальная игра на сети

Пусть N = {1, 2, . . . , n} — множество игроков, которое совпадает с множеством узлов се-
ти. Множество всех ребер сети N обозначим через P , P = {arc(i, j) : i, j ∈ N, i 6= j}. Мно-
жество игроков, связанных с игроком i ребром, обозначим через K (i) = {j : arc (i, j) ∈ P},
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i ∈ N ; xi (τ)∈Rm — фазовое состояние игрока i ∈ N в момент времени τ и ui(τ) ∈ U i ⊂ R
k;

U i∈CompRk — управление игрока i∈N , i /∈ K(i).
Предположим, что в начале игры, в момент t0 игроки одновременно и независимо друг от

друга выбирают соседей, с которыми предполагают взаимодействовать в процессе игры. При
этом игрок i может выбрать соседа из фиксированного подмножества игроков Ni ⊂ N\{i}.
Множество Ni может быть различным для различных игроков, и для каждого игрока i число
его возможных соседей ограничено числом ni. Связь осуществляется (т. е. в сети создается реб-
ро) между игроками i и j, если i ∈ Nj , j ∈ Ni. Получившаяся в результате сеть G называется
допустимой сетью.

Динамика игры определяется следующей системой дифференциальных уравнений:

ẋi(τ) = f i(xi(τ), ui(τ)), xi(t0) = xi0, для τ ∈ [t0, T ] и i ∈ N. (1.1)

Функции f i(xi, ui) определены при любых значениях переменных xi и ui ∈ U i, они пред-
полагаются непрерывными по совокупности переменных xi, ui и непрерывно дифференцируе-
мыми по xi. Класс управлений представляет собой класс кусочно-непрерывных функций ui(t)
с конечным числом точек разрыва.

Мы рассмотрим частный случай, когда выигрыш игрока i зависит от его переменной состо-
яния и переменных состояния игроков из множества K(i). Таким образом, если связи остаются
значимыми, выигрыш игрока i определяется как

Hi

(

x01, . . . , x
0
n, u

1, . . . , un
)

=
∑

j∈K(i)

T
∫

t0

hji
(

xi (τ) , xj (τ)
)

dτ , hji ≥ 0, i ∈ N, (1.2)

при условии, что игроки не прерывают связь. В случае, если игрок i прерывает связь с игро-
ком j в определенный момент времени t, значение функций hji (x

i(τ), xj(τ)) и hij(x
j(τ), xi(τ))

полагаем равным 0 для всех τ ≥ t, t ∈ [t0, T ]. Функция hji
(

xi (τ) , xj (τ)
)

— это мгновенный
выигрыш, который игрок i может получить через сетевое взаимодействие с игроком j∈K(i).
Заметим, что (i, i) /∈P и мгновенный выигрыш hji ≥ 0 при j∈K(i) .

2. Кооперативная дифференциальная игра

Далее мы рассмотрим кооперативную версию игры. В [1;3;8] предполагается, что в любой
момент времени игроки могут разорвать связь между собой и другими игроками. Принимая во
внимание неотрицательность выигрышей игроков, это предположение значительно упрощает
построение характеристической функции игры и, как следствие, основанное на ней построение
принципов оптимальности из теории кооперативных игр.

Определим значение характеристической функции для коалиции N в сети G:

VG (x0, T − t0;N) = max
ui,i∈N

∑

i∈N

∑

j∈K(i)

T
∫

t0

hji
(

xi (τ) , xj (τ)
)

dτ

=
∑

i∈N

∑

j∈K(i)

T
∫

t0

hji
(

x̄i (τ) , x̄j (τ)
)

dτ,

(2.1)

где максимум берется по наборам всех допустимых управлений. Мы предполагаем, что мак-
симизирующее управление ū1(t), . . . , ūm(t) cуществует.

Обозначим через

V (x0, T − t0;N) = max
G

VG(x0, T − t0;N) = VḠ(x0, T − t0;N). (2.2)
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Определим значения характеристической функции для коалиций S ⊂ N как

V (x0, T − t0;S) =
∑

i∈S

∑

j∈S∩K(i)

T
∫

t0

hji
(

x̄i (τ) , x̄j (τ)
)

dτ, S ⊂ N.

Заметим, что значение VG(x0, T − t0;N) зависит от сети, которая была сформирована в
начальный момент времени t0 в результате одновременного выбора соседей игроками. Мы
предполагаем, что игроки выбирают такую сеть Ḡ, которая дает максимальный суммарный
выигрыш игроков из набора N , т. е. VḠ(x0, T − t0;N). Мы будем называть такую сеть Ḡ ко-

оперативной сетью или сетью кооперативного взаимодействия.

При развитии игры по кооперативной траектории (x̄i(τ)) возникает следующее нетривиаль-
ное свойство, которое, как нам кажется, никем ранее не было замечено, а именно в некоторый
промежуточный момент времени на кооперативной траектории кооперативная сеть может пе-
рестать быть таковой, поскольку максимальный суммарный выигрыш игроков в подыгре из
начальных состояний на кооперативной траектории может быть достигнут на другой сети.
Мы покажем это на примере.

Для удобства введем следующие обозначения

γij(t) = γij(x̄(t), T − t) =

T
∫

t

hji (x̄
i(τ), x̄j(τ))dτ, (2.3)

П р и м е р 1. Рассмотрим сеть из пяти игроков с узлами A, B, C, D, E. Предположим,
что каждый игрок может создать не более трех связей (т. е. ni = 3, N = (A, B, C, D, E)), но
множество возможных соседей для каждого игрока не ограничено (может быть любым).

Предположим, что

γ(x0, T − t0) = {γij}i,j=1,...5 =













0 5 3 6 4
6 0 4 11 3
4 3 0 6 8
5 9 8 0 3
8 6 7 5 0













;

здесь γ — это матрица выигрышей (с элементами (2.3)), которые игроки могут получить за
время T − t0 при использовании кооперативных стратегий в построенной сети (т. е. страте-
гий ūi(τ), ūj(τ), τ ∈ [t0, T ], при которых реализуются кооперативные траектории x̄i(τ), x̄j(τ))
соответствующие (2.1)).

Определим максимизирующую сеть (рис. 1) в момент времени t0, или, другими слова-
ми, определим сеть, которая максимизирует сумму выигрышей игроков в начальный момент
времени t0, при условии, что игроки не могут создать более трех связей. Максимальный сум-
марный выигрыш на такой сети равен 92.

На ребрах сети (рис. 1) указаны выигрыши (слева направо), которые игроки могут полу-
чить за время T − t0 при использовании кооперативных стратегий в построенной сети.

Предположим, что при этом матрица γ(x0, T − t0) может быть представлена в виде

γ(x0, T − t0) = γ(x0, t
′ − t0) + γ(x̄(t′), T − t′)

=













0 5 3 6 4
6 0 4 11 3
4 3 0 6 8
5 9 8 0 3
8 6 7 5 0













=













0 3 0 6 2
1 0 2 4 2
2 2 0 5 7
4 9 0 0 1
3 5 5 4 0













+













0 2 3 0 2
5 0 2 7 1
2 1 0 1 1
1 0 8 0 2
5 1 2 1 0













.
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Рис. 1. Максимальная сеть на момент времени t0 при условии, что игроки не могут создать
более трех связей.

Строим новую сеть в момент времени t′, или, другими словами, определим сеть, которая
максимизирует суммарный выигрыш игроков на отрезке времени [t′, T ] при условии, что игро-
ки не могут создать более трех связей (ni = 3, N = (A, B, C, D, E)). Мы видим, что в момент
времени t′ на временном интервале [t′, T ] исходная сеть перестает быть оптимальной, т. е. су-
ществует другая сеть, которая максимизирует суммарный выигрыш игроков на оставшемся
временном интервале [t′, T ].

Максимизирующая сеть в подыгре, начинающаяся с t′, имеет следующую структу-
ру (рис. 2). Максимальный суммарный выигрыш игроков в подыгре, определенный на ин-
тервале времени [t′, T ], равен 41.
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Рис. 2. Максимальная сеть в момент времени t′ при условии, что игроки не могут создавать
более трех связей.

Однако здесь надо иметь в виду, что при построении новой кооперативной сети предпо-
лагается, что игроки в дифференциальной сетевой игре на отрезке времени [t′, T ] используют
кооперативные стратегии в кооперативной сети (т. е. стратегии ūi(τ), ūj(τ), τ ∈ [t′, T ], при кото-
рых реализуются кооперативные траектории x̄i(τ), x̄j(τ) ). Если допустить повторную макси-
мизацию суммарного выигрыша игроков в подыигре на отрезке времени [t′, T ], то суммарный
выигрыш может еще более возрасти.

Как мы уже видели, даже в простых случаях постоянная сеть (которая не меняется на
протяжении всей игры) не обеспечивает максимальный суммарный выигрыш игрокам, т. е. ее
нельзя считать кооперативной на всем временном интервале [t0, T ] игры.

В этой статье мы предполагаем, что в определенные моменты времени t1, t2, . . . , tr игро-
ки настраивают (имеют возможность изменять) сеть, одновременно выбирая соседей (точно
так же, как это происходило в начале игры), а затем на последующем временном интервале
действуют сообща в соответствии с траекторией, максимизирующей суммарный выигрыш в
соответствующей дифференциальной игре на сети Ḡ (см. (2.2)) на интервале времени [t0, T ]
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до момента следующей коррекции tk+1. Предположим для простоты, что коррекция сети про-
исходит в каждый момент времени tk.

Обозначим траекторию, скорректированную в моменты времени t1, t2, . . . , tr, через ¯̄x(t).
Мы предлагаем в качестве решения так называемую локально-кооперативную траекторию. А
именно, временной интервал [t0, T ] делится на подынтервалы [t0, t1), [t1, t2), . . ., (tr−1, T ], и
предлагается следующее локально кооперативное поведение.

• В момент времени t0 выбирается сеть, которая максимизирует суммарный выигрыш на
интервале [t0, T ], и игра развивается на интервале времени [t0, t1) по соответствующей
максимизирующей (кооперативной) траектории без изменения сети.

• В момент времени t1 игроки повторно (как это было в момент t0) выбирают одновременно
партнеров в сети с целью максимизации суммарного выигрыша игроков на отрезке [t1, T ].
При этом может оказаться, что построенная в момент t1 сеть совпадает с предыдущей
(построенной в момент t0), тогда игра продолжается на отрезке времени [t1, t2] на пер-
воначальной сети. Однако, как мы видели в примере 1, новая сеть может отличаться
от предыдущей, тогда на отрезке времени [t1, t2] игра происходит на новой сети G2; в
соответствии с примером 1 мы предполагаем, что игроки в дифференциальной сетевой
игре на отрезке времени [t1, t2] используют кооперативные стратегии в кооперативной
игре (те стратегии ūi(τ), ūj(τ), τ ∈ [t1, t2], при которых реализуется кооперативная тра-
ектория x̄i(τ), x̄j(τ)) на сети Ḡ (см 2.1)).

• Затем в момент времени tk строится сеть, максимизирующая суммарный выигрыш игро-
ков на отрезке времени [tk, T ] (эта сеть может совпадать с предыдущей), при этом мы все
время предполагаем, что игроки в дифференциальной сетевой игре на отрезке времени
[tk, tk+1] используют кооперативные стратегии ūi(τ), ūj(τ), τ ∈ [tk, tk+1], соответству-
ющие кооперативной траектории x̄i(τ), x̄j(τ). Таким образом поступаем до момента tr
(момента последней коррекции сети).

В результате мы получаем последовательность сетей

Ḡ = Gt0 , Gt2 , . . . , Gtr−1

и траекторию

¯̄x(t) = x̄(t), t ∈ [tk, tk+1), k ∈ 0, 1, . . . , r − 1,

состоящую из отрезков кооперативной траектории, реализуемой в соответствующих подыг-
рах на временных интервалах [tk, T ] с использованием кооперативных управлений ūi(τ), ūj(τ),
τ ∈ [tk, tk+1] в сети Ḡ (см (2.2)). Мы будем называть эту траекторию условно-кооперативной

траекторией.

Введем аналог характеристической функции на временном интервале [t0, T ], соответству-
ющей условно-кооперативной траектории ¯̄x(t):

V̄∆ (x0, T − t0;S) =
r−1
∑

k=0

∑

i∈S

(

∑

j∈S∩K
G
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

, (2.4)

для всех S ⊂ N , где KGtk (i) — множество игроков, связанных ребром с игроком i в сети Gtk .

Заметим, что V̄∆ (x0, T − t0; {i}) = 0, поскольку при S = {i} множество {i} ∩KGtk (i) = ∅

(игрок i не принадлежит множеству KGtk (i)).

Утверждение 1. Характеристическая функция V̄∆ (x0, T − t0;S) выпукла.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем

V̄∆ (x0, T − t0;S1 ∪ S2) =

r−1
∑

k=0

∑

i∈S1∪S2

(

∑

j∈(S1∪S2)∩KGtk
(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

=

r−1
∑

k=0

∑

i∈S1

(

∑

j∈S1∩KG
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

+

r−1
∑

k=0

∑

i∈S2

(

∑

j∈S2∩KG
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

−

r−1
∑

k=0

∑

i∈S1∩S2

(

∑

j∈(S1∩S2)∩KGtk
(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

+

r−1
∑

k=0

∑

i∈S1

(

∑

j∈S2∩KG
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

+

r−1
∑

k=0

∑

i∈S2

(

∑

j∈S1∩KG
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

≥
r−1
∑

k=0

∑

i∈S1

(

∑

j∈S1∩KG
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

+
r−1
∑

k=0

∑

i∈S2

(

∑

j∈S2∩KG
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

−
r−1
∑

k=0

∑

i∈S1∩S2

(

∑

j∈(S1∩S2)∩KG
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

= V̄∆ (x0, T − t0;S1) + V̄∆ (x0, T − t0;S2)− V̄∆ (x0, T − t0;S1 ∩ S2) ,

т. е.

V̄∆ (x0, T − t0;S1 ∪ S2) ≥ V̄∆ (x0, T − t0;S1) + V̄∆ (x0, T − t0;S2)− V̄∆ (x0, T − t0;S1 ∩ S2) ,

и утверждение доказано.

3. C-ядро

О п р е д е л е н и е 1. Вектор a = (α1, . . . , αn) называется дележом, если

n
∑

i=1

αi = V̄∆ (x0, T − t0;N) , αi ≥ 0, V̄∆ (x0, T − t0; {i}) = 0, i = 1, . . . , n.

Обозначим множество всех дележей через A. Подмножество C ⊂ A дележей называется
C-ядром, если для a ∈ C имеет место

∑

i∈S

αi ≥ V̄∆(x0, T − t0;S), S ⊂ N.

Утверждение 2. C-ядро в построенной игре непусто.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим дележ a = (α1, . . . , αn), где

αi =
r−1
∑

k=0

∑

j∈K
G
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ,
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∑

i∈S

αi =

r−1
∑

k=0

∑

i∈S

(

∑

j∈K
G
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

≥

r−1
∑

k=0

∑

i∈S

(

∑

j∈S∩K
G
tk

(i)

tk+1
∫

tk

hji
(

¯̄xi (τ) , ¯̄xj (τ)
)

dτ

)

= V̄∆ (x0, T − t0;S) , S ⊂ N,

т. е. дележ a принадлежит C-ядру, и утверждение доказано.

4. Вектор Шепли

Вычислим вектор Шепли для определенного выше аналога характеристической функ-
ции [6; 9]:

S̄hi(x0, t0) =
∑

S⊂N,

S∋i

(|S| − 1)!(n − |S|)!

n!
× [V̄ (x0, T − t0, S)− V̄ (x0, T − t0, S\{i})], i ∈ N, (4.5)

и мы будем называть вектор S̄h модифицированным вектором Шепли.

Можно показать, что модифицированный вектор Шепли динамически устойчив [6; 7].

П р и м е р 2. Рассмотрим пример сетевой игры |N | = 5 c игроками A, B, C, D, E.
На рис. 1 изображена сеть Ḡt0 , которая максимизирует суммарный выигрыш игроков на вре-
менном интервале [t0, T ].

Найдем вектор Шепли для начальной сети в случае, если сеть не меняется. Обозначим
через γij(x0, T − t0) = γij, i, j = A,B,C,D,E.

ShA(x0, t0) =
γAB + γBA + γAE + γEA + γAD + γDA

2
= 17,

ShB(x0, t0) =
γAB + γBA + γEB + γBE + γBD + γDB

2
= 20,

ShC(x0, t0) =
γCD + γDC + γCE + γEC

2
= 14.5,

ShD(x0, t0) =
γDA + γAD + γBD + γDB + γDC + γCD

2
= 22.5,

ShE(x0, t0) =
γCE + γEC + γEA + γAE + γEB + γBE

2
= 18.

Вычислим вектор выплат Hs игрокам на интервале [t0, t
′), если эти выплаты производятся

в соответствии с вектором Шепли, рассчитанным для исходной сети без ее корректировки в
момент t′. Положим γij(x0, t

′ − t0) = γ0ij , i, j = A,B,C,D,E, тогда имеет место

HsA(x0, t0) =
γ0AB + γ0BA + γ0AE + γ0EA + γ0AD + γ0DA

2
= 9.5,

HsB(x0, t0) =
γ0AB + γ0BA + γ0EB + γ0BE + γ0BD + γ0DB

2
= 12,

HsC(x0, t0) =
γ0CD + γ0DC + γ0CE + γ0EC

2
= 8.5,

HsD(x0, t0) =
γ0DA + γ0AD + γ0BD + γ0DB + γ0DC + γ0CD

2
= 14,

HsE(x0, t0) =
γ0CE + γ0EC + γ0EA + γ0AE + γ0EB + γ0BE

2
= 12.
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Найдем вектор Шепли для сети, полученной после корректировки в момент t′ (сеть Ḡ1).
Обозначим γij(¯̄x(t

′), T − t′) = γ′ij , i, j = A,B,C,D,E. В этих обозначениях компоненты вектора
Шепли вычисляются по формулам

ShA(¯̄x(t
′), t′) =

γ′AB + γ′BA + γ′AE + γ′EA + γA + γ′A
2

= 9.5,

ShB(¯̄x(t
′), t′) =

γ′AB + γ′BA + γ′CB + γ′BC + γ′BD + γ′DB

2
= 8.5,

ShC(¯̄x(t
′), t′) =

γ′CB + γ′BC + γ′CA + γ′AC + γ′CD + γ′DC

2
= 8.5,

ShD(¯̄x(t
′), t′) =

γ′DC + γ′CD + γ′BD + γ′DB + γ′DE + γ′ED

2
= 9.5,

ShE(¯̄x(t
′), t′) =

γ′DE + γ′ED + γ′EA + γ′AE

2
= 5.

В табл. 1 представлены выигрыши игроков, соответствующие компонентам вектора Шепли
для двух вариантов игры: сеть без коррекции и сеть с коррекцией.

Т а б л и ц а 1

Сравнение решений

Игроки Shi(x0, t0) S̄hi(x0, t0)

A 17 9.5 + 8.5 = 19
B 20 8.5 + 12 = 20.5
C 14.5 8.5 + 8.5 = 17
D 22.5 9.5 + 14 = 23.5
E 18 5 + 12 = 17

Суммарный выигрыш 92 97

Мы видим, что после коррекции сети в момент времени t′ суммарный выигрыш игроков
увеличивается. Это оправдывает внесенную нами корректировку сети. В результате компо-
ненты вектора Шепли для четырех игроков из 5 увеличиваются, т. е.

S̄hi(x0, t0) = HSi(x0, t0) + Shi(¯̄x(t
′), t′) > Shi(t0, x0), i = A,B,C,D,

S̄hE(x0, t0) = HSE(x0, t0) + ShE(¯̄x(t
′), t′) < ShE(t0, x0).

В примере 2 показана только нижняя оценка возможности увеличения совместного выиг-
рыша, поскольку увеличение происходит только за счет коррекции структуры сети без измене-
ния оптимального кооперативного управления, c использованием управлений, рассчитанных
для временного интервала [t0, T ]. Дополнительная оптимизация элементов управления может
дать еще большее увеличение суммарного выигрыша.

Заключение

Мы рассмотрели кооперативную дифференциальную сетевую игру, в которой игроки од-
новременно и независимо выбирают соседей, с которыми они намерены взаимодействовать во
время игры. Игроки создают сеть, чтобы максимизировать совместный выигрыш. Мы дока-
зали, что сеть, которая является оптимальной в начальный момент времени, может перестать
быть таковой в какой-то промежуточный момент времени.
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