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Введение

В задачах гарантированного оценивания [1] обычно предполагается, что неопределенные
возмущения подчиняются заданным априорным ограничениям. При этих условиях опреде-
ляются множества достижимости, информационные множества или интересующие наблюда-
теля параметры динамической системы. Ограничения могут иметь разнообразный характер:
геометрический, интегральный или смешанный. Однако точное задание ограничений не все-
гда оправдано. В них могут присутствовать другие неизвестные параметры, которые иногда
имеют случайный характер. К настоящему времени хорошо известно, что задачи гарантиро-
ванного оценивания весьма часто сводятся к минимизации функционала, представляющего
левую часть неравенства, задающего ограничения на возмущения, а динамическая система
при этом рассматривается в обратном времени. При наличии неизвестных параметров в огра-
ничениях такая минимизация затруднительна. Тем не менее в литературе известны подходы к
оптимизации неточно заданных функционалов, в том числе и в задачах управления динамиче-
скими системами (см., например, [2]). В указанной работе максимизируется среднее целевого
функционала, зависящего от управления, для дискретной динамической системы. Однако не
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имеется полной информации о вероятностной мере, по которой берется среднее. Тогда ис-
пользуется подход, связанный с неточной вероятностной моделью, а именно, предполагается
наличие множества вероятностных мер и вычисляется максимин целевого функционала, где
минимум берется по множеству вероятностных мер в расчете на худший случай реализации
меры. Основные факты по неточным вероятностям изложены в [3]. Подробный обзор по дан-
ной теме имеется в [4]. Теоретические работы в данном направлении находят и практическое
применение, например, при оптимальном управлении загрязнением окружающей среды при
неточном описании рисков [5]. К сожалению, непосредственно использовать результаты упо-
мянутых работ в задачах оценивания не получается, так как здесь требуется одновременная
минимизация по управлениям и мерам. Поэтому в настоящей работе дается подробная адап-
тация подхода с неточными вероятностями к проблемам оценивания, в основном для систем
с дискретным временем. Данный подход к рассматриваемым задачам ранее не применялся.
Какие-либо статьи зарубежных авторов по применению подхода к задачам оценивания автору
неизвестны.

1. Постановка задачи

1.1. Непрерывные системы

Рассмотрим дифференциальное уравнение с наблюдением

ẋ = f(t, x, v), t ∈ [0, T ], y = g(t, x) + w,

где x ∈ R
n — фазовый вектор, не доступный для измерения; y ∈ R

m — вектор измерения;
v ∈ R

q и w ∈ R
m — возмущения, стесненные вместе с начальным состоянием x0 ограничением

h0(x0, ω) +

T
∫

0

h(t, v, w, ω)dt 6 1; (1.1)

здесь ω ∈ Ω — параметр. Если параметр известен, то решаем задачу минимизации по v(·) и
вводим функцию Беллмана

V (t, x, ω) = min
v(·)

J(t, x, v, ω), где

J(t, x, v, ω) = h0(x0, ω) +

t
∫

0

h(s, v, y(s) − g(s, x), ω)ds, x(t) = x.
(1.2)

Уравнение Беллмана для V (t, x, ω) имеет вид

Vt = min
v

{

−f ′(t, x, v)Vx + h(t, v, y(t) − g(t, x), ω)
}

,

V (0, x, ω) = h0(x, ω).
(1.3)

Если решение уравнения (1.3) найдено, то информационное множество (кратко ИМ), содержа-
щее неизвестное состояние x(t), запишется в виде неравенства X (t, y, ω) = {x : V (t, x, ω) 6 1}.

Если ω неизвестно, ω ∈ Ω, где Ω — хаусдорфов компакт, а функции в (1.1) непрерывны
по ω, то вводим функцию

W (t, x) = min
v(·)

min
ω

J(t, x, v, ω) = min
ω

V (t, x, ω), x(t) = x.

Тогда ИМ определится в виде неравенства

X (t, y) = {x : W (t, x) 6 1} .
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Дифференциальные уравнения для W записать затруднительно, но если перейти к функциям

h0(x) = min
ω

h0(x, ω), h(t, v, w) = min
ω

h(t, v, w, ω)

и подставить их в уравнение типа (1.3), то приходим к функции, которая минорирует W снизу,
а соответствующее ИМ накрывает X (t, y) сверху. Заметим, что

W (t, x) = min
v(·), µ∈P(Ω)

∫

Ω

J(t, x, v, ω)µ(dω),

где P(Ω) ⊂ ba(Ω,F) — выпуклое множество всех вероятностных мер; F — борелевская σ-
алгебра; ba(Ω,F) — банахово пространство конечно-аддитивных мер с нормой-вариацией |µ| =
v(µ,Ω). Далее пара (Ω,F) фиксируется и не указывается. Известно [6], что ba = B

∗, где B —
банахово пространство ограниченных борелевских функций с sup-нормой. В силу теоремы
Алаоглу P(Ω) — слабый∗ компакт в ba.

Обобщая, предполагаем, что задано выпуклое и замкнутое множество P ⊂ P(Ω) веро-
ятностных мер и в качестве возмущений допускаются измеримые ограниченные процессы с
компонентами из B. Введем функцию P на B

P (f) = min
µ∈P

∫

Ω

f(ω)µ(dω), (1.4)

обладающую свойствами:
(P1) P (f) > inf f ;
(P2) P (λf) = λP (f), λ > 0 [положительная однородность];
(P3) P (f + g) > P (f) + P (g) [супераддитивность].
Такие функции последовательного нижнего предсказания, coherent low prevision (англ.)

(кратко пнп-функции) известны в литературе [4]. Отображение P (f) = −P (−f) называется
функцией последовательного верхнего предсказания (кратко пвп-функцией).

Если условие P3 заменяется на равенство, то P = P = P и величина P оказывается непре-
рывным линейным функционалом на B, т. е. P ∈ ba, причем P — вероятностная мера. Введем
выпуклое и замкнутое множество P = {P > P : P — линейная пнп-функция}, тогда справед-
ливо (1.4). Таким образом, задание множества P эквивалентно заданию пнп-функции P со
свойствами (P1)–(P3).

Приходим к следующей задаче: определить множество n-векторных функций {x(·) ∈ B
n},

для которых
min
v(·,·)

P (J(t, x, v, ·)) 6 1, x(t, ·) = x(·), (1.5)

где J — функционал из (1.2). Данная задача бесконечномерна, но можем рассматривать ко-
нечномерный аналог: найти множество {x ∈ R

n}, для которых

min
v(·,·)

P (J(t, x, v, ·)|x(t) = x) . (1.5)′

П р и м е р 1. Рассматривается линейная система

ẋ = Ax+Bv, y = Gx+ w, t ∈ [0, T ],

P

(

T
∫

0

h′(·)[v′v;w′Rw]dt

)

6 1,

где x ∈ R
n; y ∈ R

m; v ∈ R
q; матрица R такова, что R′ = R > 0. Вектор-функция h задана на

Ω = {0, 1}, h(0) = [1; 2], h(1) = [2; 1], но значение ω неизвестно; x0 не ограничено и возмущения
зависят от ω. Здесь [a; b] ∈ R

2 — вектор-столбец. Функция P определяется следующим образом:

P (f) = min{(1− α)f(0) + αf(1) : α ∈ [0.9, 1]}.
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Эта функция удовлетворяет аксиомам (P1)–(P3). Требуется определить ИМ X (t, y) при задан-
ных ограничениях.

Далее задачи типа (1.5), (1.5′) обсуждаются для дискретных по времени систем. Непре-
рывный случай остается для дальнейшего исследования.

1.2. Дискретные системы

Пусть задана многошаговая система

xt = ft(xt−1, vt), yt = gt(xt−1) + wt, t ∈ 1 : T, (1.6)

где xt ∈ R
n — фазовый вектор; yt ∈ R

m — наблюдаемый вектор; vt ∈ R
q и wt — помехи.

Система (1.6) обратима, если

xt−1 = Ft(xt, vt), t ∈ 1 : T.

Здесь и в (1.6) функции ft, gt и Ft непрерывны по аргументам. Обращение всегда возмож-
но для дифференциальных уравнений с условиями существования и продолжимости, если
рассматривать кусочно-постоянные возмущения на промежутках дискретизации времени. По-
точечные ограничения на возмущения имеют вид

JT (x0, v, w, ω) = h0(x0, ω) +
∑

t∈1:T

ht(vt, wt, ω) 6 1. (1.7)

Неизвестный параметр ω принадлежит хаусдорфовому компакту Ω. Функции ht > 0 полуне-
прерывны (п.н.) снизу при фиксированном ω (замкнуты) и таковы, что их множества уров-
ня {ht 6 1} компактны при каждом ω и {ht 6 0} 6= ∅. Функции ht, в частности, могут
соответствовать случаю геометрических ограничений. Относительно ω функции ht считаются
непрерывными.

Используем обозначения
vk:m = {vk, . . . , vm}, k 6 m.

Наборы (x0, v1:T , w1:T ), удовлетворяющие ограничениям (1.7) при некотором ω, называются до-
пустимыми. Информационным множеством Xt(y, ω) называется совокупность состояний {xt},
для которых существуют такие наборы (x0, v1:T , w1:T ) (возможно, зависящие от ω), что в си-
стеме (1.6) реализуется сигнал y1:t при сохранении неравенств (1.7).

Положим Ht(x, v, y, ω) = ht(v, y−gt(x), ω), t > 1. Условие x ∈ Xt(y, ω) в случае обратимости
эквивалентно неравенству

Wt(x, y, ω) = min
v1:t

Jt(x, v, y, ω) 6 1, xt = x, где

Jt(x, v, y, ω) =
∑

k∈1:t

Hk(Fk(xk, vk), vk, yk, ω) + h0(F1(x1, v1), ω).
(1.8)

Функции Wt(x, y, ω) п.н. снизу по (x, y1:t) и удовлетворяют рекуррентным соотношениям (урав-
нения Беллмана)

Wt(x, y, ω) = min
vt

{Wt−1(Ft(x, vt), y, ω) +Ht(Ft(x, vt), vt, yt, ω)} ,

W0(x, y, ω) = h0(x, ω).
(1.9)

Перейдем к задаче с пнп-функцией P . Oграничения (1.7) заменяются на неравенство

P (JT (x0, v, w, ·)) 6 1,

JT (x0, v, w, ω) = h0(x0, ω) +
∑

t∈1:T

ht(vt, wt, ω).
(1.10)
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Возникает вопрос об использовании процедуры динамического программирования в задаче
с ограничениями (1.10). При этом можно делать различные предположения о зависимости
возмущений от неизвестного параметра ω.

Предположение 1. Возмущения vt в (1.6), (1.7) и начальное состояние x0 не зависят
от параметра ω.

При предположении 1 задача становится по существу детерминированной, но функционал
в (1.10), вообще говоря, не имеет вида суммы отдельных слагаемых. Поэтому использование
метода динамического программирования здесь затруднительно без дополнительных предпо-
ложений о пнп-функции P .

Предположение 2. Возмущения vt в (1.6), (1.7) и начальное состояние x0 могут за-
висеть от параметра ω и компоненты этих вектор-функций принадлежат простран-
ству B(Ω).

В случае предположения 2 сигнал yt также будет зависеть от ω и его компоненты будут
функциями из B в силу свойств функций ht, указанных после ограничений (1.7).

В случае линейной пнп-функции P = E и предположений 2 уравнения Беллмана выписы-
ваются достаточно просто при обратимости системы. Действительно, вводим функции

Vt(x, y) = E
(

min
vt

{Vt−1(Ft(x, vt), y) +Ht(Ft(x, vt), vt, yt, ω)}
)

, 2 6 t 6 N,

V1(x, y) = E
(

min
v1

{h0(F1(x, v1), ω) +H1(F1(x, v1), v1, y1, ω)}
)

.

Минимум здесь достигается на некоторой функции v0t = v0t (x, yt, ω) с обратной связью. Ока-
зывается, что

Vt(x, y) = min
v1:t

E (Jt(x, v, y, ·)) .

Доказательство стандартно. Рассмотрим случай с нелинейной пнп-функцией.
Вводим дополнительные ограничения на допустимые возмущения x0(·), vt(·), wt(·) с ком-

понентами из B, а именно, предполагаем, что совокупность всевозможных функций {ht(·)},
∀t ∈ 1 : T , является равностепенно непрерывной относительно некоторой заданной функции
J ∈ B, что означает следующее:

|ht(vt(ω), wt(ω), ω) − ht(vt(s), wt(s), s)| 6
∣

∣J(ω)− J(s)
∣

∣ ,

∀ω, s ∈ Ω, |h0(x0(ω), ω)− h0(x0(s), s)| 6
∣

∣J(ω)− J(s)
∣

∣ .
(1.11)

Из (1.11) следует равномерная ограниченность функционала JT (x0, v, w, ·) сверху для всех до-
пустимых возмущений. Cчитается, что сигнал y1:T (·) реализовался при некоторых возмущени-
ях x∗0(·), v

∗
1:T (·), w

∗
1:T (·) с компонентами из B, подчиненных неравенству (1.10) и удовлетворяю-

щих дополнительным ограничениям (1.11). Еще раз отметим, что в силу свойств функций ht,
указанных после неравенства (1.7), подстановка допустимых возмущений в функционал JT

из (1.10) приводит к функции JT (·) ∈ B. Условия (1.11) можно ослабить, сразу требуя, чтобы
совокупность {JT (·)} для всевозможных допустимых возмущений была компактным множе-
ством в B (см. ниже теорему 1). В частности, в случае конечного множества Ω достаточно
требовать ограниченности множества {JT (·)} по sup-норме. Можно также сразу считать, что
совокупности возмущений {vt(·)}, {wt(·)} являются равностепенно непрерывными относитель-
но некоторой функции из B. Тогда для равномерно липшицевых по vt, wt функций ht будут
выполняться неравенства вида (1.11).

Путем назад в случае обратимости назовем пару (v1:t, x), состоящую из последователь-
ности возмущений v1:t = {v1, . . . , vt} и вектора x. Путь (v1:t, x) однозначно определяет тра-
екторию {x0, . . . , xt} с конечной точкой xt = x. Путь (vm:t, x) будет определять траекторию
{xm−1, . . . , xt}, которая является частью предыдущей. Пути назад объединяются по правилу

(vk:m, xm)⊕ (vm+1:t, x) = (vk:t, x), k ∈ m : t, vt+1:t = ∅.
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В качестве vt и x0 рассматриваются функции с компонентами из B. Путь (vm+1:t, x) счита-
ется допустимым, если существуют такие пути (v1:m, xm) и (vt+1:T , xT ), что их объединение
(v1:m, xm) ⊕ (vm+1:t, x) ⊕ (vt+1:T , xT ) = (v1:T , xT ) дает допустимый путь, x = xt. Множество
допустимых путей непусто в силу имеющейся реализации сигнала y1:T (·). Также будут рас-
сматриваться пути вперед в виде пары (x, vt:k) c начальной точкой xt−1 = x, однозначно
определяющей траекторию {xt−1, . . . , xk}. Объединение путей вперед происходит по правилу

(x, vt:k)⊕ (xk, vk+1:m) = (x, vt:m), k ∈ t : m, vm+1:m = ∅.

К рассмотрению принимаются допустимые пути вперед, определяемые подобно путям назад.
Далее обозначение t : t сокращается до t.

2. Частичные порядки и критерии оптимальности

Введем бинарные отношения на B

f <P g ⇔ P (g − f) > 0, f 6P g ⇔ P (g − f) > 0. (2.1)

Первое из них — это антирефлексивное и транзитивное отношение строгого порядка, а вто-
рое — это отношение предпорядка, поскольку оно, вообще говоря, не антисимметрично. Пусть
K ⊂ B, тогда f ∈ K — (<P )-минимальный элемент, если g 6<P f ∀g ∈ K, т. е. P (f − g) 6 0
∀g ∈ K. Более кратко будем говорить, что такой элемент P -минимален в K. Элемент f ∈ K
называется (6P )-минимальным элементом в K, если для ∀g ∈ K имеем g 6P f ⇒ f 6P g. Мы
покажем, что (6P )-минимальность влечет P -минимальность. Нас будут интересовать свойства
введенных порядков относительно компактов K ⊂ B. Укажем известный критерий компакт-
ности в банаховом пространстве B.

Теорема 1 [6, теорема IV.5.6]. Замкнутое и ограниченное множество K ⊂ B тогда и
только тогда компактно, когда для ∀ǫ > 0 существуют конечное разбиение множества Ω
непересекающимися подмножествами {E1, . . . , En} из F и точки si ∈ Ei такие, что

sup
s∈Ei

|f(si)− f(s)| < ε ∀f ∈ K, i ∈ 1 : n.

Простым достаточным условием для справедливости условия теоремы 1 помимо ограничен-
ности является выполнение неравенства

|f(x)− f(s)| 6 |f(x)− f(s)| ∀f ∈ K, ∀x, s ∈ Ω,

для некоторой функции f ∈ B, что означает равностепенную непрерывность множества K
относительно функции f , которая может быть разрывной, но всегда такой, что f(Ω) = [A,B],
A < B. Тогда для ∀ε > 0 можно взять разбиение

Ω =
⋃

i∈1:n−1

f
−1

([ai−1, ai)) ∪ f
−1

([an−1, an]),

где ai − ai−1 < ε ∀i ∈ 1 : n, [A,B] =
⋃

i∈1:n−1[ai−1, ai) ∪ [an−1, an], подходящее для теоремы 1.
Сформулируем лемму, которая доказывается по тому же плану, что и в [2]. Однако разли-

чие в том, что в указанной работе вогнутая функция P (f) максимизируется, а здесь миними-
зируется. Поэтому доказательство другое, и мы его приводим полностью.

Лемма 1. Для компакта K ⊂ B выполняются следующие утверждения.
1. Если элемент f (6P )-минимален в K, то P (g − f) > 0 ∀g ∈ K.
2. Для ∀f ∈ K множество ↓P f = {g ∈ K : g 6P f} = {g ∈ K : P (f − g) > 0} непусто и

компактно.
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3. Существует (6P )-минимальный элемент в K.
4. Для любого g ∈ K существует (6P )-минимальный элемент f в K такой, что f 6P g.
5. Для любого g ∈ K существует минимальный элемент f в K относительно поточеч-

ного порядка 6 такой, что f 6 g.
6. Из (6P )-минимальности элемента f в K следует его P -минимальность в K.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть элемент f (6P )-минимален в K и g ∈ K. Тогда либо
P (f − g) < 0, либо P (g− f) > 0. И в том, и другом случае имеем P (g− f) > 0. Так как f 6P f ,
то ↓P f 6= ∅. Пусть fn → f0 и fn ∈↓P f . Ввиду компактности K имеем f0 ∈ K. Поскольку
P (f − fn) > 0, то

P (f − f0) = P (f − fn + fn − f0) > P (f − fn) + P (fn − f0) > P (fn − f0) ∀n.

Так как f0 − fn > −|f0 − fn| и поточечное неравенство f 6 g влечет P (f) 6 P (g), то

P (fn − f0) > P (−|f0 − fn|) > inf −|f0 − fn| = − sup |f0 − fn|.

В силу полученных неравенств и сходимости fn → f0 получаем, что P (f − f0) > 0 и f0 ∈↓P f .
Значит, множество ↓P f замкнуто и, следовательно, компактно. Для доказательства утвер-
ждения 3 рассмотрим любое линейно упорядоченное подмножество (цепь) K ′ ⊂ K и конечное
подмножество f1 6P f2 6P . . . 6P fn в K ′. Имеем непустое пересечение

⋂

k∈1:n ↓P fk =↓P f1.
Таким образом, семейство {↓P f : f ∈ K ′} замкнутых подмножеств компакта K имеет свойство
непустого конечного пересечения (центрировано). Значит,

⋂

f∈K ′ ↓P f 6= ∅ и любая цепь имеет
нижнюю грань. Применяя лемму Цорна, получаем утверждение 3. Поскольку ↓P g — компакт,
то из п. 3 следует существование в этом компакте (6P )-минимального элемента f , но этот эле-
мент (6P )-минимален и относительно K. Утверждение 4 доказано. Утверждение 5 следует
из предыдущих, поскольку поточечное неравенство неравенство функций моделируется пнп-
функцией P (f) = inf f . Из утверждений 1 и 3 следует, что существует такой элемент f0, что
P (g − f0) > 0 ∀g ∈ K. Значит, P (f0 − g) 6 0 ∀g ∈ K, что означает P -минимальность f0.
Обратное утверждение неверно, т. е. могут существовать такие элементы f0, g0 ∈ K, что
P (f0 − g) 6 0 ∀g ∈ K, но P (f0 − g0) > 0 > P (g0 − f0). Из утверждения 5 следует, что найдется
(6)-минимальный элемент f ∈ K такой, что f 6 f0 и поэтому P (f−g) 6 P (f0−g) 6 0 ∀g ∈ K.
Это означает, что f — также P -минимальный элемент. �

Докажем теорему.

Теорема 2. Для каждого не P -минимального в компакте K ⊂ B элемента g существу-
ет P -минимальный в компакте K элемент f такой, что f <P g.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть g — не P -минимальный элемент в K. Если g к тому же
не (6)-минимален в K, то по утверждению 5 леммы 1 существует (6)-минимальный элемент
z ∈ K такой, что z 6 g и z 6= g. Тогда P (z − g) < 0 ввиду свойств P , т. е. P (g − z) > 0.
Если g (6)-минимален в K, то такого элемента нет, но и в том, и другом случае найдется
элемент z ∈ K такой, что z <P g ввиду не P -минимальности g. Рассмотрим компакт ↓P z.
Существует P -минимальный элемент f в ↓P z ввиду утверждения 6 леммы 1. Более того,
P (g − f) = P (g − z + z − f) > P (g − z) + P (z − f) > 0, т. е. f <P g. Покажем, что элемент f
P -минимален в K. Если не так, то найдется v ∈ K, v <P f . Выполнение условий v 6 f
и v 6= f невозможно, поскольку тогда P (z − v) > P (z − f) > 0, откуда v ∈↓P z. Но это
противоречит тому, что f P -минимален в ↓P z. Условие P (f − v) > 0 также невозможно,
поскольку P (z − v) = P (z − f + f − v) > P (f − v) + P (z − f) > 0. И тогда опять v ∈↓P z, что
невозможно. �

Наряду с P -минимальностью существуют и другие понятия минимальности, введенные,
например, в [2]. Рассмотрим отношения

f ⊏P g ⇔ P (f) < P (g), f ⊑P g ⇔ P (f) 6 P (g). (2.2)

(⊏P )-минимальный элемент в K называется P2-минимальным в K.
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Утверждение 1. Всякий P2-минимальный элемент в K является P -минимальным.
Для линейной пвп-функции P понятия P2-минимальности и P -минимальности совпадают.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим от противного, что f (P2)-минимален в K, но
не P -минимален. Тогда

∃g ∈ K P (f − g) > 0 и P (f) = P (f − g + g) > P (f − g) + P (g) > P (g).

Получаем противоречие с P2-минимальностью f . Если P — линейная пнп-функция, то пред-
положим, что f P -минимален. Тогда P (f−g) 6 0 ∀g ∈ K. Отсюда в силу линейности получаем
P (f − g) = P (f)− P (g) 6 0 ∀g ∈ K, что означает P2-минимальность. �

Непосредственно проверяется, что для отношений (2.2) справедливы аналоги леммы 1 и
теоремы 2.

3. Динамическое программирование с пнп-функцией

Пусть ∗ — какой-нибудь строгий порядок на B, например, P -минимальность, как в (2.1),
или P2-минимальность, и min∗(S) ⊂ S — множество ∗-минимальных элементов в S ⊂ B.
Оно может быть пустым. Если для любого множества T , min∗(S) ⊂ T ⊂ S, имеем min∗(S) =
min∗(T ), то оператор min∗, заданный на подмножествах из B, называется нечувствительным
к не ∗-минимальным элементам из S (кратко, *S-нечувствительным) [2].

Теорема 3. Пусть <i, i ∈ I, — некоторое семейство строгих порядков на B и
min<i

(T ) = {a ∈ T : ∀b ∈ T b 6<i a} — множество <i-минимальных элементов в T ⊂ B.
Определим minI(T ) =

⋃

i∈I min<i
(T ). Если для некоторого i ∈ I и S ⊂ B имеем

∀a ∈ S \min
<i

(S) ∃b ∈ min
<i

(S) такой, что b <i a, (3.1)

то min<i
нечувствителен к не <i-минимальным элементам в S (<iS-нечувствителен). Ес-

ли (3.1) выполняется для всех i ∈ I, то оператор minI также нечувствителен к не I-
минимальным элементам в S.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть i ∈ I и выполнено условие (3.1). Предположим, что
выполняются включения min<i

(S) ⊂ T ⊂ S. Если a ∈ min<i
(S), то ∀b ∈ S b 6<i a, и тем

более, если b ∈ T , откуда a ∈ min<i
(T ). Следовательно, min<i

(S) ⊂ min<i
(T ). Обратно, пусть

a ∈ min<i
(T ), но a 6∈ min<i

(S). Согласно (3.1) найдется b ∈ min<i
(S) такой, что b <i a.

Получаем противоречие. Пусть теперь (3.1) выполняется для всех i ∈ I и minI(S) ⊂ T ⊂ S. Для
∀i ∈ I имеем min<i

(S) ⊂ minI(S) ⊂ T ⊂ S, откуда min<i
(S) = min<i

(T ). Взяв объединение,
получаем minI(S) = minI(T ). �

Вернемся к нашей задаче. Частичную сумму функционала в (1.8) обозначим через

Jk:t(x, v, y, ω) =
∑

i∈k:t

Hi(Fi(xi, vi), vi, yi, ω), 1 6 k 6 t,

J0(x, v, y, ω) = h0(x, ω).

Множества всех допустимых путей назад {(v1:t, x)} и {(vk:t, x)}, начинающихся в x, обозначим
как V1:t(x) и Vk:t(x) соответственно; Vt+1,t(x) = {x}. Если <∗ — некоторый строгий порядок
на B, то определяем порядок между путями по правилу

(vk:t, x) <∗ (uk:t, x) ⇔ Jk:t(x, v, y, ·) <∗ Jk:t(x, u, y, ·), 2 6 k 6 t;

(v1:t, x) <∗ (u1:t, x) ⇔ Jt(x, v, y, ·) <∗ Jt(x, u, y, ·).
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Будем говорить, что для <∗ выполняется принцип минимальности, если

min
∗

(V1:t(x)) ⊂
⋃

(vk+1,t,x)∈Vk+1,t(x)

min
∗

(V1:k(xk))⊕ (vk+1,t, x)

для всех 0 6 k 6 t 6 T . Это означает, что если (v1:t, x) — ∗-минимальный элемент в V1:t(x), то
(v1:k, xk) является ∗-минимальным в V1:k(xk).

Теорема 4. Пусть t ∈ 0 : N , и предположим, что для <∗ выполняется принцип мини-
мальности. Если оператор min∗ на V1:t(x) нечувствителен к не ∗-минимальным элементам
в V1:t(x), то

min
∗

(V1:t(x)) = min
∗

(

⋃

(vk+1,t,x)∈Vk+1,t(x)

min
∗

(V1:k(xk))⊕ (vk+1,t, x)

)

для всех номеров 0 6 k 6 t 6 N .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем номера 0 6 k 6 t 6 N и определяем множества

S1 =
⋃

(vk+1,t,x)∈Vk+1,t(x)

min
∗

(V1:k(xk))⊕ (vk+1,t, x) и

S2 =
⋃

(vk+1,t,x)∈Vk+1,t(x)

(

V1:k(xk) \min
∗

(V1:k(xk))
)

⊕ (vk+1,t, x).

Имеем V1:t(x) = S1 ∪ S2 и S1 ∩ S2 = ∅. Из принципа минимальности получаем, что в S2

нет ∗-минимальных элементов в V1:t(x), так что S2 ∩ min∗(V1:t(x)) = ∅. Отсюда получаем
min∗(V1:t(x)) ⊂ S1 ⊂ V1:t(x) и в силу ∗V1:t(x)-нечувствительности заключаем окончательно,
что min∗(V1:t(x)) = min∗(S1). �

Пусть теперь ∗-минимальность — это P -минимальность. Тогда объединение путей назад
обладает важным свойством:

(v1:k, xk) <P (u1:k, xk) ⇔ (v1:k, xk)⊕ (wk+1,t, x) <P (u1:k, xk)⊕ (wk+1,t, x). (3.2)

Действительно, если f, g, h ∈ B, то P (f−g) > 0 ⇔ P ((f+h)−(g+h)) > 0. Вследствие аддитив-
ности функционала Jt из (1.8) получаем свойство (3.2). Для P -минимальности справедлива

Теорема 5 (принцип оптимальности). Если путь назад (v1:t, x) является P -минималь-
ным в V1:t(x), то путь (v1:k, xk) P -минимален в V1:k(xk) при k 6 t.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если (v1:k, xk) не P -минимален в V1:k(xk), то найдется меньший
путь (w1:k, xk) <P (v1:k, xk). По свойству (3.2) имеем (w1:k, xk) ⊕ (vk+1,t, x) <P (v1:k, xk) ⊕
(vk+1,t, x) = (v1:t, x). Но это противоречит P -минимальности пути (v1:t, x) в V1:t(x). �

Следствие 1. Поскольку предполагается, что семейство всех возможных функциона-
лов Jt(x, v, y, ·) компактно в B, то из теорем 2 и 3 следует, что оператор <P на V1:t(x)
нечувствителен к не P -минимальным элементам. Таким образом, для всех k < t

min
P

(V1:t(x)) = min
P

(

⋃

(vk+1,t,x)∈Vk+1,t(x)

min
P

(V1:k(xk))⊕ (vk+1,t, x)

)

,

т. е. путь (v1:t, x) P -минимален в том и только том случае, если он является P -мини-
мальным объединением P -минимального пути из V1:k(xk) и некоторого пути из Vk+1,t(x).
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По следствию 1 рекуррентно вычисляются P -минимальные пути назад и минимизируется
функционал (1.10). Действительно, при k = t− 1 формула следствия 1 принимает вид

min
P

(V1:t(x)) = min
P

(

⋃

(vt,x)∈Vt(x)

min
P

(

V1:t−1(Ft(x, vt))⊕ (vt, x)
)

)

,

что означает существование допустимой функции vt(ω) такой, что

Vt(x, y) = P (Vt−1(Ft(x, vt(·)), y) +Ht(Ft(x, vt(·)), vt(·), yt, ·)) , (3.3)

где

Vt(x, y) = min
(v1:t,x)∈V1:t(x)

P (Jt(x, v, y, ·)) 6 1, xt = x,

причем минимум берется по всем возможным путям. Функции Vt(x, y1:t) при всех t ∈ 1 : N
п.н. снизу по (x, y1:t). Равенство (3.3) можно рассматривать как уравнение для определения
функции vt(ω).

Отметим, что для порядка (2.2) свойство (3.2), вообще говоря, не выполняется и принцип
оптимальности неверен. Имеется соответствующий контрпример.

Процедура (1.8), (1.9) модифицируется следующим образом. Пусть множество Xt(y) =
{x ∈ R

n|Vt(x, y) 6 1}, t ∈ 1 : N . Понятно, что функции Vt(x, y) подчиняются неравенствам

Vt(x, y) > P
(

min
vt

{Vt−1(Ft(x, vt), y) +Ht(Ft(x, vt), vt, yt, ·)}
)

, t ∈ 2 : N,

V1(x, y) = P
(

min
vt

{h0(F1(x, v1), ·) +H1(F1(x, v1), v1, y1, ·)}
)

.
(3.4)

Минимум здесь достигается на некоторой функции v0t = v0t (x, yt, ω) с обратной связью. След-
ствие 1 позволяет утверждать, что при выполнении условий компактности функционалов ра-
венство в (3.4) будет в том и только том случае, когда (t ∈ 2 : N)

∃v1:t−1, (v1:t−1, Ft(x, v
0
t ))⊕ (v0t , x) ∈ min

P
(V1:t(x)), (v1:t−1, Ft(x, v

0
t )) ∈ min

P
(V1:t−1(x)). (3.5)

В любом случае, даже если (3.5) не выполняется, можем определить последовательность функ-
ций Vt(x, y) согласно (3.4), где неравенство следует заменить на равенство, и получить оценку
снизу

Vt(x, y) 6 min
(v1:t,x)∈V1:t(x)

P (Jt(x, v, y, ·)) . (3.6)

Возникает вопрос о достаточных условиях для выполнения соотношения (3.5). Вопрос весь-
ма сложен. Ответим на него лишь в следующем частном случае. Пусть Ω = Ω0×Ω1×· · ·×ΩN ,
где Ωt — хаусдорфовые компакты. Функция P называется (см. [2]) внешне аддитивной по
отношению к указанному декартову произведению, если

P
(

∑

t∈0:N

fi

)

=
∑

t∈0:N

P (ft)

для любых функций ft ∈ B(Ωt).

Теорема 6. Предположим, что Ω = Ω0 × Ω1 × · · · × ΩN , выполняется предположение 1
и функции ht(vt, wt, ωt) зависят только от ωt ∈ Ωt, а h0(x, ω0) зависит от ω0 ∈ Ω0. Пусть
пнп-функция P на B(Ω) внешне аддитивна по отношению к декартову произведению. Тогда
соотношение (3.5) выполняется, и в (3.4) всегда соблюдается равенство.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В предположениях теоремы имеем ограничение

P (Jt(x, v, y, ω)) =
∑

k∈1:t

P (Hk(Fk(xk, vk), vk, yk, ωk)) + P (h0(F1(x1, v1), ω0))

=
∑

k∈1:t

Hk(Fk(xk, vk), vk, yk) + h0(F1(x1, v1)) 6 1,

которое приводит к стандартной процедуре динамического программирования вида (1.8), (1.9),
где функции не зависят от ω. �

При выполнении условий компактности функционалов процедура (3.3) действительно
определяет построение ИМ Xt(y), содержащего истинное состояние xt, или оценку этого мно-
жества сверху. В случае, когда необходимо определить множество функций {x(·) ∈ B

n}, сов-
местимых с ограничениями (1.10), (1.11) и измеренным сигналом, в формулах (3.3) следует
предполагать функции x(·) ∈ B

n вместо вектора x. Такая задача уже будет бесконечномерной.

4. Системы без свойства обратимости

Если фазовое уравнение в (1.6) нельзя обратить в дискретном времени, фиксируем ω ∈ Ω.
Для рекуррентного вычисления функций Wt при ∀t ∈ 1 : T определяем множества

Gt(y, ω) =
{

[xt−1; vt] : Ht(xt−1, vt, yt, ω) +Wt−1(xt−1, y, ω) 6 β
}

,

Dt(y, ω) =
{

xt : xt = ft(xt−1, vt), [xt−1; vt] ∈ Gt(y, ω)
}

,

W0(x0, y, ω) = h0(x0, ω), параметр β > 1,

(4.1)

где Gt(y, ω) ⊂ R
n+q, a Dt(y, ω) ⊂ R

n — область достижимости (кратко ОД) на шаге t. Далее,
определяем искомую функцию

Wt(xt, y, ω) = min
[xt−1;vt]∈Gt(y,ω), xt=ft(xt−1,vt)

{

Ht(xt−1, vt, yt, ω) +Wt−1(xt−1, y, ω)
}

, (4.2)

где xt ∈ Dt(y, ω) и минимум берется по [xt−1; vt].
Если вектор xt 6∈ Dt(y, ω), полагаем Wt(xt, y, ω) = β + 1. Оказывается (см. [7, теорема 1]),

что Wt(x, y, ω) = minJt(x0, v, w, ω) по всем путям вперед (x, v1:t), порождающим измеренный
сигнал y1:t и траекторию с условием xt = x при поточечном ограничении

Jt(x0, v, w, ω) 6 β, β > 1. (4.3)

Здесь, как в (1.7), полагаем, что множества {ht 6 β} компактны при каждом ω. Следова-
тельно, если предположить, что допустимые возмущения в задаче с ограничениями (1.10)
определяются еще и дополнительным поточечным неравенством (4.3), ∀t ∈ 1 : T , то ИМ
Xt(y) = {x : Vt(x, y) 6 1}, где Vt(x, y) = P (Wt(x, y, ·)).

5. Примеры

П р и м е р 1. Продолжение. Прежде всего, приведем непосредственное решение для ука-
занной непрерывной системы, определяя ИМ как

X (t, y) = {x : P (V (t, x, ·)) 6 1} .

Зафиксируем ω ∈ Ω = {0, 1} и значение функции h(ω) = [h1(ω);h2(ω)]. Решение уравнения
Беллмана (1.3) записывается в виде V (t, x, ω) = x′P (t)x − 2x′d(t) + g(t), где параметры удо-
влетворяют следующим дифференциальным уравнениям:

Ṗ = G′RGh2(ω)− PBB′P/h1(ω)−A′P − PA, P (0) = 0;

ḋ = G′(t)Ry(t)h2(ω)− (PBB′/h1(ω) +A′)d, d(0) = 0;

ġ = y′Ryh2(ω)− d′BB′d/h1(ω), g(0) = 0.
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Таким образом, получаем

X (t, y) =
{

[x(t, 0);x(t, 1)] : min
α∈[0.9,1]

(

(1− α)V (t, x(t, 0), 0) + αV (t, x(t, 1), 1)
)

6 1
}

.

В отличие от стандартного случая данное множество уже не будет эллипсоидом в R
2n и даже

его выпуклость и связность не гарантируются.

П р и м е р 2. Для иллюстрации результатов в дискретном случае рассмотрим скалярную
систему xt = xt−1 − vt, yt = xt−1 + wt, t ∈ 1 : 2, с ограничением вида (1.10):

P (J2(x0, v, w, ·)) 6 1,

J2(x0, v, w, ω) = ω0|x0|+ ω1(|v1|+ |v2|) + ω2(|w1|+ |w2|),

где ω0 = 0.1+ε, ω1 = 0.2+ε, ε ∈ [−0.1, 0.2], ω2 ∈ [0.5, 0.6]. Функция P здесь — это минимизация
по параметрам ω = (ε, ω2). Система обратима, и функционал (1.8) имеет вид

J2(x, v, y, ω) = ω0|x+ v1 + v2|+ ω1(|v1|+ |v2|) + ω2(|y1 − x− v1 − v2|+ |y2 − x− v2|).

Для определения ИМ требуется минимизировать функцию J2(x, v, y, ω) по переменным
(v1:2, ω). Поскольку неравенства (1.11) выполняются для некоторой функции J = βω, вос-
пользуемся следствием 1 и соотношениями (3.3). На первом шаге имеем неравенства

J1 = ω0|x1 + v1|+ ω1|v1|+ ω2|y1 − x1 − v1| > 0.1|v1|+ 0.5|y1 − x1 − v1| > 0.1|y1 − x1|

для всех возможных параметров. Следовательно, минимум в (3.4) достигается на возмущении
v01 = y1 − x1 и V1(x, y1) = 0.1|y1 − x|. На втором шаге получаем следующие неравенства:

0.1|y1 − x2 − v2|+ (0.2 + ε)|v2|+ ω2|y2 − x2 − v2|

> 0.1 (|y1 − x2 − v2|+ |v2|) + 0.5|y2 − x2 − v2| > 0.1 (|y1 − y2|+ |y2 − x2|) .

Последнее неравенство следует из того факта, что функция 0.1 (|a− v|+ |v|)+0.5|b− v| всегда
достигает своего минимума 0.1|a − b| + |b| в точке v0 = b при любых значениях a. Следова-
тельно, v02 = y2 − x2 и V2(x, y1:2) = 0.1 (|y1 − y2|+ |y2 − x|). Здесь свойство (3.5) выполняется,
а функция P не является внешне аддитивной, поскольку множество Ω не имеет вид декар-
това произведения. Таким образом, минимизация достаточно сложной многомерной функции
задачи оценивания в примере сведена к последовательной одномерной минимизации.

П р и м е р 3. Рассмотрим двумерную систему

x1t = log
(

x2t−1 + 1
)

, x2t = 1/
(

x1t−1 + 1
)

, xt = [x1t ;x
2
t ],

где неизвестные начальные состояния ограничены: 0 6 x10 6 ω, 0 6 x20 6 ω, ω ∈ [1, 2]. Уравне-
ния измерения имеют вид y1t = x1t−1 +wt, y

2
t = x2t−1 +wt или yt = xt−1 + cwt в векторном виде,

c = [1; 1], где ограничение на параметры следующее: P
(

h0(x0, ω) + ω
∑

t∈1:N |wt|
)

6 1. Mожно
считать, что функция h0 здесь и в (1.7) равна нулю при выполнении заданных геометрических
ограничений на начальные состояния и равна двум при их нарушении. Тогда функция h0 будет
разрывной по ω, но ограниченной, что оставляет все рассуждения в силе. Система обратима:
xt−1 = F (xt), где F (x) = [1/x2 − 1; ex

1

− 1]. Вычисляя псевдообращение матрицы c, находим
c+ = c′/2. Следовательно, wt = c′(yt − xt−1)/2, и функция Ht(F (x), yt, ω) = ω|c′(yt − F (x))|/2
не зависит от возмущений. Оптимизация в задаче отсутствует, и ограничение на состояние
x = xt имеет вид

P (Jt(x, y, ·)) = P
(

h0
(

F (t)(x), ω
)

+ ω
∑

k∈1:t

∣

∣

∣
c′
(

yk − F (t−k+1)(x)
)

∣

∣

∣
/2
)

6 1.
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Здесь F (t)(x) = F (. . . (F (x) . . . ) — t-композиция функции F . Пусть пнп-функция задана с по-
мощью двух вероятностных борелевских мер λ1, λ2 на отрезке [0.8, 2] по формуле P (f) =
Eλ1

f ∧ Eλ2
f , где a ∧ b = min{a, b}. Свойства (P1), (P2) для такой пнп-функции очевидны, а

свойство (P3) вытекает из элементарного числового неравенства (a+ b)∧ (c+ d) > a∧ c+ b∧ d.
Таким образом, ИМ Xt(y) =

{

x ∈ B
2[1, 2] : P (Jt(x, y, ·)) 6 1

}

, если рассматриваем бесконеч-
номерную задачу, и Xt(y) =

{

x ∈ R
2 : P (Jt(x, y, ·)) 6 1

}

в конечномерном случае. Запишем
рекуррентные соотношения вида (3.3):

Vt(x, y) = P
(

Vt−1(F (x), y1:t−1) + ω|c′(yt − F (x))|/2
)

, t ∈ 2 : N,

V1(x, y) = P
(

h0(x, ω) + ω|c′(y1 − F (x))|/2
)

.

В силу супераддитивности функции P и свойства P (a + f) = a + P (f), a — const (см. [4]),
получаем оценку снизу Vt(x, y) 6 P (Jt(x, y, ·)). Выберем параметры для построения сигнала:
x10 = ω/2, x20 = ω/3, wt = 1/(2tω). В качестве мер берем дельта-функции λ1 = δ0.8(ω), λ2 =
δ2(ω). Тогда x∗ = x2(1.7) = [0.4321; 0.6902] 6∈ Xt(y), поскольку P (Jt(x

∗, y, ·)) = 1.0213 > 1, но
V2(x

∗, y) = 0.9845 < 1.

П р и м е р 4. Рассмотрим систему xt = Axt−1 + vt, yt = Gxt−1 + wt с ограничениями

P (JN (x0, v, w, ·)) 6 1, JN(x0, v, w, ω) = |x0|
2/ω + ω

∑

t∈1:N

(

|vt|
2 + |wt|

2
)

, ω ∈ [1, 2],

и дополнительными условиями (1.11), где J(x) = 5βx. Выбор данной функции основан на том,
что для функции f(x) = β(1/x + x) на отрезке [1, 2] выполняется неравенство |f(u) − f(v)| 6
5β|u− v|. Минимум функционала Jt(x0, v, w, ω) с конечным условием xt равен Wt(xt, y, ω), где
(см. [7])

Wt(xt, y, ω) = |xt − x̂t|
2
P−1
t

+ ω
∑

k∈1:t

|yk −Gx̂k−1|
2
Tk
,

x̂t = A(x̂t−1 + ut−1), Pt = AU−1
t−1A

′ + In/ω,

Ut = P−1
t +G′Gω, P0 = ωIn, x̂0 = 0,

ut = U−1
t G′ω(yt+1 −Gx̂t), Tt = (Im +GPt−1G

′ω)−1.

(5.1)

Символом |x|2P = x′Px здесь обозначена квадратичная форма с симметричной и неотрица-
тельно определенной матрицей P . Таким образом, если решается задача оценивания с допол-
нительным неравенством вида (4.3) для исходной системы нашего примера, то

Xt(y) = {xt : P (Wt(xt, y, ·)) 6 1}

независимо от того, вырождена матрица A или нет. Неравенство с функцией J в (1.11) для по-
лучения равенства не используется, важна только равномерная ограниченность функционала.
Функция P может быть любой. Если же выполняется дополнительное ограничение (1.11), то
можем воспользоваться рекуррентными оценками (3.3), (3.5).

Изменим теперь функционал задачи на следующий:

JN(x0, v, w, ω) =
(

h(x10,−ω, ω) + h(x20,−ω, ω)
)

/ω

+ ω
∑

t∈1:N

(h(vt,−ω, ω) + h(wt,−∞, ω)) , ω ∈ {1, 2},

где h — характеристическая функция замкнутых интервалов, которые могут быть неогра-

ниченными, а именно, h(x, a, b) =

{

h(x, a, b) = 0, x ∈ [a, b]

h(x, a, b) = 3, x 6∈ [a, b]
. Для численного моделирования

выберем систему

x1t = x2t−1, x2t = vt, yt = x2t−1 + wt.
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Система необратима, поскольку матрица вырождена. Рассмотрим процедуру (4.1), (4.2) с по-
точечным ограничением (4.3), β = 1.49. Имеем

h0(x0, ω) =
(

h(x10,−ω, ω) + h(x20,−ω, ω)
)

/ω,

Ht(xt−1, vt, yt, ω) = ω
(

h(vt,−ω, ω) + h(yt − x2t−1,−∞, ω)
)

.

Следовательно, на первом шаге получаем

W1(x1, y, ω) = h(x11, (−ω) ∨ (y1 − ω), ω)/ω + ωh(x21,−ω, ω).

При t > 2 имеем Wt(xt, y, ω) = ω(h(x1t , (−ω)∨(yt−ω), ω)+h(x2t ,−ω, ω)). Функция x1t−1(ω) может
быть любой, но такой, что в паре с некоторой x2t−1(ω) элемент xt−1 = [x1t−1;x

2
t−1] ∈ Xt−1(y).

Формируем сигнал, полагая x10 = x20 = ω, vt = ω/t, wt = ω(t− 1)/t. Получаем y1 = ω, x11 = ω,
x21 = ω. Далее x1t = ω/(t− 1), x2t = ω/t, yt − ω = ω/(t− 1)/t при t > 2. Из построения следует,
что множества Xt(y, ω) являются прямоугольниками и зависят только от yt. Минимизация
по vt отсутствует. При P (f) = minω f(ω) берем минимум по ω, что приводит к ИМ в виде
объединения двух прямоугольников.

П р и м е р 5. Рассмотрим численное моделирование задачи для системы уравнений из
примера 4 при следующих параметрах сигнала: A = G = 1, ω ∈ {1, 2}, x0 =

√

ω/2/2, vt = 0,
wt =

√

ω/2/3t−1. Воспользуемся формулами (5.1). Имеем

Wt(xt, y, ω) = (xt − x̂t)
2/Pt + ω

∑

k∈1:t

(yk − x̂k−1)
2Tk,

x̂t = x̂t−1 + ω(yt − x̂t−1)/Ut−1, Pt = (ω + Ut−1)/Ut−1/ω, Ut = 1/Pt + ω,

P0 = ω, x̂0 = 0, Tt = 1/(1 + Pt−1ω).

Значит,
Xt(x, y) = {x : P (Wt(x, y, ·))} 6 1,

если для примера P (f) = f(1) ∧ f(2). На первом шаге получаем X1(x, y) = [−0.2798, 1.4646].
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