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Рассматривается задача отслеживания неизвестного входного воздействия u(·) системы нелинейных

обыкновенных дифференциальных уравнений. Ее суть заключается в построении алгоритма вычисле-

ния некоторой функции, приближающей в среднем квадратичном u(·). Предлагаемый алгоритм должен

осуществлять процесс слежения в реальном времени, т. е. вычислять приближение входного воздействия,

реализовавшегося к моменту времени t, не позже этого момента. Входными данными алгоритма являются

результаты неточного измерения фазовых состояний системы в дискретные моменты времени. Следствием

данной особенности задачи является невозможность точного отслеживания u(·). Поэтому мы конструиру-

ем алгоритм приближенного отслеживания, ядром которого является управляемая модель. Управление в

этой модели, полученное по принципу обратной связи с учетом текущих фазовых состояний, формирует-

ся на основе соответствующей модификации динамического варианта известного в теории некорректных

задач метода невязки.
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V. I.Maksimov. On an algorithm of tracking an input action in a system of differential

equations.

The problem of tracking an unknown input action u(·) in a system of nonlinear ordinary differential equations

is considered. Its essence consists in the construction of an algorithm for calculating some function that

approximates u(·) in the mean square. The algorithm in question should implement the tracking process in

real time, i.e., it should calculate an approximation of the input action realized up to a time moment t, not

later than this time. The input data to the algorithm are the results of inaccurate measurements of the system’s

phase state at discrete times. As a consequence of this feature of the problem, the exact tracking of u(·) is

impossible. Therefore, we construct an algorithm of approximate tracking based on a controlled model. The

model control obtained by the feedback principle taking into account current phase states is formed on the

basis of an appropriate modification of the dynamic discrepancy method well-known in the theory of ill-posed

problems.
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Введение

Исследованию управляемых систем в условиях неопределенности посвящена обширная ли-
тература. В настоящее время разработан ряд подходов к анализу таких систем. Среди них
можно отметить, например, теорию робастного управления [1], PID-метод [2], метод, осно-
ванный на наблюдении за возмущениями (disturbance-observer-based-control ) [3], метод актив-
ного подавления возмущений (active disturbance rejection control ) [4] и ряд других методов.
В частности, широко известен, восходящий к работам Н.Н.Красовского метод гарантирующе-
го управления [5; 6].

В работах А.Б.Куржанского и его сотрудников [7–9] развит достаточно эффективный под-
ход, ориентированный на решение задач оценивания структурных характеристик управляе-
мых систем, функционирующих в условиях неполной и меняющейся в динамике информации.
Важным элементом этого подхода является получивший в настоящее время широкую извест-
ность метод эллипсоидов. В случае, когда необходимо (и возможно!) не просто оценивать те
или иные характеристики управляемых систем, а отслеживать в динамике (восстанавливать
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в темпе “реального времени”), например, неконтролируемые, изменяющиеся во времени, воз-
действия на систему, мы приходим к задачам динамического обращения.

Один из подходов к решению таких задач был развит в [10–12]. Подход базируется на со-
четании методов теории гарантирующего управления [5; 6] и активно используемого в теории
обратных задач методе сглаживающего функционала [13]. В настоящей работе мы укажем
алгоритм решения задачи онлайн отслеживания возмущения, который основан на сочетании
элементов теории гарантирующего управления с используемым в теории обратных задач ме-
тоде невязки [13]. Применение метода невязки для решения задачи динамического восста-
новления возмущений, действующих на систему обыкновенных дифференциальных уравне-
ний (нелинейную по фазовым переменным), при наличии мгновенных ограничений (в виде
выпуклого компакта) на эти возмущения, линейно входящие в систему, было предложено в
работе [14]. Идеи этой работы были использованы при решении задач динамического обраще-
ния для систем с запаздыванием по фазовым координатам [15] или управлениям [16], систем
дифференциальных уравнений с дробными производными [17], систем с распределенными па-
раметрами [18]. В случае отсутствия мгновенных ограничений метод невязки для решения
задачи динамического обращения впервые был описан в работе [19] применительно к систе-
мам дифференциальных уравнений с памятью, не разрешенных относительно производной,
включающих системы с запаздыванием нейтрального типа, и математически строго обосно-
ван для систем обыкновенных дифференциальных уравнений [20]. Следует отметить, что во
всех цитированных в настоящем абзаце работах (см. также [21]) рассматривался случай изме-
рения (с ошибкой) в дискретные моменты времени всех фазовых координат системы. Случай
измерения части фазовых координат для систем обыкновенных дифференциальных уравнений
специального вида обсуждался в работах [11; 22].

В настоящей работе предлагается алгоритм (на каждом своем временном шаге использу-
ющий элементы метода невязки) решения задачи отслеживания возмущения системы обык-
новенных дифференциальных уравнений, содержащей параметрическую функцию. Наличие в
системе такой функции позволяет указать единый метод решения для ряда задач как в случае
наличия мгновенных ограничений на возмущения, так и при их отсутствии (см. замечание 2
ниже). При этом допустимы измерения как всех фазовых координат, так и их части. Последнее
иллюстрируется с помощью приведенных в конце статьи примеров.

1. Постановка задачи

Рассматривается нелинейная система дифференциальных уравнений

ż(t) = B(t, y(t))u(t), t ∈ T = [0, ϑ], (1.1)

с начальным состоянием

z(0) = z0,

где 0 < ϑ < +∞, z, y ∈ R
N , u(·) ∈ L2(T ;R

r) — возмущение, матричная функция B : T × R
N →

R
N×r удовлетворяет условию Липшица по совокупности аргументов с постоянной L. Как воз-

мущение u(·), так и функции z(·) и y(·) неизвестны. Вместе с тем априори известно, что
эти функции являются элементами W2(T ;R

N ) — пространства дифференцируемых N -мерных
функций, производные которых являются элементами пространства L2(T ;R

N ). В дальнейшем
функцию y(·) будем называть параметрической функцией, а функцию z(·) — решением систе-
мы (1.1). Последнее понимается в смысле Каратеодори. Соответственно z(t) означает фазовое
состояние системы (1.1) в момент t, а y(t) — значение параметрической функции в этот же
момент.

Содержательно суть обсуждаемой задачи такова. Система (1.1) подвержена влиянию неиз-
вестного возмущения u(·) ∈ U(·). Здесь U(·) — некоторое множество из пространства L2(T ;R

r),
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возможно, совпадающее с этим пространством. В дискретные моменты

τi ∈ ∆ = {τi}i∈[0:m], τ0 = 0, τm = ϑ, τi+1 = τi + δ, δ = ϑ/m,

измеряются с ошибкой фазовые состояния системы (1.1) z(τi), а также значения y(τi) пара-
метрической функции. Результаты измерений — векторы ψh

i = z(τi) + zhi и ξhi = y(τi) + yhi ,
i ∈ [0 : m− 1], — удовлетворяют неравенствам

|y(τi)− ξhi |N ≤ h, |ψh
i − z(τi)|N ≤ ρ(h, δ), |zhi − zhi−1|N ≤ χ(h, δ). (1.2)

Здесь h ∈ (0, 1) — уровень погрешности измерения, символ | · |N означает евклидову норму в
пространстве R

N . Обсуждаемая задача состоит в построении алгоритма приближенного вос-
становления неизвестного возмущения u(·) по результатам неточных измерений величин y(τi)
и z(τi).

Пусть фиксировано семейство {∆h}h∈(0,1) разбиений отрезка T узлами τh,i : τh,i+1 = τh,i +
δ(h), i ∈ [0 : mh], τh,0 = 0, τh,mh

= ϑ, δ(h) ∈ (0, 1).

Для решения обсуждаемой задачи воспользуемся подходом, развитым в цитированных вы-
ше работах [10–22]. Согласно этому подходу задача восстановления заменяется задачей управ-
ления по принципу обратной связи некоторой новой системой. Таким образом, необходимо
подобрать эту систему и указать алгоритм формирования управления ею. К выбору этой но-
вой системы, а также закона управления ею и сводится процедура решения исходной задачи.
В обсуждаемом случае в качестве таковой возьмем следующую систему:

ẇh(t) = B(τi, ξ
h
i )u

h(t), t ∈ δi = [τi, τi+1), τi = τh,i, i ∈ [0 : m− 1], m = mh. (1.3)

Ее начальное состояние — wh(0) = ξh0 и управление — uh(·).

В дальнейшем мы рассмотрим два случая. В первом случае будем полагать, что U(·) =
L2(T ;R

r), а во втором —

U(·) = P (·) =
{

v(·) ∈ L2(T ;R
r) : v(t) ∈ P (t) при п.в. t ∈ T

}

,

где t → P (t) ⊂ R
r, t ∈ T, — нормальное, т. е. измеримое и замкнутое (см. [23]) многозначное

отображение.

Заметим, что одно и то же решение z(·) (при каждой конкретной параметрической функ-
ции y(·)) может порождаться целым семейством возмущений. Следуя принятому в теории
некорректных задач подходу [13], мы будем восстанавливать элемент из этого семейства
минимальной L2-нормы. А именно, u∗(·) = argmin{v(·) ∈ U(z(·), y(·))}, где

U(z(·), y(·)) =
{

v(·) ∈ U(·) : ż(t) = B(t, y(t))v(t) при п.в. t ∈ T
}

.

В дальнейшем полагаем выполненным следующее

У с л о в и е 1. u∗(·) ∈ L∞(T ;Rr). Известны числа K и K1 такие, что |u∗(·)|L∞(T ;Rr) ≤ K,
vraimax

t∈T
|ẏ(t)|N ≤ K1.

2. Алгоритм решения

Укажем алгоритм решения рассматриваемой задачи. Пусть фиксировано семейство разби-
ений {∆h}h∈(0,1).

Сначала фиксируем величину h, а также разбиение ∆h. Работа алгоритма осуществляется
однотипно на каждом шаге. При этом управления в системе (1.3) корректируются в узлах
разбиения, т. е. в моменты τi = τh,i. При t ∈ [0, τ1) полагаем uh(t) = uh0 = 0. Далее, сначала
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в момент τi (i-й шаг, 1 ≤ i ≤ m − 1, m = mh) вычисляем вектор uhi при U(·) = L2(T ;R
r) по

формуле

uhi =

{

0, если 0 ≤ ai или |bi|r = 0,

aiδ
−1bi/|bi|

2
r в противном случае,

(2.1)

где
ai = Ai + (shi , ψ

h
i − ψh

i−1), bi = B′(τi, ξ
h
i )s

h
i , shi = 2(wh(τi)− ψh

i−1),

Ai = {c1(h+ δ)δ + χ(h, δ)}|shi |N , c1 = L(2 +K1)K,

штрих означает транспонирование, а символ (·, ·) — скалярное произведение в соответствую-
щем конечномерном евклидовом пространстве. Затем на вход системы (1.3) в течение проме-
жутка δi = [τi, τi+1) будем подавать постоянное управление

uh(t) = uhi . (2.2)

В результате под действием этого управления система (1.3) переходит из состояния wh(τi) в со-
стояние wh(τi+1). На следующем, (i+ 1)-м шаге аналогичные действия повторяются. В случае,
когда U(·) = P (·), в момент τi находим минимальную по норме пространства L2(δ;R

r), δ = δ(h),
функцию v(·) = uhi (t), t ∈ δ, обеспечивающую выполнение неравенства

∣

∣

∣

δ
∫

0

(B′(τi, ξ
h
i )s

h
i , v(t))dt − (shi , ψ

h
i − ψh

i−1)
∣

∣

∣
≤ Ai.

После этого на отрезке [τi, τi+1) на вход системы (1.3) подаем управление

uh(t) = uhi (t− τi).

Работа алгоритма заканчивается в момент ϑ.

Теорема 1. Верны неравенства

ε(τi) ≤ ν(h, δ) = d1
{

h+ δ + ρ1(h, δ) + δ−1χ(h, δ)
}

, i ∈ [0 : mh], (2.3)

|uh(·)|2L2(T ;Rr) ≤ |u∗(·)|
2
L2(T ;Rr), (2.4)

где d1 > 0 — некоторая постоянная, δ = δ(h),

ε(t) =
∣

∣

∣
wh(t+ δ) −

t
∫

0

B(s, y(s))u∗(s) ds
∣

∣

∣

2

N
= |wh(t+ δ)− z(t)|2N ,

ρ1(h, δ) = ρ(h, δ)δ−1/2 , если U(·) = L2(T ;R
r),

ρ1(h, δ) = ρ(h, δ), если U(·) = P (·).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай U(·) = L2(T ;R
r). Случай U(·) = P (·) рас-

сматривается аналогично. Нетрудно видеть, что имеет место равенство

ε(τi+1) = ε(τi) + λi + λ
(1)
i , τi = τi,h, (2.5)

где i ∈ [0 : mh − 1],

λ
(1)
i =

∣

∣

∣

τi+1
∫

τi

{

B(τi, ξ
h
i )u

h(t)−B(t− δ, y(t − δ))u∗(t− δ)
}

dt
∣

∣

∣

2

N
,
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λi = 2

(

wh(τi)−

τi−1
∫

0

B(s, y(s))u∗(s) ds,

τi+1
∫

τi

{

B(τi, ξ
h
i )u

h(t)−B(t− δ, y(t− δ))u∗(t− δ)
}

dt

)

.

В силу (1.2) липшицевости функции B(t, y) и условия 1 при t ∈ δi = [τi, τi+1), u(·) ∈ U(·) верна
оценка

|{B(t− δ, y(t − δ)) −B(τi, ξ
h
i )}u(t)|N

≤ L
(

h+ δ +

τi
∫

τi−1

|ẏ(s)|N ds
)

|u(t)|r ≤ c̃1(h+ δ)|u(t)|r , c̃1 = L(1 +K1).
(2.6)

Поэтому при t ∈ [δ, ϑ] справедливо неравенство

∣

∣

∣
wh(t)−

t−δ
∫

0

B(s, y(s))uh(s) ds
∣

∣

∣

N
≤ c̃1(h+ δ)

t
∫

0

|uh(s)|rds. (2.7)

Ввиду (1.2) также верны неравенства

λi ≤ 2

(

shi ,

τi+1
∫

τi

{

B(τi, ξ
h
i )u

h(t)−B(t− δ, y(t− δ))u∗(t− δ)
}

dt

)

+ I2i

≤ I1i + I2i + |shi |N

∣

∣

∣

τi+1
∫

τi

{

B(τi, ξ
h
i )−B(s− δ, y(s − δ))

}

u∗(s− δ) ds
∣

∣

∣

N
,

(2.8)

где

I1i =

(

shi ,

τi+1
∫

τi

B(τi, ξ
h
i ){u

h(s)− u∗(s− δ)} ds

)

, I2i = c2ρ(h, δ)

τi+1
∫

τi

{|uh(s)|r + |u∗(s− δ)|r}ds.

Учитывая (2.6), из (2.8) получаем

λi ≤ I1i + I2i + c̃1|s
h
i |N (h+ δ)

τi
∫

τi−1

|u∗(t)|r dt. (2.9)

В свою очередь, в соответствии с (1.2) имеем

∣

∣

∣

τi
∫

τi−1

B(s, y(s))u∗(s) ds− (ψh
i − ψh

i−1)
∣

∣

∣

N
≤ χ(h, δ). (2.10)

Воспользовавшись (1.2), (2.6) и (2.10), получаем

∣

∣

∣

τi+1
∫

τi

B(τi, ξ
h
i )u∗(t− δ) dt− (ψh

i − ψh
i−1)

∣

∣

∣

N

≤
∣

∣

∣

τi+1
∫

τi

{B(τi, ξ
h
i )−B(t− δ, y(t − δ))}u∗(t− δ) dt

∣

∣

∣

N

+
∣

∣

∣

τi
∫

τi−1

B(t, y(t))u∗(t) dt− (ψh
i − ψh

i−1)
∣

∣

∣

N

≤ c̃1(h+ δ)

τi
∫

τi−1

|u∗(t)|rdt+ χ(h, δ) ≤ c1(h+ δ)δ + χ(h, δ).

(2.11)
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Из (2.11) следует неравенство

∣

∣

∣

τi+1
∫

τi

(shi , B(τi, ξ
h
i )u∗(t− δ) dt) − c(i)

∣

∣

∣
≤ ε(i), (2.12)

где
c(i) = (shi , ψ

h
i − ψh

i−1), ε(i) = c1|s
h
i |N (h+ δ)δ + |shi |Nχ(h, δ).

Заметим, что uh(t) = uhi , t ∈ [τi, τi+1], — минимальный по L2([τi, τi+1];R
r)-норме элемент v(·)

этого пространства удовлетворящий неравенству

(

shi ,

τi+1
∫

τi

B(τi, ξ
h
i )v(s)ds

)

≤ c(i) + ε(i). (2.13)

Далее. Пусть в гильбертовом пространстве H с нормой | · |H и скалярным произведением (·, ·)H
элемент v ∈ PH (PH — выпуклое и замкнутое множество в пространстве H) удовлетворяет
неравенству

|(s, v)H − c| ≤ ε, где s ∈ H, c ∈ R и ε ∈ R, ε > 0.

Тогда, как нетрудно видеть, если um — элемент множества PH минимальной нормы, удовле-
творяющий неравенству (s, um)H ≤ c+ ε, то верны неравенства

|um|H ≤ |v|H , (s, um)H − (s, v)H ≤ 2ε.

В таком случае, учитывая этот факт, а также (2.12), (2.13), заключаем

I1i ≤ 2ε(i), (2.14)

|uh(·)|2L2([τi,τi+1];Rr) ≤ |u∗(·)|
2
L2([τi−1,τi];Rr). (2.15)

При этом мы считали H = L2([τi, τi+1];R
r), s(τ) = B′(τi, ξ

h
i )s

h
i при п. в. τ ∈ [τi, τi+1], c = c(i),

ε = ε(i). Из неравенств (2.15) следует неравенство (2.4). Проверим справедливость неравен-
ства (2.3). Ввиду (2.9), (2.14) верно неравенство

λi ≤ 3c1K|shi |N (h+ δ)δ + c2ρ(h, δ)

τi+1
∫

τi

{|uh(t)|r + |u∗(t− δ)|r} dt+ 2|shi |Nχ(h, δ). (2.16)

Кроме того,

λ
(1)
i ≤ c3δ

τi+1
∫

τi

{|uh(t)|2r + |u∗(t− δ)|2r} dt. (2.17)

В силу (2.15) справедливы неравенства

λ
(1)
i ≤ 2c3δ

τi
∫

τi−1

|u∗(t)|
2
r dt, (2.18)

sup
h∈(0,1),i∈[0:mh]

|shi |N ≤ c4. (2.19)

Из (2.5), учитывая (2.15), (2.16)–(2.19), выводим

ε(τi+1) ≤ ε(τi) + c5

[

(h+ δ + ρ1(h, δ))δ + χ(h, δ) + δ

τi
∫

τi−1

|u∗(t)|rdt

]

. (2.20)
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Воспользовавшись неравенством (2.20), будем иметь

ε(τi) ≤ ε(0) + c6{h+ δ + ρ1(h, δ) + δ−1χ(h, δ)}. (2.21)

Неравенство (2.3) вытекает из (2.21).
Теорема доказана.

Теорема 2. Пусть δ(h) → 0, ρ1(h, δ(h)) → 0, δ−1(h)χ(h, δ(h)) → 0 при h → 0. Тогда

имеет место сходимость

uh(·) → u∗(·) в L2 = L2(T ;R
r) при h→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что каковы бы ни были последовательность чисел
hj → 0+ при j → ∞, а также величины ξhi ∈ R

N , ψh
i ∈ R

N со свойствами (1.2) (в (1.2) мы
полагаем h = hj), имеет место сходимость

uhj (·) → u∗(·) в L2 при j → ∞.

Здесь и ниже управления uhj(·) определяются согласно (2.2), (2.1), где полагается h = hj . Пред-
полагая противное, заключаем: найдется подпоследовательность последовательности uhj (·)
(для простоты обозначаем ее тем же символом, т.е. uhj(·)) такая, что

uhj (·) → u0(·) слабо в L2 при j → ∞, (2.22)

u0(·) 6= u∗(·). (2.23)

Пусть qhj(t) = whj(t) − z0(t), где whj(·) — решение уравнения (1.3) при h = hj , а z0(·) —
решение уравнения (1.1), в котором вместо u(t) стоит u0(t), т. е.

ż0(t) = B(t, y(t))u0(t), t ∈ T, z0(0) = z0. (2.24)

Вычтем (2.24) из (1.3) и умножим полученное выражение скалярно на qhj(t). В результате
получим 1/2d|qhj (t)|2N/dt = B̃(t, ξhj (t))uhj (t)−B(t, y(t))u0(t), t ∈ T, qhj(0) = 0. Здесь

ξhj (t) = ξhj (τhj ,i), t ∈ δhj ,i = [τhj ,i, τhj ,i+1); B̃(t, ξhj (t)) = B(τhj ,i, ξ
hj (t)), i ∈ [0 : mhj

− 1].

Далее имеем

sup
t∈T

∣

∣

∣

t
∫

0

(B̃(s, ξhj (s))uhj (s)−B(s, y(s))u0(s), q
hj (s)) ds

∣

∣

∣

≤ sup
t∈T

∣

∣

∣

t
∫

0

(B(s, y(s)){uhj (s)− u0(s)}, w
hj (s)− z(s)) ds

∣

∣

∣

+ sup
t∈T

∣

∣

∣

t
∫

0

(B(s, y(s)){uhj (s)− u0(s)}, z(s) − z0(s)) ds
∣

∣

∣

+sup
t∈T

∣

∣

∣

t
∫

0

({B̃(s, ξhj(s))−B(s, y(s))}uhj (s), qhj (s)) ds
∣

∣

∣
.

(2.25)

Сходимость к нулю первого слагаемого в правой части неравенства (2.25) при j → ∞ следует
из теоремы 1 (см. неравенство (2.3)). В свою очередь, сходимость к нулю второго слагаемого
вытекает из (2.22). Сходимость же к нулю третьего слагаемого следует из (1.2) и (2.4). Таким
образом,

qhj(·) → 0 в C(T ;RN ) при j → +∞.
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Учитывая эту сходимость, а также теорему 1, устанавливаем справедливость равенств

z0(·) = z(·).

Поэтому

u0(·) ∈ U(z(·), y(·)). (2.26)

Ввиду известного свойства слабого предела из (2.22) и (2.26) вытекает неравенство

lim
j→∞

|uhj (·)|L2
≥ |u0(·)|L2

≥ |u∗(·)|L2
. (2.27)

Значит, в силу (2.4) и (2.27)

lim
j→∞

|uhj(·)|L2
≤ |u∗(·)|L2

≤ |u0(·)|L2
≤ lim

j→∞

|ũhj(·)|L2
. (2.28)

Следовательно, u0(·) = u∗(·), что противоречит (2.23). Поэтому

uhj (·) → u∗(·) слабо в L2 при j → ∞. (2.29)

Затем из (2.28) следует сходимость

|uhj(·)|L2
→ |u∗(·)|L2

при j → ∞. (2.30)

Учитывая (2.29) и (2.30), в силу теоремы Ефимова — Стечкина заключаем

uhj (·) → u∗(·) в L2 при j → ∞.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Пусть u(t) ∈ P при п.в. t ∈ T , P ⊂ R
r — выпуклое, ограниченное и

замкнутое множество. Таким образом,

P (·) = {v(·) ∈ L2(T ;R
r) : v(t) ∈ P при п.в. t ∈ T}.

В этом случае на промежутке δi = [τi, τi+1), i ∈ [0 : m − 1] управление uh(·) в системе (1.1)
можно вычислять по формуле

uh(t) = uhi , t ∈ δi,

где

uh0 = 0,

uhi = argmin
{

v ∈ P : |(B′(τi, ξ
h
i )s

h
i , v) − c(i)δ−1| ≤ ε(i)δ−1, i ∈ [1 : m− 1]

}

. (2.31)

При таком выборе управления uh(·) все предыдущие утверждения останутся верными. Дей-
ствительно, неравенство (2.12) можно переписать в виде

∣

∣

∣

(

B′(τi, ξ
h
i )s

h
i , δ

−1
)

τi
∫

τi−1

u∗(t)dt− c(i)
∣

∣

∣
≤ ε(i).

Значит, выбирая uhi в форме (2.31), мы обеспечим выполнение неравенства

|(shi , δB(τi, ξ
h
i )u

h
i )− c(i)| ≤ ε(i).

Поэтому неравенство (2.12) останется справедливым, вследствие чего останутся справедливы-
ми и неравенства (2.14), (2.15), а значит, и неравенство (2.21).
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З а м е ч а н и е 2. Пусть вместо неравенства |u∗(·)|L∞(T ;Rr) ≤ K (см. условие 1) выпол-
няется неравенство

|u∗(·)|L2(T ;Rr) ≤ K. (2.32)

Тогда теорема 1 (а также и теорема 2) останется справедливой. При этом, правда, в нера-
венствах (2.3) и (2.21) вместо δ необходимо писать δ1/2. Это следует из того факта, что при
выполнении неравенства (2.32) оценки (2.6), (2.7), (2.9), (2.11), (2.16) и (2.20) будут иметь
место, если в них, а также в определении ε(i) вместо h+ δ писать h+ δ1/2.

З а м е ч а н и е 3. При выполнении условия 1 в случае, когда U(·) = L2(T ;R
r), векто-

ры uhi можно находить путем решения экстремальной задачи (2.31), положив P = {u ∈ R
r :

|u|r ≤ K}.

З а м е ч а н и е 4. Предыдущие утверждения останутся справедливыми, если систе-
ма (1.1) является уравнением в гильбертовом пространстве Z со скалярным произведени-
ем (·, ·) и нормой | · |Z . При этом y(·) ∈ W 1,∞(T ;Y ), где Y — банахово пространство с нор-
мой | · |Y , W 1,∞(T ;Y ) — пространство дифференцируемых функций y1(·) : T → Y , производ-
ные которых являются элементами L∞(T ;Y ), u(t) ∈ U , t ∈ T , где U — равномерно выпуклое
банахово пространство, B(t, y) при каждых t ∈ T , y ∈ Y является линейным непрерывным
оператором, действующим из пространства U в пространство Z. Причем, каковы бы ни были
t1, t2 ∈ T , y1, y2 ∈ Y , u ∈ U , имеет место неравенство

|{B(t1, y1)−B(t2, y2)}u|Z ≤ L{|t1 − t2|+ |y1 − y2|Y }|u|U .

Под решением системы (1.1) понимается абсолютно непрерывная функция z(·) : T → Z, при
п.в. t ∈ T удовлетворяющая (1.1). Система (1.3) будет представлять собой уравнение в про-
странстве Z, управление в котором будет находиться согласно (2.1), (2.2). При этом в (2.1) и
(1.2) вместо нормы | · |N будет стоять норма | · |Z , а вместо скалярного произведения (·, ·) —
скалярное произведение (·, ·)Z . В условии 1 следует естественно R

r заменить на U , а R
N —

на Y .

3. Оценка скорости сходимости алгоритма

При некоторых дополнительных условиях может быть выписана оценка скорости сходи-
мости (см. ниже теорему 3). Установим эту оценку. Для этого нам понадобится следующая

Лемма 1 [11, с. 29]. Пусть u(·) ∈ L∞(T∗;R
n), v(·) ∈ W (T∗;R

n), T∗ = [a, b], −∞ < a <
b < +∞,

∣

∣

∣

t
∫

a

u(τ) dτ
∣

∣

∣

n
≤ ε, |v(t)|n ≤ K ∀ t ∈ T∗.

Тогда при всех t ∈ T∗ верно неравенство

∣

∣

∣

t
∫

a

(u(τ), v(τ)) dτ
∣

∣

∣
≤ ε(K + var(T∗; v(·))).

Здесь символ var(T∗; v(·)) означает вариацию функции v(·) на отрезке T∗, а сим-
вол W (T∗;R

n) — множество функций y(·) : T∗ → R
n с ограниченной вариацией.

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 2, N = r, ранг матрицы B(t, y(t)) при

всех t ∈ T равен r. Пусть также supt∈T |B−1(t, y(t))|N×N > 0 и u∗(·) ∈ W (T ;Rr). Тогда

справедлива оценка
ϑ
∫

δ

|u∗(t− δ) − uh(t)|2rdt ≤ dν(h, δ),

где постоянная d зависит от K и var(T ;u∗(·)) и не зависит от h, δ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользовавшись неравенствами (2.3) и (2.6), нетрудно видеть,
что для любых t1, t2 ∈ T∗, t1 < t2 < ϑ− δ верно неравенство

∣

∣

∣

t2
∫

t1

{

B(t, y(t))u∗(t)− B̃(t+ δ, ξh(t+ δ))uh(t+ δ)
}

dt
∣

∣

∣

r
≤ c7ν(h, δ),

где
B̃(t, ξh(t)) = B(τi, ξ

h
i ), ξh(t) = ξhi при t ∈ δi, i ∈ [0 : m− 1].

Учитывая это неравенство, а также неравенства (2.4) и (2.6), получаем

∣

∣

∣

t2
∫

t1

B(t, y(t)){u∗(t)− uh(t+ δ)}dt
∣

∣

∣

r

≤
∣

∣

∣

t2
∫

t1

{

B(t, y(t))u∗(t)− B̃(t+ δ, ξh(t+ δ))uh(t+ δ)
}

dt
∣

∣

∣

r

+
∣

∣

∣

t2
∫

t1

{

B(t, y(t))− B̃(t+ δ, ξh(t+ δ))
}

uh(t+ δ) dt
∣

∣

∣

r

≤ c7ν(h, δ) +

t2
∫

t1

c̃1(h+ δ)|uh(t+ δ)|rdt ≤ c8ν(h, δ).

Далее, воспользовавшись неравенством (2.15), имеем

ϑ
∫

δ

|u∗(t− δ) − uh(t)|2r dt ≤ 2

ϑ
∫

δ

|u∗(t− δ)|2r dt− 2

ϑ
∫

δ

(u∗(τ − δ), uh(τ)) dτ

= 2

ϑ
∫

δ

(

(B−1(t, y(t)))′u∗(τ − δ), B(t, y(t)){u∗(τ − δ) − uh(τ)}
)

dτ.

(3.1)

Утверждение теоремы следует из (3.1) и леммы 1.
Теорема доказана.

4. Примеры

1. Рассмотрим задачу восстановления u(·) по измерению (с ошибкой) в дискретные момен-
ты τi фазового состояния x(τi) системы

ẋ(t) = f1(t, x(t)) +B(t, x(t))u(t), t ∈ T, x(0) = x0. (4.1)

Здесь x ∈ R
N , u ∈ R

r, f1(t, x) — липшицевая по x (с постоянной Липшица L) и непрерывная
по t вектор-функция, B(t, x) — липшицевая по совокупности аргументов матричная функция,
для простоты выкладок положим с той же константой L. Множество U(·) такое же, как в
разд. 2–4. Векторы ξhi ∈ R

N таковы:

|x(τi)− ξhi |N ≤ h, i ∈ [0 : m− 1]. (4.2)

Символом ω(·) обозначим модуль непрерывности функции t→ f1(t, ·) в некоторой окрестности
области, в которой остается решение x(·) системы (4.1) в течение промежутка времени T .
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Описанный выше алгоритм можно применить для решения сформулированной выше за-
дачи, если положить

y(t) = x(t), z(t) = x(t)− x(0)−

t
∫

0

f1(s, x(s))ds, ψh
i = ξhi − ξh0 − δ

i−1
∑

j=0

f1(τj, ξ
h
j ).

Действительно, в этом случае

zhi = ψh
i − z(τi) = ξhi − ξh0 − δ

i−1
∑

j=0

f1(τj , ξ
h
j )− x(τi) + x(0) +

τi
∫

0

f1(s, x(s)) ds.

Ввиду вытекающего из (4.2) неравенства |f1(s, x(s)) − f1(τi, ξ
h
i )|N ≤ ω(δ) + L(h+ δK1), t ∈ δi,

имеет место также неравенство

∣

∣

∣

τi
∫

0

f1(s, x(s)) ds − δ

i−1
∑

j=0

f1(τj , ξ
h
j )
∣

∣

∣

N

≤

i−1
∑

j=0

τj+1
∫

τj

|f1(s, x(s))− f1(τj , ξ
h
j )|N ds ≤ ϑ(ω(δ) + L(h+ δK1)).

(4.3)

Поэтому
|zhi |N ≤ ρ(h, δ) = 2h+ ϑ(ω(δ) + L(h+ δK1)).

Здесь vraimax
t∈T

|ẋ(t)|N ≤ K1. Далее, имеем

|zhi − zhi−1|N =
∣

∣

∣
ψh
i − ψh

i−1 −

τi
∫

τi−1

B(s, x(s))u∗(s) ds
∣

∣

∣

N

≤ |ξhi − x(τi)|N + |ξh0 − x(0)|N +

τi
∫

τi−1

|f1(s, x(s))− f1(τi−1, ξ
h
i−1)|N ds

≤ χ(h, δ) = 2h+ δ(ω(δ) + L(h+ δK1)).

При U(·) = P (·) условия теоремы 2 выполнены, если δ(h) → 0, hδ−1(h) → 0 при h → 0.
Если же U(·) = L2(T ;R

r), то для выполнения условий теоремы 2 необходимо также, чтобы
выполнялось еще следующее условие: ω(δ)δ−1/2 → 0 при δ → 0.

2. Пусть система (4.1) имеет вид

ẋ1(t) = f1(t, x1(t), x2(t)), t ∈ T,

ẋ2(t) = f2(t, x1(t), x2(t)) +B1(t, x2(t))u(t),
(4.4)

где x1 ∈ R
n1 , x2 ∈ R

n2 , n1 + n2 = N , u ∈ R
r, векторные функции f1, f2 и мат-

ричная функция B1 обладают теми же свойствами, что и функции f1 и B в предыду-
щем примере. Пусть в моменты τi находятся векторы ξhi ∈ R

n2 и πhi ∈ R
n1 такие, что

|πhi − x1(τI)|n1
≤ h, |ξhi − x2(τi)|n2

≤ h, i ∈ [0 : m− 1]. Задача состоит в восстановлении u(·) по
результатам измерений. Эта задача является частным случаем задачи из примера 1. Однако,
учитывая структуру системы (4.4), можно поступить следующим образом. Вторая подсистема
системы (4.4) переписывается так:

ẋ2(t)− f2(t, x1(0) +

t
∫

0

f1(s, x1(s), x2(s))ds, x2(t)) = B1(t, x2(t))u(t). (4.5)
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Обозначим левую часть системы (4.5) через ż(t) и положим z(0) = x2(0). Тогда, считая N = n2,
y(t) = x2(t), B(t, y(t)) = B1(t, y(t)), перейдем от системы (4.4) к системе вида (1.1). Предполо-
жим, что

vraimax
t∈T

|ẋ1(t)|n1
≤ K1, vraimax

t∈T
|ẋ2(t)|n2

≤ K1.

Пусть Lj и ωj(·), j = 1, 2, — постоянные Липшица и модули непрерывности функций fj .
Обозначим L = max{L1, L2}, ω(δ) = max{ω1(δ), ω2(δ)},

ψh
i = ξhi − ξh0 − δ

i−1
∑

j=0

f2(τj , π
h
0 + δ

j
∑

k=0

f1(τk, π
h
k , ξ

h
k ), ξ

h
j ).

Аналогично (4.3) устанавливаются справедливые при всех t ∈ δi, i ∈ [0 : m− 1], оценки

|x2(t)− ξhi |n2
≤ h+ δK1, |x1(t)− πhi |n1

≤ h+ δK1, (4.6)

t
∫

0

|f1(s, x1(s), x2(s))ds − δ

i
∑

j=0

f1(τj , π
h
j , ξ

h
j )|n1

≤ ϑω(δ) + 2Lϑ(h+ δK1) + δK1. (4.7)

Учитывая (4.6) и (4.7), нетрудно проверить, что справедливы неравенства

|zhi |n2
= |z(τi)− ψh

i |n2
≤ ρ(h, δ) = (2 + 2Lϑ+ L2ϑ2)h+ ϑ(1 + Lϑ)ω(δ) + 2K1Lϑ(1 + Lϑ)δ,

|zhi − zhi−1|n2
≤ χ(h, δ) = 2(1 + L(1 + Lϑ))h+ (1 + Lϑ)δω(δ) + 2LK1(1 + Lϑ)δ2.

В таком случае при U(·) = P (·) условия теоремы 2 (как и в предыдущем примере) будут
выполнены, если δ(h) → 0, hδ−1(h) → 0 при h → 0. Если же U(·) = L2(T ;R

r), то для вы-
полнения условий теоремы 2 необходимо также, чтобы выполнялось еще следующее условие:
ω(δ)δ−1/2 → 0 при δ → 0.
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