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Рассматривается задача уклонения в условиях неопределенности для многошаговых систем с исходно
линейной структурой и фазовыми ограничениями, где действуют управления u, U и v, причем u и v
входят аддитивно, а U — в матрицу системы. В рассматриваемой задаче синтеза управлений, которую
называем задачей усиленного уклонения, цель v — либо избежать попадания траектории на заданное
терминальное множество в заданный конечный момент времени и на последовательность множеств, за-
данных в предыдущие моменты, либо нарушить хотя бы одно из фазовых ограничений, каковы бы ни
были допустимые реализации u и U . Наличие U привносит в системы нелинейность и приводит к системам
билинейного типа. Предполагается, что терминальное и промежуточные множества являются паралле-
лепипедами, управления u и v стеснены параллелотопозначными ограничениями, U — интервальными,
а фазовые ограничения заданы в виде полос. Разработан полиэдральный метод синтеза управлений v с
использованием полиэдральных (параллелепипедозначных) трубок, которые могут быть найдены из ре-
куррентных соотношений по явным формулам. Для получения решения рассматриваемой задачи найдено
решение вспомогательной одношаговой полиэдральной задачи уклонения с билинейностью. Отмечены ее
связи с проблематикой из интервального анализа, касающейся так называемых множеств кванторных
решений интервальных уравнений. Приведены примеры, иллюстрирующие работоспособность метода.
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1. Введение

Рассматриваются многошаговые системы с исходно линейной структурой, с заданными
терминальным и промежуточными множествами, а также с заданными фазовыми ограниче-
ниями, где действуют управления u, U и v, причем u и v входят аддитивно, а U — в матрицу
системы. Управления могут иметь разные цели, и подобно [1] можно поставить две задачи
гарантированного управления в условиях неопределенности: сближения и уклонения. Извест-
ны подходы к решению задач такого рода, основанные на построении многозначных трубок,
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именуемых для дифференциальных систем стабильными мостами [1], трубками разрешимости
[2–4], обратными трубками достижимости [3; 4], информационными трубками [3; 4], трубками
выживаемости [3], стабильными трактами [5] и др., но их практическое нахождение, как пра-
вило, затруднительно, особенно для систем большой размерности и систем с фазовыми огра-
ничениями [2–4; 6; 7]. Разработано много численных методов (мы приводим только несколько
ссылок из большого числа работ; см. также библиографию в них) для приближенного постро-
ения трубок траекторий с использованием различных способов представления множеств (см.,
например, [8]), в частности, с помощью политопов с большим числом вершин и граней [9].
Полезны и не слишком трудоемкие методы, основанные на оценивании множеств простыми
областями типа эллипсоидов [2–4;7;10;11], в том числе для систем с билинейностью [7;12;13], и
параллелепипедов / параллелотопов [14–16]; привлекаются и интервальнозначные трубки [17].
А.Б. Куржанский предложил использовать целые семейства таких оценок [2–4]. Конструкции
такого рода применялись для решения задач терминального сближения [2–4;11; 18] и уклоне-
ния [16; 19] в заданный конечный момент.

Работа посвящена развитию метода синтеза управлений v с использованием полиэдраль-
ных (параллелепипедо-значных) трубок, разработанного автором ранее для задач уклонения в
линейных системах [19;20]. Теперь цель v — либо избежать попадания траектории на заданное
терминальное множество в заданный конечный момент времени и попадания на последова-
тельность множеств, заданных в предыдущие моменты (поэтому называем рассматриваемую
задачу задачей усиленного уклонения), либо нарушить хотя бы одно из фазовых ограничений,
каковы бы ни были допустимые реализации u и U . Наличие управлений U привносит в систе-
мы нелинейность и приводит к системам билинейного типа, что значительно усложняет зада-
чу. Для нахождения решения найдено решение вспомогательной одношаговой полиэдральной
задачи уклонения с билинейностью. В предположении, что терминальное и промежуточные
множества являются параллелепипедами, управления u и v стеснены параллелотопозначны-
ми ограничениями, U — интервальными, а фазовые ограничения заданы в виде полос [18],
представлены рекуррентные соотношения с явными формулами для построения пары полиэд-
ральных трубок, нахождение которых значительно менее трудоемко, чем построение точных
трубок разрешимости для задачи уклонения. Стратегии управления v могут быть найдены по
явным формулам на основе этих трубок. Представлены иллюстрирующие примеры.

Отметим, что предлагаемый полиэдральный метод решения задач уклонения может быть
применен, аналогично [16], для построения опасных возмущений, которые можно использо-
вать, например, для оценки робастности управляемых систем и качества управлений. Упомя-
нем также, что полиэдральные методы использовались в задачах управления самолетом для
построения управлений при наличии помех в режиме реального времени [16; 21].

В работе приняты следующие обозначения: R
n и R

n×m — линейные пространства веще-
ственных n-векторов и n×m-матриц соответственно; ⊤ — знак транспонирования; (x, y) =
x⊤y — скалярное произведение для x, y ∈ R

n; ‖x‖2 = (x⊤x)1/2 и ‖x‖∞ = max1≤i≤n |xi| — нор-
мы вектора x = (x1, . . . , xn)

⊤; ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)⊤ ∈ R
n — единичный орт вдоль оси 0xi

(единица стоит на i-м месте); e = (1, 1, . . . , 1)⊤; A = {aji} = {aj} — матрица с элементами aji
и со столбцами aj (верхним индексом нумеруем столбцы, нижним — компоненты векторов);
0 — нулевая матрица (вектор) произвольной размерности; I — единичная матрица; неравен-
ства ≤, <,≥, > для векторов и матриц понимаются покомпонентно; AbsA = {|aji |} — матрица

абсолютных величин элементов для A = {aji} ∈ R
n×m; diag π — диагональная матрица с ком-

понентами πi вектора π на диагонали; detA — определитель матрицы A; A = {A |A ≤ A ≤
A} = {A|Abs (A−Ã) ≤ Â} — интервальная матрица, где Ã = (A+A)/2, Â = (A−A)/2 ≥ 0;
операции с множествами в R

n: X 1 + X 2 = {y| y = x1 + x2, xk ∈ X k} — сумма Минковского,
X 1−̇X 2 = {y | y + X 2 ⊆ X 1} — разность Минковского, A ◦ X = {y | y = Ax, A ∈ A, x ∈ X} —
умножение множества X на интервальную матрицу A; ρ(l|X ) = sup{l⊤x|x ∈ X} — опорная
функция множества X ; sign z — функция знака числа (равна −1, 0, 1 соответственно при z < 0,
z = 0, z > 0). Для краткости используем обозначения типа k = 1, . . . , n вместо k = 1, 2, . . . , n.
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2. Постановка задачи

Пусть состояние x ∈ R
n объекта описывается системой

x[k] = (A[k] + U [k])x[k−1] +B[k]u[k] +C[k]v[k], k = 1, . . . , N, (2.1)

где A[k] ∈ R
n×n, B[k] ∈ R

n×nu , C[k] ∈ R
n×nv — известные матричные функции; u[k] ∈ R

nu ,
U [k] ∈ R

n×n и v[k] ∈ R
nv — управления, стесненные ограничениями

u[k] ∈ R[k] ⊂ R
nu , k = 1, . . . , N, (2.2)

U [k] ∈ U [k] = {U ∈ R
n×n|Abs (U − Ũ [k]) ≤ Û [k]}, k = 1, . . . , N, (2.3)

v[k] ∈ Q[k] ⊂ R
nv , k = 1, . . . , N, (2.4)

где R[k] и Q[k] — заданные множества, Ũ [k] и Û [k] ≥ 0 — известные матрицы, задающие
ограничения интервального типа. Функции u[·], U [·] и v[·], удовлетворяющие (2.2)–(2.4), на-
зываем допустимыми. Задано терминальное множество M ⊂ R

n. Также может быть задана
последовательность множеств M[k] ⊆ R

n, k = 1, . . . , N−1 (для дальнейшего удобно положить
M[N ] = M), а также множества Y[k] ⊆ R

n, k = 1, . . . , N−1, задающие фазовые ограничения.
Система рассматривается в условиях конфликта, когда управления u, U и v могут иметь

разные цели. Так, цель u и U может состоять в том, чтобы обеспечить включение x[N ] ∈ M или
хотя бы одно из включений x[k] ∈ M[k], k ∈ {1, . . . , N}, при соблюдении фазовых ограничений
x[k] ∈ Y[k] во все моменты k = 1, . . . , N−1, каковы бы ни были допустимые реализации v[·].
Цель v может состоять, наоборот, в том, чтобы либо избежать попадания траектории на все
множества M[k], k=1, . . . , N , либо нарушить хотя бы одно из фазовых ограничений x[k] ∈ Y[k],
k ∈ {1, . . . , N−1}, т. е. удовлетворить хотя бы одному из условий (2.5) или (2.6)

x[k] /∈ M[k], k = 1, . . . , N (M[N ] = M), (2.5)

x[k] /∈ Y[k] для некоторого k ∈ {1, . . . , N−1}, (2.6)

каковы бы ни были допустимые реализации u[·] и U [·] При этом соответственно возникают
задачи, называемые задачами сближения и уклонения.

Работа посвящена полиэдральному методу решения задачи уклонения в предположении,
что множества R[k], Q[k], M[k] и Y[k] имеют определенную полиэдральную структуру. На-
помним ряд определений.

Параллелепипедом P(p, P , π) ⊂ R
n называем множество P = P(p, P , π) = {x ∈ R

n|x =
p + P (diag π) ζ, ‖ζ‖∞ ≤ 1}, где p ∈ R

n; P = {pi} ∈ R
n×n — неособая матрица (detP 6= 0)

со столбцами pi единичной длины (‖pi‖2 = 1); π ∈ R
n, π ≥ 0. C целью упрощения формул

условие нормировки ‖pi‖2 = 1 может быть опущено. Называем p центром параллелепипеда, а
P — матрицей ориентации. В случае π > 0 называем параллелепипед невырожденным.

Параллелотопом P[p, P̄ ] ⊂ R
n называем множество P = P[p, P̄ ] = {x| x = p+P̄ ζ, ‖ζ‖∞≤1},

где p ∈ R
n, P̄ = {p̄i} ∈ R

n×m, m ≤ n. Называем параллелотоп P невырожденным, если m = n
и det P̄ 6= 0.

Полосой (или m-полосой) S(c, S, σ,m) ⊂ R
n называем пересечение m ≤ n гиперполос Σi:

S = S(c, S, σ,m) =
⋂m

i=1Σ
i, Σi = Σ(cj, s

j , σj) = {x | |(x, si)− ci| ≤ σi} с линейно независимыми
векторами si, ‖si‖2 = 1 (условие нормировки может быть опущено для упрощения формул).
Здесь c ∈ R

m; S = {si} ∈ R
n×m — матрица со столбцами si; σ ∈ R

m, σ ≥ 0.

Каждый параллелепипед P(p, P , π) — это параллелотоп P[p, P̄ ] с P̄ = P diag π; каж-
дый невырожденный параллелотоп — это параллелепипед с P = P̄ , π = e, где e =
(1, 1, . . . , 1)⊤ ∈ R

n. Каждый параллелепипед — это n-полоса; при m = n полоса — это па-
раллелепипед [19].

Везде ниже полагаем, что выполнено следующее предположение.
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Предположение 1. Все матрицы D[k] = A[k] + Ũ [k] — неособые (detD[k] 6= 0). Множе-
ства R[k] и Q[k] — это параллелотопы, M — невырожденный параллелепипед:

R[k] = P[r[k], R̄[k]], R̄[k] ∈ R
nu×nu , Q[k] = P[q[k], Q̄[k]], Q̄[k] ∈ R

nv×nv ,

M = M[N ] = P(pf , Pf , πf) = P[pf , P̄f ], P̄f ∈ R
n×n, det P̄f 6= 0,

в качестве множеств M[k] допускаются в разные моменты времени k ∈ {1, . . . , N−1} либо
параллелепипеды M[k] = P(f [k], F [k], φ[k]), либо пустые множества M[k] = ∅, а в качестве
Y[k] — либо полосы Y[k] = S(c[k], S[k], σ[k],m) =

⋂m
i=1Σ

i[k], Σi[k] = Σ(cj [k], s
j [k], σj [k]) =

{x | |(x, si[k])− ci[k]| ≤ σi[k]}, либо Y[k] = R
n.

Изучим полиэдральную задачу уклонения, сформулировав ее следующим образом.

З а д а ч а 1. Для системы (2.1)–(2.4) в условиях предположения 1 найти такую по-
лиэдральную (параллелепипедозначную) трубку P [·] = P(p[·], P [·], π[·]), удовлетворяющую
P [k] ⊇ M[k], k = 1, . . . , N , и соответствующую стратегию управления v = v[k, x], удовле-
творяющую v[k, x] ∈ Q[k], k = 1, . . . , N , чтобы каждое решение x[·] уравнения

x[k] = (A[k] + U [k])x[k−1] +B[k]u[k] + C[k]v[k, x[k−1]], k = 1, . . . , N,

с начальным условием с x[0] = x0 /∈ P [0] либо проходило вне трубки P [·], либо нарушало
хотя бы одно из фазовых ограничений x[k] ∈ Y[k], т. е. удовлетворяло хотя бы одному из двух
условий:

x[k] /∈ P [k], k = 0, . . . , N, (2.7)

или (2.6) при любых допустимых реализациях u[·] и U [·]. Ввести семейство таких трубок P [·].

Называем эту задачу полиэдральной задачей усиленного уклонения, чтобы подчеркнуть
отличие от задачи терминального уклонения, в постановке которой фигурирует только одно
условие P [N ] ⊇ M[N ] в конечный момент, а все другие M[k] = ∅, k = 0, . . . , N−1.

3. Элементарные полиэдральные оценки. Одношаговая полиэдральная

задача уклонения с билинейностью

Решение задачи 1 найдем с использованием внешних элементарных параллепипедозначных
оценок для результатов операций с множествами. При этом подобно [19; 20] в соотношениях
участвуют (явно или неявно) операции суммы Минковского, разности Минковского, объеди-
нения и пересечения множеств. Ввиду наличия в (2.1) матричного управления U приходится
иметь дело также с операцией A ◦ X умножения множества X на интервальную матрицу A.

Напомним, что параллелепипед P+=P(p+, P+, π+) называют внешней оценкой множества
X ⊂ R

n, если X ⊆ P+. Так называемая внешняя касающаяся оценка P+ = P
+
V (X ) для непу-

стого множества X с заданной матрицей ориентации P+ = V определяется соотношениями
ρ(±(V −1)⊤ei|P+

V (X )) = ρ(±(V −1)⊤ei|X ), i = 1, . . . , n, и может быть найдена на основе значений
опорной функции множества X [19]. Матрицы V здесь выступают как параметр, определяю-
щий целое семейство оценок. Для пустого множества X = ∅ будем полагать P

+
V (∅) = ∅.

Касающиеся оценки P(p+, V, π+) = P
+
V (P

1 ∪P2) для объединения параллелепипедов Pk =
P(pk, P k, πk) легко найти по явным формулам p+ = V (γ+(−) + γ+(+))/2, π+ = (γ+(+) −
γ+(−))/2, γ+(±) = ±max1≤k≤2{±V −1pk + (Abs (V −1P k))πk}.

Ситуация с построением оценок для пересечения параллелепипеда и полосы сложнее.
Известны явные формулы для построения касающихся оценок P

+
V (P ∩Σ) для пересечения

параллелепипеда и гиперполосы при n+1 специальным образом выбранных матрицах ориен-
тации V ∈ {P,P 1, . . . , Pn} (где P — матрица ориентации параллелепипеда P) [14; 22]. Такие
оценки получаются в результате нахождения так называемых тугих гиперполос, определяю-
щих P ∩ Σ, и отбрасывания одной из них.
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В общем случае в качестве внешних оценок для пересечения параллелепипеда P и полосы S

будем использовать не обязательно касающиеся оценки, обозначая через P̃
+
V (P ∩S) некоторую

(любую) внешнюю для P ∩ S оценку с матрицей ориентации V , обладающую свойствами

P̃
+
V (P ∩ S) ⊇ P ∩ S, P̃

+
V (P ∩ S) = P в случае P ⊆ S.

Такие оценки могут быть построены различными способами, в частности, упомянутыми

в [19; 22]. Условимся называть матрицу ориентации V допускаемой, если P̃
+
V (P ∩ S) может

быть построена по некоторым известным формулам.
Для определения положения точки x относительно параллелепипеда P(p, P , π) будем ис-

пользовать относительные координаты ξ = P−1(x − p) и следущий критерий [19, лемма 2.2]:
x /∈ P тогда и только тогда, когда найдется такой индекс i∗ ∈ {1, . . . , n}, что |ξi∗ | > πi∗ .

Рассмотрим следующую вспомогательную элементарную задачу, решением которой вос-
пользуемся затем для решения задачи 1.

З а д а ч а 2 (Одношаговая полиэдральная задача уклонения с билинейностью). Даны
множества P = P(p, P , π) ⊂ R

n, R = P[r, R̄] с R̄ ∈ R
nu×nu , Q = P[q, Q̄] с Q̄ ∈ R

nv×nv ,
интервальная матрица A = {A ∈ R

n×n|Abs (A − Ã) ≤ Â} и матрицы B ∈ R
n×nu , C ∈ R

n×nv .
Найти такой параллелепипед P̂ = P(p̂, P̂ , π̂) и такую стратегию управления v∗ = v(x), что
v∗ ∈ Q и для любого x /∈ P̂ выполняется Ax+Bu+ Cv∗ /∈ P при любых A ∈ A и u ∈ R.

З а м е ч а н и е 1. Множество R
n \P̂ , где P̂ входит в решение задачи 2, дает внутреннюю

оценку (Rn\P̂ ⊆ W̌) для множества W̌, являющегося решением следующей задачи с неопреде-
ленностями. А именно, по некоторой аналогии с постановками задач из интервального анализа
с помощью логических кванторов существования “∃” и всеобщности “∀” для интервально за-
данных систем [23, разд. 4.2] можно поставить задачу нахождения такого множества W̌ , что

W̌ = {x ∈ R
n | (∃v∗ ∈ Q) (∀A ∈ A) (∀u ∈ R) (Ax +Bu+ Cv∗ /∈ P )} (3.1)

или иначе

W̌ = {x ∈ R
n | (∃v∗ ∈ Q) (∀A ∈ A) (∀u ∈ R) (∃y /∈ P ) (Ax = y −Bu− Cv∗)}. (3.2)

Отметим, что при этом в отличие от так называемых множеств кванторных решений интер-
вальных уравнений из [23, разд. 4.2] в постановках (3.1), (3.2) вместо интервальных огра-
ничений допускаются более общие параллелепипедозначные, одно из условий задано в виде
принадлежности к дополнению параллелепипеда, а также последовательность кванторов не
укладывается в рассмотренные в [23] предикаты AE-формы, когда в выделяющем предикате
все вхождения квантора “∀” предшествуют вхождениям квантора “∃”.

Очевидно, что решение задачи 2 не единственно. Дадим одно из возможных решений.
Положим

p̂ = Ã−1(p−Br − Cq), P̂ = Ã−1P, π̂ = π + β + α− γ,

α = (AbsΞ) e, Ξ = P−1BR̄, γ = (AbsΘ) e, Θ = P−1CQ̄,
(3.3)

где вектор β определяется соотношениями

β = β∗ e, β∗ = C3/(1 −C2),

C1=‖(Abs (P−1))Â‖∞, C2=‖(Abs (P−1)) ÂAbs P̂‖∞, C3=C1 ‖p̂‖∞ + C2 ‖π+α−γ‖∞,
(3.4)

и определим вектор v∗ = v∗(x) следующими соотношениями:

v∗ = v∗(x) = q + Q̄χ∗(x),

χ∗
j(x) = signΘj

i∗
sign ζi∗ , j = 1, . . . , nv, ζ = (diag π̂)−1P̂−1(x−p̂),

i∗ ∈ Argmax 1≤i≤n|ζi| = Argmax 1≤i≤n|(π̂i)
−1(P̂−1(x− p̂))i|.

(3.5)
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Заметим, что здесь i∗ ∈ {1, . . . , n} — произвольный индекс, удовлетворяющий (3.5), т. е.
обеспечивающий указанный максимум, и при этом имеем

|ζi∗ | = ‖ζ‖∞. (3.6)

Теорема 1. В условиях задачи 2 пусть выполнены следующие предположения:

det Ã 6= 0, (3.7)

π + α− γ > 0, (3.8)

C2 < 1. (3.9)

Тогда частным решением задачи 2 являются невырожденный параллелепипед P̂ = P(p̂, P̂ , π̂),
где p̂, P̂ и π̂ определяются формулами (3.3), (3.4), и вектор v∗ = v∗(x) вида (3.5).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Сначала поясним, как получились формулы (3.3), (3.4), и затем
докажем утверждение. Предположим, что существуют P̂ = P(p̂, P̂ , π̂) и v∗, дающие решение
задачи 2, и постараемся найти p̂, P̂ , π̂ и v∗ из следующих соображений.

Пусть y = Ax + Bu + Cv∗. Представим y с использованием относительных координат
относительно P: y = p+ Pξ, а x запишем в виде x = p̂+ P̂ (diag π̂) ζ.

Из [23, разд. 2.1, формула (2.4)] и [23, разд. 2.2, с. 103] известно, что A ◦ x =
P(Ãx, I, ÂAbsx). Поэтому при A ∈ A, u ∈ R и v∗ ∈ Q соотношение y = Ax + Bu + Cv∗

можно записать в виде

p+ Pξ = Ã x+ I (diag (ÂAbsx)) η +Br +BR̄δ + Cq + CQ̄χ∗, (3.10)

где ‖η‖∞ ≤ 1, ‖δ‖∞ ≤ 1, ‖χ∗‖∞ ≤ 1. Таким образом, с учетом вышеупомянутого критерия
[19, лемма 2.2] хотим найти p̂, P̂ , π̂ с π̂ > 0 и χ∗ = χ∗(x) с ‖χ∗‖∞ ≤ 1 так, чтобы для любого
x с ‖ζ‖∞ > 1 при любых η и δ с ‖η‖∞ ≤ 1 и ‖δ‖∞ ≤ 1 получалось |ξi∗ | > πi∗ для некоторого
i∗ ∈ {1, . . . , n}. Будем искать P̂ = P(p̂, P̂ , π̂) в виде (3.3) (матрица P̂ = Ã−1P получается неосо-
бой ввиду (3.7)), пытаясь выполнить желаемое за счет подбора вектора β с положительными
компонентами:

β > 0. (3.11)

Заметим, что при выполнении (3.8) и (3.11) получим π̂ > 0 (и невырожденность P̂), поскольку

π̂ = π + β + α− γ > 0. (3.12)

Выражая ξ из (3.10) с учетом (3.3), получаем следующую связь между ζ и ξ:

ξ = −P−1p+ P−1(Ã(p̂+ P̂ (diag π̂)ζ) + (diag (ÂAbsx))η +Br +BR̄δ + Cq + CQ̄χ∗)

= (diag π̂) ζ + P−1(diag (ÂAbsx)) η + Ξδ +Θχ∗.
(3.13)

Оценим сверху по модулю второе слагаемое во второй строке (3.13), учитывая неравенства
типа Abs (G (diag d) η) ≤ (AbsG)Abs (Vect {diηi}), где Vect {diηi} — это вектор с компонента-
ми diηi, принимая во внимание неравенства |ηi| ≤ 1 (вытекающие из ‖η‖∞ ≤ 1) и вид x, и
предполагая выполненным π̂ > 0:

Abs (P−1(diag (ÂAbsx)) η) ≤ Abs (P−1)Abs ÂAbsx

≤ Abs (P−1) Â (Abs p̂+Abs P̂ diag π̂Abs ζ).
(3.14)

Для третьего слагаемого во второй строке (3.13) при ‖δ‖∞ ≤ 1 имеем

Abs (Ξδ) ≤ AbsΞ Abs δ ≤ (AbsΞ) e = α. (3.15)



О синтезе управлений для задачи уклонения в системах с билинейностью 131

Далее будем рассматривать компоненту ξi∗ вектора ξ с номером i∗, выбранным из условия,
указанного в третьей строке (3.5), и строя χ∗ = χ∗(x) по правилу из (3.5). При этом в силу
выражений для χ∗ = χ∗(x) из (3.5) и γ из (3.3) имеем:

(Θχ∗)i∗ =
∑

j

Θj
i∗
signΘj

i∗
sign ζi∗ =

∑

j

|Θj
i∗
| sign ζi∗ = γi∗ sign ζi∗ . (3.16)

Рассматривая произвольную точку x /∈ P̂ (т. е. имея ‖ζ‖∞ > 1), оценим ξi∗ , пользуясь
равенством (3.13). Без ограничения общности рассмотрим случай, когда ζi∗ > 1, и значит,
(Θχ∗)i∗ = γi∗ ввиду (3.16), и получим для ξi∗ оценку снизу. Учитывая (3.15), (3.14), (3.12),
(3.6) и введенные обозначения C1 и C2 из (3.4), имеем при выполнении условий (3.8), (3.11) и
‖ζ‖∞ > 1:

ξi∗ ≥ π̂i∗ ζi∗ − |ei∗
⊤
P−1(diag (ÂAbsx)) η| − αi∗ + γi∗

≥ π̂i∗ ζi∗ − ei∗
⊤
Abs (P−1) ÂAbs p̂

− ei∗
⊤
Abs (P−1) Â (Abs P̂ ) diag (π+β+α−γ) Abs ζ − αi∗ + γi∗

≥ (πi∗+βi∗+αi∗−γi∗) ‖ζ‖∞ −C1‖p̂‖∞ − C2 (‖π+α−γ‖∞ + ‖β‖∞) ‖ζ‖∞ − αi∗ + γi∗

> (πi∗+αi∗−γi∗)−C1‖p̂‖∞ + ( min
1≤i≤n

βi −C2 (‖π+α−γ‖∞ + ‖β‖∞)) ‖ζ‖∞ − αi∗ + γi∗

= πi∗ −C1‖p̂‖∞ + ( min
1≤i≤n

βi −C2 ‖β‖∞ − C2 ‖π+α−γ‖∞) ‖ζ‖∞.

(3.17)

Если искать β в виде β = β∗e, то полученное в (3.17) неравенство превратится в

ξi∗ > πi∗ + (−C1‖p̂‖∞ + ((1 −C2)β
∗ − C2 ‖π+α−γ‖∞) ‖ζ‖∞). (3.18)

Рассмотрим такие значения β∗, что

(1− C2)β
∗ − C2 ‖π+α−γ‖∞ ≥ 0. (3.19)

Тогда с учетом ‖ζ‖∞ > 1 неравенство (3.18) можно продолжить и получить

ξi∗ > πi∗ − C1‖p̂‖∞ + (1− C2)β
∗ − C2 ‖π+α−γ‖∞ = πi∗ + (1− C2)β

∗ −C3.

Выбор β∗ в виде (3.4) ведет к неравенству ξi∗ > πi∗ . При этом в силу [19, лемма 2.2] получается,
что y = Ax+ Bu+ Cv∗ /∈ P при любых A ∈ A и u ∈ R. И при этом вектор v∗ = v∗(x), посто-
ренный в соответствии с (3.5), удовлетворяет ограничению v∗ ∈ Q, поскольку ‖χ∗(x)‖∞≤1.

Итак, найдены параллелепипед P̂ вида (3.3), (3.4) и вектор v∗ = v∗(x) вида (3.5), которые
при выполнении условий (3.11) и (3.19) на β дают частное решение задачи 2. Таким образом,
осталось убедиться, что эти два условия выполняются при выборе β∗ в виде (3.4).

Неравенство β∗ > 0 (и, значит, (3.11)) очевидно ввиду формул (3.4) и наложенного в тео-
реме условия (3.9). Проверим выполнение (3.19). Действительно, имеем

(1− C2)β
∗ − C2 ‖π+α−γ‖∞ = C3 − C2 ‖π+α−γ‖∞ = C1 ‖p̂‖∞ ≥ 0. �

З а м е ч а н и е 2. Напомним, что решения одношаговой полиэдральной задачи уклоне-
ния при отсутствии билинейности (т. е. при Â = 0) были найдены ранее [20]. Было описано
целое семейство параллелепипедов P̂ с разными матрицами ориентации и несколько спосо-
бов построения v∗; при этом, вообще говоря, не накладывается условие (3.8) и, таким образом,
допускаются вырожденные параллелепипеды P̂ , а также рассматривается случай пустого мно-
жества P̂ = ∅. Если конкретизировать решение задачи 2 из теоремы 1 для случая Â = 0, то в
силу (3.4) получим C1 = C2 = C3 = 0 и β = 0, и параллелепипед P̂ из (3.3) совпадет с одним
из представителей вышеупомянутого семейства (а именно, с имеющим матрицу ориентации
P̂ = Ã−1P ), а v∗ при условиях (3.8) совпадет с одним из описанных в [20].
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4. Решение задачи 1

Введем семейство полиэдральных трубок P [·], при построении которых участвуют также
трубки P1[·] и P2[·]. При этом сечениями трубок служат параллелепипеды

P [k] = P(p[k], P [k], π[k]), P1[k] = P(p1[k], P 1[k], π1[k]), P2[k] = P(p2[k], P 2[k], π2[k]),

но допускается также вырождение ряда сечений P [k], P1[k] и P2[k] в пустые множества. Для
k = N положим

P [N ] = P(p[N ], P [N ], π[N ]), p[N ] = pf , π[N ] = (Abs (P [N ]−1Pf))πf , (4.1)

где P [N ] — произвольная неособая матрица, а для остальных k воспользуемся следующими
соотношениями. Если P [k] 6= ∅ (т. е. P [k] = P(p[k], P [k], π[k])), то будем находить P1[k−1] =
P(p1[k−1], P 1[k−1], π1[k−1]) по формулам

p1[k−1] = D[k]−1(p[k]−B[k]r[k]− C[k]q[k]), D[k] = A[k] + Ũ [k],

P 1[k−1] = D[k]−1P [k],

π1[k−1] = π[k] + α[k]− γ[k] + β∗[k] e,

(4.2)

α[k] = (AbsΞ[k]) e, Ξ[k] = P [k]−1B[k]R̄[k],

γ[k] = (AbsΘ[k]) e, Θ[k] = P [k]−1C[k]Q̄[k],
(4.3)

β∗[k] = C3[k]/(1 − C2[k]),

C1[k] = ‖(Abs (P [k]−1)) Û [k]‖∞,

C2[k] = ‖(Abs (P [k]−1)) Û [k] Abs (P 1[k−1])‖∞,

C3[k] = C1[k] ‖p
1[k−1]‖∞ + C2[k] ‖π[k] + α[k] − γ[k]‖∞

(4.4)

и рассмотрим следующие рекуррентные соотношения для вычисления P [·], P1[·] и P2[·]:

P1[k−1] =

{

P(p1[k−1], P 1[k−1], π1[k−1]) из (4.2)–(4.4), если P [k] 6= ∅,

∅, если P [k] = ∅,
k=N, . . . , 1,

P2[k−1] = P̃
+
P 2[k−1](P

1[k−1] ∩ Y[k−1]), k = N, . . . , 2,

P [k−1] = P
+
P [k−1](P

2[k−1] ∪M[k−1]), k = N, . . . , 2, P [0] = P1[0].

(4.5)

Здесь символами типа P
+
V (P ∪M) и P̃

+
V (P ∩Y) обозначены операции построения внешних

оценок, описанные в разд. 3, а P [k], k = N, . . . , 1, и P 2[k], k = N−1, . . . , 1 — некоторые неособые
матрицы. Фактически формулы (4.1)–(4.5) описывают параметризованные семейства трубок
P [·], P1[·] и P2[·], где параметрами выступают матрицы ориентации: P [N ] — при построении
параллелепипеда P [N ], а P [k], k = N−1, . . . , 1, и P 2[k], k = N−1, . . . , 1 — при построении
внешних оценок для объединения и пересечения множеств.

В (4.5), вообще говоря, допускается возможность появления пустых множеств в результате
операции пересечения. В этой связи напомним формулы для операций с пуcтыми множества-
ми: X ∪∅ = X , X ∩∅ = ∅. Заметим, что ввиду накладываемых ниже условий (4.8), (4.9) мы
не рассматриваем возможность появления P1[k−1] = ∅ при P [k] 6= ∅ (в отличие от линейно-
го случая [19], когда множество P1[k−1] может получиться пустым в результате выполнения
операции разности Минковского).
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Если решим эту систему (4.1)–(4.5) в обратном времени от k = N до k = 0 при фиксиро-
ванных значениях параметров и найдем трубки P [·] и P1[·], то можем рассмотреть следующие
формулы для построения стратегии управления v = v[k, x], аналогичные (3.5) (учитывая, что
в (3.5) sign ζi∗ = sign (P̂−1(x−p̂))i∗ при π̂ > 0):

v[k, x] = q[k] + Q̄[k]χ[k, x],

χj[k, x] = signΘj
i∗[k]

[k] sign (P 1[k−1]−1(x− p1[k−1]))i∗[k], j = 1, . . . , nv,

i∗[k] ∈ Argmax 1≤i≤n|(π
1
i [k−1])−1(P 1[k−1]−1(x− p1[k−1]))i|,

(4.6)

и далее доопределить ее следующим образом:

v∗[k, x] =

{

v[k, x] из (4.6), если P [k] 6= ∅,

q[k], если P [k] = ∅,
k=N, . . . , 1. (4.7)

Теорема 2. Пусть для системы (2.1)–(2.4) выполнено предположение 1. Пусть P [k],
k = N, . . . , 1, — произвольные неособые матрицы и P 2[k], k = N−1, . . . , 1, — произвольные
допускаемые1 неособые матрицы, и в процессе вычислений в соответствии с соотношения-
ми (4.1)–(4.5) оказываются выполненными условия:

π[k] + α[k] − γ[k] > 0, если P [k] 6= ∅, (4.8)

C2[k] < 1, если P [k] 6= ∅ (4.9)

для всех k ∈ {N, . . . , 1} таких, что P [k] 6= ∅. Тогда трубка P [·] вместе с любой стратегий
управления v∗[·, ·], определяемой формулами (4.6), (4.7), дает решение задачи 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть оказались выполнены все указанные условия и найдены
трубки P [·], P1[·], P2[·]. Из последней строки в (4.5) вытекают требуемые в задаче 1 включения
P [k] ⊇ M[k], k=1, . . . , N−1, а (4.1) дает P [N ] ⊇ M[N ] = M. Заметим также, что условия
(4.8), (4.9) обеспечивают невырожденность параллелепипедов P1[k−1] на всех таких шагах,
где P [k] 6= ∅, и, следовательно, стратегия управления (4.7) определена для любых k и x.

Требуется доказать, что для любой точки x[0] /∈ P [0] при использовании управлений (4.7)
получим либо (2.7), либо (2.6). Рассуждаем по индукции. Пусть уже построили траекторию x[·]
до момента j = k−1, находимся в положении x[k−1], и для j = k−1 выполнено одно из
следующих условий (4.10) или (4.11):

x[i] /∈ P [i], i = 0, . . . , j, (4.10)

x[i] /∈ Y[i] для некоторого i < j, (4.11)

и докажем выполнение (4.10) или (4.11) для j = k. Выполнение (4.11) для j = k−1, очевидно,
означает и выполнение (4.11) для j = k. Поэтому осталось рассмотреть случай (4.10).

Итак, предположим, что x[k−1] /∈ P [k−1]. При этом, если P [k] = ∅, то при использовании
любого v∗[k, x[k−1]] ∈ Q[k], в том числе v∗[k, x[k−1]] = q[k] из (4.7), соотношение x[k] /∈ P [k],
очевидно, выполняется.

Пусть теперь P [k] 6= ∅ и, как отмечено выше, P1[k−1] — невырожденный параллелепипед.
Если имеем x[k−1] /∈ P1[k−1], то использование v∗[k, x[k−1]] из (4.7) приведет к x[k] /∈ P [k] при
любых допустимых значениях u[k] и U [k] в силу решения одношаговой задачи 1 и теоремы 1,
т. е. пришли к (4.10) для j = k. Если же x[k−1] ∈ P1[k−1], то в силу нашего предположения
x[k−1] /∈ P [k−1] это означает, что x[k−1] /∈ Y[k−1], поскольку в противном случае из (4.5)
получилось бы x[k−1] ∈ P1[k−1] ∩ Y[k−1] ⊆ P2[k−1] ⊆ P [k−1], т. е. противоречие с тем, что
x[k−1] /∈ P [k−1]. Таким образом, получили (4.11) для j = k. �

1Допускаемые в смысле, указанном в разд. 3 при введении P̃
+

V (P ∩ Y).
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З а м е ч а н и е 3. Формулы (4.1)–(4.5) определяют обширные семейства трубок за счет
варьирования допускаемых последовательностей матриц ориентации P 2[·] и P [·]. Конкретизи-

руя способы вычисления оценок типа P̃
+
V (P ∩ Y) и используя эвристические способы выбора

матриц ориентации при построении элементарных оценок, можем выделить 4 следующих под-
семейства трубок P(l), l = 1, . . . , 4, для решения задачи 1, где параметром служит матрица

ориентации P [N ] в конечный момент. Способы вычисления P̃
+
V (P ∩ Y) и выбора матриц ори-

ентации для P(l) подобны описанным в [19, Remark 4.4] для P̂+,(l), а способы выбора матриц
ориентации при вычислении оценок типа P

+
V (P∪M) в семействах P(1), P(3) и P(2), P(4) анало-

гичны описанным в [20, замечание 6(a)] (т. е. в (4.5) полагаем P [k−1] = P 2[k−1]) и [20, замеча-
ние 6(b)] соответственно. При этом в подсемействах P(1) и P(2) последовательно используются
формулы для пересечения параллелепипеда и гиперполосы, а в двух других — формулы для
пересечения параллелепипедов; матрицы ориентации в P(1) и P(3) берутся, можно сказать, в
силу системы, а в P(2) и P(4) — с привлечением соображений локальной оптимизации оценок
по объему (про оптимизацию по объему оценки P

+
V (P ∩Σ) для пересечения параллелепипеда

и гиперполосы можно найти в [14; 22]).

З а м е ч а н и е 4. Итак, имеем следующую ситуацию. Пусть по формулам (4.1)–(4.5)
нашли несколько трубок Pβ [·], P1,β [·]. Если начальная точка x0 лежит вне хотя бы одного
из параллелепипедов Pβ [0] (x0 ∈

⋃

β(R
n \ Pβ [0])), то теорема 2 гарантирует, что с помощью

стратегии управления v∗[·, ·] из (4.6), (4.7) сможем обеспечить либо уклонение от всех множеств
M[k]: x[k] /∈ M[k], k=1, . . . , N , либо нарушение фазовых ограничений, т. е. (2.6). В противном
случае никакой гарантии, что цель управления v будет достигнута, нет.

5. Примеры

Проиллюстрируем решение задачи 1 и сказанное в замечании 4 на примере модельной
двумерной (для наглядности) системы, полученной дискретизацией по Эйлеру дифференци-
альной системы на интервале времени t ∈ [0, θ], которую можно интерпретировать как вариант
так называемой модели Ричардсона [24]: n = 2,

A[k] ≡ I+τ

[

−0.5 0
2 −0.5

]

, Ũ [k] ≡ τ

[

0 2
0 0

]

, Û [k] ≡ τ

[

0 0
0 0

]

или Û [k] ≡ τ

[

0 0.3
0 0

]

,

B[k] ≡ τ(1, 0)⊤, R[k] ≡ P(1, I, 1), C[k] ≡ τ(0, 1)⊤, Q[k] ≡ P(0.2, I, 0.2),

M = P((1, 0.9)⊤ , I, (0.1, 0.1)⊤), τ = θ/N, θ = 0.25, N = 200.

Были рассмотрены пять вариантов задачи 1 со следующими данными:

(I) Û [k] = {ûji [k]} ≡ 0 (т. е. система линейна); M[k] = ∅, Y[k] = R
n, k = 1, . . . , N−1;

(II) û21[k] ≡ 0.3 (система с билинейностью); M[k] и Y[k] — такие же, как в случае (I);

(III) û21[k] ≡ 0.3; M[k] = ∅, k=1, . . . , N−1; Y[k], k=1, . . . , N−1, определяются формулами

x1[k] ≥ x2[k] при k > (2/3)N (5.1)

(фазовые ограничения нестационарны; при моделировании неравенство x1 ≥ x2 в (5.1)
подменялось фиктивной достаточно широкой гиперполосой S(1000, (−1, 1)⊤ , 1000, 1));

(IV) û21[k] ≡ 0.3; M[k] = M, k = 1, . . . , N−1; Y[k] = R
n, k = 1, . . . , N−1;

(V) û21[k] ≡ 0.3; M[k] = M, k = 1, . . . , N−1; Y[k], k = 1, . . . , N−1, определяются (5.1).

Были взяты 5 начальных точек: x0,1 = (0.2, 0.75)⊤ , x0,2 = (0.86, 0.5)⊤, x0,3 = (0.75, 0.75)⊤ ,
x0,4 = (1.15, 1.05)⊤ , x0,5 = (0.45, 0.39)⊤ .
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Рис. 1. Результаты полиэдрального синтеза управлений v и u, U в примере 1 (случай II): (a) —
сечения Pβ [0] (толстые линии), P−,α[0] (тонкие линии), M (штриховая линия) и соответству-
ющие траектории xi[·], i = 1, . . . , 5; (b) — сечения Pβ [0], P−,α◦ [0] и соответствующие xi[·],
i = 1, . . . , 5.

При моделировании в качестве u и U можно задавать любые допустимые реализации. Но
мы, подобно [20, разд. 6], находим по несколько трубок Pβ [·] (по формулам (4.1)–(4.5)) и P−,α[·]
для решения задач уклонения и сближения соответственно (в примерах ниже β = 1, . . . , 4, а
α = 1, . . . , 4 или α = 1), для каждой точки x0 выбираем “наиболее подходящие” для решения
каждой из этих задач трубки Pβ∗ [·] и P−,α∗ [·], строим соответствующие значения управлений v
по формулам (4.6), (4.7) и u по формулам типа [19, (3.3),(3.6)], U — согласно [18, формулы (17)]
и находим соответствующие траектории xi[·], i = 1, . . . , 5.

При построении трубок Pβ [·] следуем замечанию 3, а P [N ] варьируем аналогично [19, § 5].

Для нахождения трубок P−,α[·], α = 1, . . . , 4, используем формулы [18, (8)–(13)] для ре-
шения полиэдральной задачи терминального уклонения, где параметры Ω[·] и L[·] берутся в
соответствии с [18, Remark 3(iv)], Γ[·] — как в [20, разд. 6] и/или вычисляется из соображе-
ний локальной оптимизации по объему аналогично [18, разд. 4] (обозначим трубку с таким
построением Γ[·] через P−,α◦ [·]), а P−[·] и p−[·] — как и в [18, разд. 4].

Согласно [18, Theorem 3.1] (эта теорема, как несложно заметить, справедлива также для
использованных нами управлений u типа [19, (3.3),(3.6)]), начальная точка x0, лежащая в
каком-то из параллелотопов P−,α[0], с помощью упомянутых соответствующих u и U гаран-
тированно может быть переведена на M в момент N с соблюдением фазовых ограничений.
Случай с x0 /∈

⋂

β P
β[0] описан в замечании 4. Если x0 лежит внутри всех Pβ [0], но вне всех

P−,α[0], то теория (теорема 2 и [18, Theorem 3.1]) не гарантирует, что цели управлений v или u,
U при указанных способах их построения могут быть достигнуты. Заметим, что возникающий
при этом “зазор” может получиться не только из-за использования полиэдральных трубок, но и
вследствие того, что даже для линейных многошаговых систем, вообще говоря, не справедлива
известная теорема об альтернативе из теории дифференциальных игр [1, Ch. 2], [25].

Отметим, что в задаче 1 усиленного уклонения (в случаях (IV) и (V)) управления u и U ,
построенные на основе описанных выше трубок P−,α[·] (предназначенных для решения задачи
терминального сближения), вообще говоря, — необязательно “наихудшие” с точки зрения v;
построение таких “наихудших” u и U выходит за рамки данной работы.

На рис. 1 и 2 сечения трубок Pβ [·] и P−,α[·] показаны толстыми и тонкими линиями соот-
ветственно, а терминальное множество M и множества Y[k] выделены штриховыми линиями.
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Рис. 2. Результаты моделирования в примере 2: (a) — случай I; (b) — случай IV с Pβ [·]∈P(2);
(c) — случай III с Pβ [·] ∈ P(1); (d) — случай III с Pβ[·] ∈ P(2); (e) — случай V с Pβ [·] ∈ P(1);
(f) — случай V с Pβ [·] ∈ P(2).
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П р и м е р 1. Рассмотрим сначала случай (II) (билинейная система без множеств M[k] и
Y[k]). На рис. 1a показаны сечения Pβ [0] и P−,α[0], множество M и 5 получившихся траекто-
рий xi[·]. Для xi[·], i = 3, 4, 5, достигнуто терминальное уклонение (xi[N ] /∈ M), а xi[N ] ∈ M,
i = 1, 2, как и гарантировалось теорией. Заключения о принадлежности точек множествам
здесь и ниже даются на основании точных результатов вычислений при моделировании, а не
на основе рисунков, где иногда это трудно различимо.

Заметим, что x3[·] прошла через M в промежуточные моменты, но это и не запрещалось
в случае (II). Рис. 1b, приведенный для удобства сравнения с результатами из примера 2,
аналогичен рис. 1a, но для вычисления u и U для всех x0 использовалась одна трубка P−,α◦ [·];
заметим, что траектории xi[·] при этом, вообще говоря, изменяются.

П р и м е р 2. В случаях (I), (III)–(V) для построения u и U использовали трубку P−,α◦ [·].

Рис. 2a отвечает линейному случаю (I). Сечения Pβ[0] ожидаемо (в силу формул (4.2)–(4.4))
получились меньше, чем в билинейном случае (II) (ср. с рис. 1b). В результате получилось,
что xi[N ]/∈M, i=2, . . . , 5, но x1[N ]∈M, как и гарантировано теорией для этих xi[N ].

На рис. 2b, отвечающем случаю (IV) задачи усиленного уклонения, показаны начальные
сечения трубок Pβ [·] ∈ P(2). Они ожидаемо (в силу формул (4.5)) получились больше, чем в
случае (II) (ср. с рис. 1b). Имеем x4[k] /∈ M, k = 1, . . . , N , а x1[N ] ∈ M и x2[N ] ∈ M, как
и ожидалось согласно теории. Для x3[·] и x5[·] никаких гарантий не было и получилось, что
x5[k] /∈ M, k = 1, . . . , N , а x3[·] попала на M в некоторые моменты.

Результаты моделирования терминального уклонения для билинейного случая (III) при
наличии множеств Y[k] вида (5.1) представлены на рис. 2c и рис. 2d, где используются Pβ [·] ∈
P(1) и Pβ [·] ∈ P(2) соответственно. В обоих случаях в согласии с теорией для траекторий xi[·]
при i = 1, 3, 4, 5 получили xi[N ] /∈ M, при i = 1, 3, 4 реализовалось (2.6). Для x2[·] имеем
x2[N ] /∈ M, хотя гарантии не было.

Рис. 2e и рис. 2f иллюстрируют результаты моделирования для случая (V) задачи усилен-
ного уклонения с фазовыми ограничениями (используются Pβ [·]∈P(1) и Pβ [·]∈P(2) соответ-
ственно). Сечения Pβ[0], опять ожидаемо (в силу формул (4.5)), получились больше, чем в
случае (III) (ср. с рис. 2c и рис. 2d).

При использовании Pβ[·] ∈ P(2) получили, в согласии с теорией, x[k] /∈ M, k = 1, . . . , N ,
для x5[·] и x4[·], а для x4[·] — еще и (2.6). Для остальных траекторий гарантий не было и
получилось, что xi[·], i=1, 2, 3, попали на M, но для x3[·] имеем (2.6). Подобную картину
видим и на рис. 2e, но здесь теория применима только к x4[·].
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