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Введение

Прикладные задачи управления динамическими объектами естественным образом содер-
жат неопределенности, которые невозможно явно учесть при математическом моделировании
и управлении. В качестве таких неопределенностей могут выступать действующие на систему
возмущения, неточности математического моделирования, ошибки измерения состояний ди-
намического объекта или недоступность отдельных состояний для измерений. В связи с этим
возникают задачи синтеза оптимальных систем в условиях неопределенности, задачи опти-
мального управления по доступным измерениям, задачи гарантированного оценивания [1–3].

При определении оптимальных обратных связей в условиях неопределенности можно опи-
раться на оптимальные гарантирующие программы или на более сложные конструкции —
стратегии управления, в которых учитываются “некоторые элементы” обратных связей [4; 5],
такие, как, например, моменты замыкания [6] или коррекции управления [7;8]. Введение таких
моментов времени, когда предполагается и учитывается при вычислении управления поступ-
ление дополнительной информации о состояниях динамической системы, позволяет достичь
вычислительного компромисса между простым программным управлением и трудоемким ди-
намическим программированием.

1Работа выполнена при поддержке государственной программы научных исследований
“Конвергенция-2025” (НИР 1.2.04.1).
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Настоящая работа развивает результаты статей [9–11], в которых исследованы задачи оп-
тимального гарантированного управления линейными системами с возмущениями в предполо-
жении о полных и точных измерениях состояний управляемых систем, на случай когда выход-
ные сигналы системы измеряются с неизвестной ограниченной ошибкой. Некоторые предва-
рительные результаты, касающиеся построения оптимальных обратных связей по измерениям
с учетом однократного замыкания, были представлены в работе [12]. В подразд. 3.1 они суще-
ственно улучшаются за счет внедрения идей из работы [10], а затем (подразд. 3.2) развиваются
на случай многократных замыканий.

1. Постановка задачи

В работе исследуется задача оптимального управления линейной стационарной системой
с возмущением и неизвестным ограниченным начальным состоянием

ẋ = Ax+Bu+Mw, x(0) ∈ X0, t ∈ [0, tf ], (1.1)

по неточным дискретным измерениям выходного сигнала линейного измерительного устрой-
ства

y(s) = Cx(s) + ξ(s), s ∈ ∆̂. (1.2)

Здесь x = x(t) ∈ R
n — состояние системы (1.1); u = u(t) ∈ R

r — значение управления;
w = w(t) ∈ R

p — неизвестное возмущение в момент времени t; X0 — ограниченное мно-
жество возможных начальных состояний системы (1.1); y(s) ∈ R

q — сигнал измерительно-
го устройства (1.2) (измерение); ξ(s) ∈ R

q — неизвестная ошибка измерительного устрой-
ства (1.2) (ошибка измерения) в момент времени s. Для управления системой (1.1) будем
использовать дискретные управления [9] с периодом квантования h: u(t) ≡ u(s), t ∈ [s, s + h[,
s ∈ ∆ = {0, h, . . . , tf−h}, где h = tf/N , N ∈ N, N > 1. Измерения (1.2) доступны в дискретные

моменты времени ∆̂ = {h, 2h, . . . , tf}. Матрицы A ∈ R
n×n, B ∈ R

n×r, M ∈ R
n×p, C ∈ R

q×n

заданы.

Доступные значения управления u(t), возможные реализации возмущения w(t) и ошибок
измерения ξ(t) ограничены:

u(t) ∈ U = {u ∈ R
r : umin ≤ u ≤ umax} , w(t) ∈ W = {w ∈ R

p : ‖w‖∞ ≤ wmax} ,

t ∈ [0, tf ], ξ(s) ∈ Ξ = {ξ ∈ R
q : ‖ξ‖∞ ≤ ξmax} , s ∈ ∆̂,

(1.3)

где umin, umax ∈ R
r, umin < umax, wmax > 0, ξmax > 0, ‖a‖∞ = maxi |ai|.

Начальное состояние x(0) системы (1.1) неизвестно и может реализоваться как произволь-
ный вектор из заданного множества X0:

X0 = {x ∈ R
n : x = x0 +Gz, z ∈ Z}, (1.4)

где x0 ∈ R
n — заданный вектор; z ∈ R

nz — неизвестный вектор параметров со значениями из
множества Z = {z ∈ R

nz : dmin ≤ z ≤ dmax}, dmin, dmax ∈ R
nz , dmin ≤ dmax; G ∈ R

n×nz .

Таким образом, система (1.1), (1.2) содержит три источника неопределенности: возмущения
w(t), t ∈ [0, tf ], вектор параметров начального состояния z и ошибки измерения ξ(s), s ∈ ∆̂.
Неопределенности являются нестохастическими, множественными, т. е. их реализующиеся в
процессе управления значения принадлежат заданным ограниченным множествам.

Целью управления является перевод системы (1.1) с гарантией, т. е. при любых реализа-
циях неопределенностей, удовлетворяющих (1.3), (1.4), на заданное терминальное множество
Xf = {x ∈ R

n : Hx ≤ g}, где H ∈ R
m×n, g ∈ R

m, и минимизация гарантированного значения
линейного терминального критерия качества — c⊤x(tf ).
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Пусть в некотором процессе управления, в котором на систему (1.1) было подано управ-
ление u∗(t), t ∈ [0, tf ], и записаны измерения y∗(s), s ∈ ∆̂, реализовались возмущение w∗(t),

t ∈ [0, tf ], вектор параметров z∗ и ошибки измерения ξ∗(s), s ∈ ∆̂. Поскольку z∗, w∗, ξ∗

неизвестны наблюдателю, состояния x∗(t) системы (1.1) в каждый момент времени t также
остаются неизвестными. Оценить неизвестное состояние x∗(t) можно следующим образом.

Наряду с системой (1.1) будем рассматривать соответствующие ей номинальную (детерми-
нированную) систему управления

ẋ0 = Ax0 +Bu, x0(0) = x0, t ∈ [0, tf ], (1.5)

и содержащую неопределенности систему наблюдения

˙̂x = Ax̂+Mw, x̂(0) = Gz, z ∈ Z, w(t) ∈ W, t ∈ [0, tf ]. (1.6)

Траекторию системы (1.5) при заданном u(t), t ∈ [0, tf ], будем обозначать x0(t|x0, u), t ∈
[0, tf ], траекторию системы (1.6) при фиксированных z, w(t), t ∈ [0, tf ], — x̂(t|z, w), t ∈ [0, tf ].
Очевидно, x∗(t) = x∗0(t) + x̂(t|z∗, w∗), где x∗0(t) = x0(t|x0, u

∗) известно.
Далее используются следующие обозначения: Ŵ(τ) — совокупность всех возмущений

w(·) = (w(t), t ∈ [0, τ [), которые могут реализоваться на промежутке времени [0, τ [; W(τ) —
совокупность всех возмущений на промежутке [τ, tf ], W = W(0); ∆̂(τ) = {h, . . . , τ}, τ ∈ ∆̂.

О п р е д е л е н и е 1. Будем говорить, что вектор параметров начального состоя-
ния z ∈ Z и возмущение w(·) ∈ Ŵ(τ) совместимы с управлением u∗(t), t ∈ [0, τ [, и измерениями
y∗(s), s ∈ ∆̂(τ), если найдутся такие ошибки измерения ξ(s) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(τ), что

y∗(s) = Cx∗0(s) + Cx̂(s|z, w) + ξ(s), s ∈ ∆̂(τ). (1.7)

Пусть Ω∗(τ) — множество всех пар (z, w), совместимых с u∗(t), t ∈ [0, τ [, y∗(s), s ∈ ∆̂(τ).
С учетом (1.7) Ω∗(τ) =

{

(z, w) ∈ Z×Ŵ(τ) : y∗(s)−Cx∗0(s)−Cx̂(s|z, w) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(τ)
}

. Положим

ŷ∗(s) = y∗(s) − Cx∗0(s), s ∈ ∆̂(τ), и будем называть такой сигнал очищенным. Очищенный
сигнал ŷ∗(s), s ∈ ∆̂, совпадает с сигналом, который был бы записан в системе наблюдения (1.6),
(1.2) при реализовавшихся z∗, w∗, ξ∗. Тогда Ω∗(τ) не зависит от управления u∗(t), t ∈ [0, τ [:

Ω∗(τ) =
{

(z, w) ∈ Z × Ŵ(τ) : ŷ∗(s)− Cx̂(s|z, w) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂(τ)
}

. (1.8)

Состояние номинальной системы x∗0(τ) и множество Ω∗(τ) позволяют охарактеризовать
информационное множество X∗(τ) [2; 8] состояний системы (1.1) в момент τ :

x∗(τ) ∈ X∗(τ) =
{

x ∈ R
n : x = x∗0(τ) + x̂(τ |z, w), (z, w) ∈ Ω∗(τ)

}

.

О п р е д е л е н и е 2. Пара
(

τ,X∗(τ)
)

называется текущей позицией в конкретном про-
цессе управления системой (1.1), (1.2).

З а м е ч а н и е 1. Эквивалентным определением позиции может служить тройка
(

τ,
x∗0(τ), Ω

∗(τ)
)

. С целью упрощения обоснований в теоретической части (разд. 2) будем пользо-
ваться позицией

(

τ,X∗(τ)
)

, а в конструктивной части (разд. 3, 4) прибегать к обоим опреде-
лениям.

В связи с наличием неопределенностей в системе (1.1), (1.2) управление необходимо осу-
ществлять с помощью обратной связи. Простейшей обратной связью, которую можно пред-
ложить для оптимального гарантированного управления системой (1.1), (1.2), является опти-
мальная размыкаемая обратная связь. При ее определении не учитывается будущая информа-
ция о поведении системы, а только информация об управлениях u∗(t), t ∈ [0, τ [, и измерениях
y∗(s), s ∈ ∆̂(τ), которая содержится в позиции

(

τ,X∗(τ)
)

. Алгоритм построения оптимальных
размыкаемых обратных связей по неточным измерениям предложен в работе [13].

Цель настоящей работы — построение оптимальных замыкаемых обратных связей и раз-
витие результатов работ [6;9;10] на случай оптимального гарантированного управления систе-
мой (1.1) по неточным измерениям (1.2).
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2. Оптимальные замыкаемые обратные связи

Оптимальные замыкаемые обратные связи строятся в предположении, что помимо инфор-
мации о текущей позиции процесса управления

(

τ,X∗(τ)
)

известна дополнительная информа-
ция о поведении системы в будущем. Согласно работам [6;10] такую информацию несут в себе
моменты замыкания системы (1.1), (1.2). Введем необходимые обозначения и предположения.

Пусть до начала процесса управления зафиксированы N ≥ 1 моментов замыкания
t1 < . . . < tN , tj ∈ ∆ \ {0}, j = 1, . . . , N . Они разбивают интервал управления [0, tf ] на
N + 1 промежуток [tj , tj+1[, j = 0, 1, . . . , N , где считается, что t0 = 0, tN+1 = tf .

Предположение 1. В каждый момент tj, j = 1, . . . , N , в зависимости от реализовав-

шегося в процессе управления информационного множества X∗(tj) можно выбрать новое

управление uj
(

t|X∗(tj)
)

∈ U , t ∈ [tj, tj+1[, и применить его к системе (1.1) до момента tj+1.

Для j = 0, 1, . . . , N обозначим: ∆j = {tj , . . . , tj+1 − h}; ∆̂j = {tj + h, . . . , tj+1};
uj(·) = (uj(t), t ∈ [tj, tj+1[), — управление; wj(·) = (wj(t), t ∈ [tj, tj+1[), — возмущение
на [tj , tj+1[; Uj = {uj(·) : uj(t) ∈ U, t ∈ [tj , tj+1[} — множество доступных управлений;
Wj = {wj(·) : wj(t) ∈ W ; t ∈ [tj, tj+1[}, — множество возможных возмущений на [tj, tj+1[. Обо-
значим через x0(tj+1|xj , uj) состояние номинальной системы (1.5) в момент tj+1, порожденное
начальным состоянием x(tj) = xj и управлением uj(·).

Пусть Ωj — множество пар (z, w) ∈ Z×Ŵ(tj), совместимых с некоторым очищенным сигна-
лом ŷ(s), s ∈ ∆̂(tj), записанным к моменту tj. Такое множество определяется аналогично (1.8).
Нас будут интересовать сигналы ŷj(s), s ∈ ∆̂j, которые могут быть получены в системе (1.6),
(1.2), а также множество Ωj+1 к моменту tj+1, его связь с Ωj и сигналом ŷj(s), s ∈ ∆̂j.

Множество всех возможных сигналов измерения в системе (1.6), (1.2) на ∆̂j имеет вид

Yj =
{

ŷj(·) : ŷj(s) = Cx̂
(

s|z, (w,wj)
)

+ ξ(s), ξ(s) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂j, (z, w) ∈ Ωj, wj(·) ∈ Wj

}

,

где
(

w(·), wj(·)
)

∈ Ŵ(tj+1) — возмущение на промежутке [0, tj+1], разбито на w(·) ∈ Ŵ(tj) —
возмущение на промежутке времени [0, tj [ и wj(·) ∈ Wj — возмущение на [tj, tj+1[.

Нетрудно видеть, что Ωj+1 состоит из пар
(

z, (w,wj)
)

, совместимых с ŷj(·) ∈ Yj:

Ωj+1 = Ω(tj+1|Ωj , ŷj) =
{(

z, (w,wj)
)

∈ Z × Ŵ(tj+1) : ŷj(s)− Cx̂
(

s|z, (w,wj)
)

∈ Ξ,

s ∈ ∆̂j , (z, w) ∈ Ωj, wj(·) ∈ Wj

}

.

Пусть теперь Xj ∈ convRn — некоторое информационное множество состояний систе-
мы (1.1) в момент времени tj. Как и множество X∗(τ), оно характеризуется состоянием систе-
мы (1.1) в момент времени tj (обозначим его xj) и множеством Ωj (см. замечание 1). Тогда

Xj = {x ∈ R
n : x = xj + x̂(tj|z, w), (z, w) ∈ Ωj}.

По Xj определим информационное множество в момент tj+1:

X(tj+1|Xj , uj , ŷj) =
{

x ∈ R
n : x = x0(tj+1|xj , uj)+ x̂(tj+1|z, w), xj ∈ Xj , (z, w) ∈ Ω(tj+1|Ωj , ŷj)

}

и совокупность всех таких множеств:

X (tj+1|Xj , uj) =
{

Xj+1 ∈ convRn : Xj+1 = X(tj+1|Xj , uj , ŷj), ŷj ∈ Yj

}

.

Очевидно, что ∀ j = 1, . . . , N имеет место включение X∗(tj) ∈ X
(

tj|X
∗(tj−1), u

∗
)

,
X∗(0) = X0. Поскольку информационные множества X∗(tj), j = 1, 2, . . . , N , заранее (до начала
процесса управления) не известны, то решение задачи оптимального гарантированного управ-
ления системой (1.1) по неточным измерениям (1.2) будем искать в виде стратегии управления

моментами замыкания t1, . . . , tN как функции произвольных позиций (tj ,Xj), j = N−1, . . . , 0.
Стратегии управления обсуждаются в подразд. 2.1, а затем в подразд. 2.2 на их основе опре-
деляются оптимальные замыкаемые обратные связи в рассматриваемой задаче.
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2.1. Оптимальная многократно замыкаемая стратегия управления

Введем понятие стратегии управления с моментами замыкания t1, . . ., tN для началь-
ной позиции (0,X0). Эту стратегию обозначим πN (0,X0) и определим рекуррентно, начиная
со случая одного момента замыкания, который имеет место для позиции процесса управле-
ния (tN−1,XN−1), и продолжая в обратном времени до начальной позиции (0,X0).

О п р е д е л е н и е 3. Стратегией управления с моментом замыкания tN на промежутке
[tN−1, tf ] назовем совокупность

π1(tN−1,XN−1) =
{

uN−1(·|XN−1); uN (·|XN ),XN ∈ X (tN |XN−1, uN−1)
}

, (2.1)

состоящую из управления uN−1(·|XN−1) ∈ UN−1 на [tN−1, tN [ и семейства управле-
ний uN (·|XN ) ∈ UN на [tN , tf ], определенных для всех XN , которые могут реализоваться в
момент tN .

Стратегией управления с N − j моментами замыкания tj+1, tj+2, . . ., tN на промежут-
ке [tj, tf ] назовем совокупность, состоящую из управления uj(·|Xj) ∈ Uj на [tj , tj+1[ и семей-
ства стратегий πN−j−1(tj+1,Xj+1) c N − j − 1 моментами замыкания, определенных для всех
возможных позиций (tj+1,Xj+1) процесса управления в момент замыкания tj+1:

πN−j(tj,Xj) =
{

uj(·|Xj); πN−j−1(tj+1,Xj+1),Xj+1 ∈ X (tj+1|Xj , uj)
}

, j = N − 2, . . . , 0. (2.2)

Для каждого j = 0, . . . , N − 1 управление uj(·|Xj) в составе стратегий управления (2.1),
(2.2) будем называть начальной программой (на промежутке [tj, tj+1[).

Траекторию системы (1.1) на промежутке [tj, tf ], соответствующую начальному состоянию
x(tj) = κ ∈ Xj , стратегии πN−j(tj ,Xj) и возмущению w(·) = (wj(·), . . . , wN (·)), будем обозна-
чать x(·|tj ,κ, πN−j , w) =

(

x(t|tj ,κ, πN−j, w), t ∈ [tj, tf ]
)

. Определим ее как последовательное
непрерывное решение систем

ẋ(t) = Ax(t) +Buj(t|X0) +Mwj(t), x(tj) = κ, t ∈ [tj, tj+1[,

ẋ(t) = Ax(t) +Buj
(

t|X(tk)
)

+Mwk(t), t ∈ [tk, tk+1[, k = j + 1, . . . , N.

О п р е д е л е н и е 4. Стратегия управления πN−j(tj ,Xj) называется допустимой, если
выполняется включение x(tf |tj,κ, πN−j , w) ∈ Xf ∀κ ∈ Xj ,∀w(·) ∈ W(tj). Допустимая страте-
гия πN−j(tj ,Xj) оптимальна, если она является решением задачи

Vj(Xj) = min
πN−j

max
κ∈Xj ,w∈W(tj)

c⊤x(tf |tj,κ, πN−j , w).

Для получения конструктивных условий допустимости и оптимальности стратегий управ-
ления (2.1), (2.2) будем применять рассуждения динамического программирования и рассмат-
ривать процесс управления последовательно, начиная с промежутка управления [tN , tf ] и про-
должая до [0, t1[. При этом для каждого j = N, . . . , 1 будем строить совокупность множеств Xj ,
для которых в момент замыкания tj существует допустимая стратегия πN−j(tj ,Xj).

Предположим, что в момент tN система (1.1) оказалась в позиции (tN ,XN ). Для допусти-
мости процесса на всем промежутке управления достаточно, чтобы управление uN (·|XN ) ∈ UN

было гарантирующей программой (см. определение в [13]) задачи оптимального управления
системой (1.1) по измерениям (1.2) для позиции (tN ,XN ). Очевидно, что для оптимальной
стратегии π0

N (0,X0) в качестве управления на [tN , tf ] необходимо выбирать оптимальную га-
рантирующую программу u0N (·|XN ) — решение задачи оптимального управления [13]

VN (XN ) = min
uN

max
κ∈XN ,wN∈WN

c⊤x(tf ),

ẋ = Ax+BuN +MwN , x(tN ) = κ, uN (t) ∈ U, t ∈ [tN , tf ],

x(tf ) ∈ Xf ∀ κ ∈ XN , ∀ wN (·) ∈ WN .

(2.3)
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Положим VN (XN ) = +∞, если задача (2.3) не имеет решения для XN . Введем множество
XN =

{

XN ∈ convRn : VN (XN ) < +∞
}

, которое назовем множеством замыкания в момент tN .
Для позиции (tN−1,XN−1) управление uN−1(·|XN−1) ∈ UN−1 должно быть таким, чтобы

для любого множества X(tN |XN−1, uN−1, ŷN−1), которое может реализоваться в момент tN ,
можно было продолжить процесс управления, выбирая гарантирующую программу uN (·|XN ).
Это условие выполнено для множеств из XN . Следовательно, на промежутке [tN−1, tN [ условие
допустимости стратегии π1(tN−1,XN−1) с одним моментом замыкания tN формулируется как

X(tN |XN−1, uN−1, ŷN−1) ∈ XN ∀ŷN−1(·) ∈ YN−1. (2.4)

Оптимизируя процесс по всем uN−1(·|XN−1) ∈ UN−1, удовлетворяющим условию (2.4), полу-
чим оптимальную начальную программу u0N−1(·|XN−1) как решение минимаксной задачи

VN−1(XN−1) = min
uN−1∈UN−1

max
ŷN−1∈YN−1

VN

(

X(tN |XN−1, uN−1, ŷN−1)
)

.

Продолжая описанный процесс, получим уравнение Беллмана

Vj(Xj) = min
uj∈Uj

max
ŷj∈Yj

Vj+1

(

X(tj+1|Xj , uj , ŷj)
)

, Xj ∈ convRn, j = N − 1, . . . , 0, (2.5)

начальное условие для которого дает VN (XN ), определенное согласно (2.3), и множества за-
мыкания в моменты tj, j = N, . . . , 1: Xj =

{

Xj ∈ convRn : Vj(Xj) < +∞
}

. Решение уравнения
Беллмана (2.5) дает оптимальные начальные программы u0j (·|Xj), Xj ∈ Xj, в составе опти-

мальных стратегий управления π0
N−j(tj ,Xj), j = N − 1, . . . , 0.

Предположение 2. Параметры системы (1.1), измерительного устройства (1.2), огра-

ничений (1.3) и терминального множества Xf таковы, что

1) множество замыкания X1 непусто;
2) существует управление u0(·|X0) ∈ U0 такое, что X(t1|X0, u0, ŷ0) ∈ X1 ∀ŷ0 ∈ Y0.

Предположение 2 дает условия существования допустимых стратегий управления с моментами
замыкания t1, . . ., tN в задаче оптимального управления системой (1.1) по измерениям (1.2).

2.2. Оптимальная замыкаемая обратная связь и ее реализация

Для определения оптимальной замыкаемой обратной связи погрузим задачу оптимального
управления системой (1.1) по неточным измерениям (1.2) в классе стратегий управления с
моментами замыкания t1, . . ., tN в семейство задач, зависящее от позиции (τ,X):

V (τ,X) = min
πN−j

max
κ∈X,w∈W(τ)

c⊤x(tf |τ,κ, πN−j, w), X ∈ convRn, τ ∈ ∆j , j = 0, 1, . . . , N.

Здесь считается, что процесс управления начинается в момент времени τ из начального состо-
яния x(τ) = κ ∈ X. Решением этой задачи при τ ∈ ∆j будет оптимальная стратегия с N − j
моментами замыкания tj+1, . . ., tN :

π0
N−j(τ,X) =

{

u0j (·|τ,X); π0
N−j−1(tj+1,Xj+1),Xj+1 ∈ X (tj+1|τ,X, u0j )

}

,

где оптимальная начальная программа u0j(·|τ,X) определена на промежутке [τ, tj+1[.
Используя рассуждения динамического программирования, как в подразд. 2.1, установим,

что u0j(·|τ,X) находится как решение минимаксной задачи

V (τ,X) = min
uj∈Uj(τ)

max
ŷj∈Yj(τ)

Vj+1

(

X(tj+1|τ,X, uj , ŷj)
)

. (2.6)

В задаче (2.6) X(tj+1|τ,X, uj , ŷj) — информационное множество в момент tj+1 при начальном
состоянии x(τ) ∈ X, управлении uj(·) ∈ Uj(τ) и очищенном сигнале ŷj(·) ∈ Yj(τ); Uj(τ), Yj(τ) —
сужения Uj , Yj на промежуток [τ, tj+1[. Очевидно, V (tj,Xj) = Vj(Xj).

Обозначим через X π
τ совокупность всех множеств X ∈ convRn, для которых существует

оптимальная стратегия π0
N−j(τ,X), τ ∈ ∆.
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О п р е д е л е н и е 5. Функцию u0π(τ,X) = u0j (τ |τ,X), X ∈ X π
τ , τ ∈ ∆j, j = 0, 1, . . . , N ,

назовем оптимальной замыкаемой (дискретной) обратной связью по измерениям; функцию
u∗π(t) = u0π

(

τ,X∗(τ)
)

, t ∈ [τ, τ + h[, τ ∈ ∆j , j = 0, 1, . . . , N , — реализацией оптимальной
замыкаемой обратной связи по измерениям в конкретном процессе управления.

Из определения 5 следует, что для построения реализации оптимальной замыкаемой об-
ратной связи по измерениям необходимо решать минимаксные задачи (2.6). Начнем с простей-
шего случая однократно замыкаемой стратегии управления (подразд. 3.1), а затем обобщим
эти результаты на случай многократных замыканий (см. подразд. 3.2).

3. Построение оптимальных стратегий управления

Решение будем строить для начальной позиции (0,X0); обобщение на случай пози-
ций (τ,X), τ ∈ ∆j, j = 0, . . . , N − 1, приводится в разд. 4.

3.1. Построение однократно замыкаемых стратегий

Пусть N = 1, т. е. будем строить решение задачи оптимального управления системой (1.1)
по измерениям (1.2) в классе стратегий управления с одним моментом замыкания t1 ∈ ∆̂,
t1 < tf . Согласно (2.1) и (2.5) оптимальная однократно замыкаемая стратегия имеет вид
π0
1(0,X0) =

{

u00(·|X0); u
0
1(t1,X1),X1 ∈ X (t1|X0, u

0
0)
}

и состоит из оптимальной начальной про-
граммы

u00(·|X0) = arg min
u0∈U0

max
ŷ0∈Y0

V1

(

X(t1|X0, u0, ŷ0)
)

(3.1)

и оптимальной гарантирующей программы u01(·|X1), которая является решением задачи (2.3)
при N = 1. Рассмотрим последнюю задачу подробнее.

Напомним (см. замечание 1), что множество X1 зависит от состояния x1 и множества Ω1

(произвольных в силу произвольности X1) следующим образом:

X1 =
{

x ∈ R
n : x = x1 + x̂(t1|z, w), (z, w) ∈ Ω1

}

. (3.2)

Согласно [13] задача (2.3) для X1 вида (3.2) сводится к детерминированной задаче опти-
мального управления, которая имеет вид

V1(X1) = min
u1

h⊤m+1x0(tf ) + µ1m+1(Ω1),

ẋ0 = Ax0 +Bu1, x0(t1) = x1, u1(t) ∈ U, t ∈ [t1, tf ],

h⊤i x0(tf ) ≤ gi − µ1i(Ω1), i = 1, 2, . . . ,m,

(3.3)

где hm+1 := c; hi, i = 1, . . . ,m, — i-я строка матрицы H; gi — i-я компонента вектора g;

µ1i(Ω1) = max
(z,w)∈Ω1,w1∈W1

h⊤i x̂
(

tf |z, (w,w1)
)

, i = 1, 2, . . . ,m+ 1. (3.4)

С целью единообразного представления всех задач оптимального управления, возникаю-
щих в данном разделе (ср., например, с (3.15)), задачу (3.3) перепишем в эквивалентном виде

V1(X1) = min
α,u1

α,

ẋ0 = Ax0 +Bu1, x0(t1) = x1, u1(t) ∈ U, t ∈ [t1, tf ],

Φfx0(tf )− λfα ≤ gf − µ1(Ω1),

(3.5)

где Φf =

(

H
c⊤

)

; gf =

(

g
0

)

; λf = (0, . . . , 0, 1)⊤ ∈ R
m+1; µ1(Ω1) =

(

µ1i(Ω1); i = 1, . . . ,m+ 1
)

.
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При численном решении в классе дискретных управлений задача оптимального управле-
ния (3.5) сводится к задаче линейного программирования:

V1(X1) = min
α,u1

α,

∑

t∈∆1

D1(t)u1(t)− λfα ≤ gf −G1(t1)x1 − µ1(Ω1),

umin ≤ u1(t) ≤ umax, t ∈ ∆1,

(3.6)

где D1(t) =

∫ t+h

t

G1(ϑ)B dϑ, t ∈ ∆1, G1(t) = Φfe
A(tf−t), t ∈ [t1, tf ].

В правой части основного ограничения задачи линейного программирования (3.6) присут-
ствуют два слагаемых, имеющих отношение к позиции (t1,X1). Обозначим их сумму как

χ1(X1) = G1(t1)x1 + µ1(Ω1). (3.7)

Вектор χ1(X1) ∈ R
m+1 будем называть достаточной оценкой позиции (t1,X1). Конечно-

мерная достаточная оценка χ1(X1) полностью характеризует множество X1 с точки зрения его
последующего использования в задаче оптимального управления (3.3). Это позволяет перейти
от множественных позиций (t1,X1) к новым конечномерным позициям (t1, χ1), χ1 ∈ R

m+1.

Рассмотрим семейство задач, зависящее от произвольного (m+ 1)-вектора χ1:

V̂1(χ1) = min
α,u1

α,
∑

t∈∆1

D1(t)u1(t)− λfα ≤ gf − χ1, umin ≤ u1(t) ≤ umax, t ∈ ∆1. (3.8)

Очевидно, V1(X1) = V̂
(

χ1(X1)
)

.

Нетрудно видеть, что если управление u0(·|X0) таково, что задача (3.8) имеет решение для
достаточных оценок χ1

(

X(t1|X0, u0, ŷ0)
)

при любом ŷ0 ∈ Y0, то соответствующая стратегия
управления π1(0,X0) допустима.

Пусть X̂(t1|X0, u0) — множество всех достаточных оценок χ1, которые могут быть получе-
ны в системе (1.1), (1.2) с управлением u0(·|X0) к моменту замыкания t1:

X̂(t1|X0, u0) =
{

χ1 ∈ R
m+1 : χ1 = χ1

(

X(t1|X0, u0, ŷ0)
)

, ŷ0 ∈ Y0

}

. (3.9)

Тогда оптимальная однократно замыкаемая стратегия управления π0
1(0,X0) определяется

оптимальной начальной программой u00(·|X0), которая является решением задачи (ср. с (3.1))

V0(X0) = min
u0∈U0

max
χ1∈X̂(t1|X0,u0)

V̂1(χ1). (3.10)

Введем множество

X̂1(α) = {χ1 ∈ R
m+1 : V̂1(χ1) ≤ α},

которое будем называть множеством замыкания в момент t1 для достаточных оценок.

Тогда задачу (3.10) можно переписать в виде

V0(X0) = min
α,u0∈U0

α, X̂(t1|X0, u0) ⊂ X̂1(α), (3.11)

и для ее решения остается описать множества X̂(t1|X0, u0) и X̂1(α).

В подразд. 3.2 будет установлено (см. утверждение 1), что множество замыкания X̂1(α)
определено для всех α ∈ R и зависимость от α имеет вид

X̂1(α) =
{

χ1 ∈ R
m+1 : P1χ1 ≤ g1 + λ1α

}

, (3.12)

где P1 ∈ R
m1×(m+1), g1, λ1 ∈ R

m1 — матрица и векторы специального вида (см. (3.22)).
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З а м е ч а н и е 2. Множество X̂1(α) может содержать векторы χ̄1, для которых не най-
дется X1 6= ∅, χ̄1 = χ1(X1). Однако в реальном процессе такие достаточные оценки в множе-
стве (3.9) не реализуются, и соответствующие им решения задачи (3.8) не используются.

Перейдем к множеству X̂(t1|X0, u0). Из (3.7) и (3.9) следует, что

X̂(t1|X0, u0) =
{

χ1 ∈ R
m+1 : χ1 = G1(t1)x0(t1|x0, u0) + µ1, µ1 ∈ M1

}

,

где M1 — множество всех векторов µ1(Ω1), которые могут реализоваться к моменту t1. На-
помним, что реализующиеся Ω1 имеют вид Ω(t1|Ω0, ŷ0) (см. обозначения в разд. 2), поэтому

M1 =
{

µ1 ∈ R
m+1 : µ1 = µ1

(

Ω(t1|Ω0, ŷ0)
)

, ŷ0(·) ∈ Y0

}

.

Здесь компоненты вектора µ1

(

Ω(t1|Ω0, ŷ0)
)

находятся из задач (3.4).

Включение X̂(t1|X0, u0) ⊂ X̂1(α) в задаче (3.11) с учетом представления (3.12) для множе-
ства замыкания X̂1(α) примет вид P1χ1 ≤ g1 + λ1α ∀χ1 ∈ X̂(t1|X0, u0), или эквивалентно

P1

(

G1(t1)x0(t1|x0, u0) + µ1

)

≤ g1 + λ1α ∀µ1 ∈ M1. (3.13)

Оценим наихудшие реализации вектора µ1 ∈ M1 в направлениях, задаваемых строками p1i,
i = 1, 2, . . . ,m1, матрицы P1:

µ0i(Ω0) = max
µ1∈M1

p⊤1iµ1 = max
ŷ0∈Y0

p⊤1iµ1

(

Ω(t1|Ω0, ŷ0)
)

, i = 1, 2, . . . ,m1, (3.14)

и составим из них вектор µ0(Ω0) =
(

µ0i(Ω0), i = 1, . . . ,m1

)

. Здесь Ω0 = Z × {0}.
Неравенство (3.13) выполняется тогда и только тогда, когда выполнено неравенство

P1G1(t1)x0(t1|x0, u0) ≤ g1 + λ1α− µ0(Ω0).

Обозначим Φ1 = P1G1(t1). Теперь задачу (3.11) построения оптимальной начальной про-
граммы u00(·|X0) можно свести к детерминированной задаче оптимального управления

V0(X0) = min
α,u0

α,

ẋ0 = Ax0 +Bu0, x0(0) = x0, u0(t) ∈ U, t ∈ [0, t1],

Φ1x0(t1)− λ1α ≤ g1 − µ0(Ω0).

(3.15)

Таким образом, для построения оптимальной однократно замыкаемой стратегии π0
1(0,X0)

нужно найти параметры P1, g1, λ1 множества замыкания (3.12), вычислить компоненты векто-
ра µ0(Ω0), решив задачи (3.14), и найти оптимальную начальную программу из задачи (3.15).

3.2. Построение многократно замыкаемых стратегий

Перейдем к построению оптимальных стратегий управления с N > 1 моментами замы-
кания. По индукции, начиная с j = N и заканчивая j = 0, покажем, что оптимальные на-
чальные программы u0j(·|Xj), j = N −1, . . . , 0, а также оптимальная гарантирующая програм-

ма u0N (·|XN ) являются решением задач оптимального управления

Vj(Xj) = min
α,uj

α,

ẋ0 = Ax0 +Buj, x0(tj) = xj , uj(t) ∈ U, t ∈ [tj , tj+1],

Φj+1x0(tj+1)− λj+1α ≤ gj+1 − µj(Ωj),

(3.16)

где Φj+1 ∈ R
mj+1×n; λj+1, gj+1, µj(Ωj) ∈ R

mj+1 . Конкретные формулы для их вычисления
будут установлены ниже.



Оптимальные замыкаемые обратные связи по измерениям 117

При j = N в задаче (3.16) положим ΦN+1 = Φf , gN+1 = gf , λN+1 = λf , µN (ΩN ) =
(

µNi(ΩN ), i = 1, . . . ,m+ 1
)

:

µNi(ΩN ) = max
(z,w)∈ΩN ,wN∈WN

h⊤i x̂
(

tf |z, (w,wN )
)

, i = 1, 2, . . . ,m+ 1, (3.17)

cр. с формулами (3.4). Очевидно, что тогда задача (3.16) при j = N совпадает с задачей (3.5),
в которой индекс 1 заменен на N .

Пусть установлено, что оптимальные начальные программы u0N−1(·|XN−1), . . ., u0j (·|Xj)

являются решениями соответствующих задач (3.16). Докажем для u0j−1(·|Xj−1).

Задача оптимального управления (3.16) в классе дискретных управлений эквивалентна
следующей задаче линейного программирования:

Vj(Xj) = min
α,uj

α,

∑

t∈∆j

Dj(t)uj(t)− λj+1α ≤ gj+1 −Gj(tj)xj − µj(Ωj),

umin ≤ uj(t) ≤ umax, t ∈ ∆j ,

(3.18)

где Dj(t) =

∫ t+h

t

Gj(ϑ)B dϑ, t ∈ ∆j , Gj(t) = Φj+1e
A(tj+1−t), t ∈ [tj, tj+1], j = 0, 1, . . . , N .

Аналогично (3.7) введем вектор достаточных оценок позиции (tj ,Xj), где Xj зависит от
позиции (tj, xj ,Ωj):

χj(Xj) = Gj(tj)xj + µj(Ωj),

и рассмотрим семейство задач, зависящее от произвольного mj+1-вектора χj :

V̂j(χj) = min
α,uj

α,
∑

t∈∆j

Dj(t)uj(t)− λj+1α ≤ gj+1−χj, umin ≤ uj(t) ≤ umax, t ∈ ∆j. (3.19)

По задаче (3.19) определим множество замыкания X̂j(α), α ∈ R, в момент tj:

X̂j(α) = {χj ∈ R
mj+1 : V̂j(χj) ≤ α}.

Исследование зависимости множеств замыкания X̂j(α) от параметра α для задач опти-
мального гарантированного управления в классе стратегий управления с замыканиями опи-
рается на результаты работы [10]. Следуя [10], нетрудно установить, что при любом α ∈ R

множество X̂j(α) является выпуклым многогранником. Пусть построена система pji ∈ R
mj+1 ,

‖pji‖ = 1, i = 1, 2, . . . ,mj, нормалей этих многогранников. Тогда

X̂j(α) = {χj ∈ R
mj+1 : p⊤jiχj ≤ fji(α), i = 1, 2, . . . ,mj},

где fji(α) — оптимальное значение задачи линейного программирования

fji(α) = max
χj ,uj

p⊤jiχj, χj+
∑

t∈∆j

Dj(t)uj(t) ≤ gj+1+λj+1α, umin ≤ uj(t) ≤ umax, t ∈ ∆j. (3.20)

Утверждение 1. При любых α ∈ R, j = 1, . . . , N множество X̂j(α) является выпуклым

многогранником вида

X̂j(α) =
{

χj ∈ R
mj+1 : Pjχj ≤ gj + λjα

}

, (3.21)

где Pj ∈ R
mj×mj+1 , gj, λj ∈ R

mj ,

Pj =

(

p⊤ji
i = 1, . . . ,mj

)

, gj =

(

fji(0)
i = 1, . . . ,mj

)

, λj =

(

p⊤jiλj+1

i = 1, . . . ,mj

)

. (3.22)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что при любом i = 1, . . . ,mj функция fji(α), α ∈ R,
является линейной. Для этого построим задачу, двойственную (3.20):

fji(α) = min
ν,v∗,v∗

{

(gj+1 + λj+1α)
⊤ν +

∑

t∈∆j

(

u⊤maxv
∗(t)− u⊤minv∗(t)

)}

,

ν = pji, ν ≥ 0,

Dj(t)
⊤ν + v∗(t)− v∗(t) = 0, v∗(t) ≥ 0, v∗(t) ≥ 0, t ∈ ∆j.

(3.23)

В (3.23) ν ∈ R
mj+1 , v∗(t), v∗(t) ∈ R

r, t ∈ ∆j — двойственные переменные. Оптимальные
значения прямой (3.20) и двойственной (3.23) задач совпадают в силу теоремы двойственности.

В силу первого ограничения-равенства задачи (3.23) ν = pji ≥ 0, откуда следует, что зада-
ча (3.20) не ограничена сверху для направлений pji, содержащих отрицательные компоненты.
Следовательно, нормалями X̂j(α) могут быть только векторы pji ≥ 0, i = 1, 2, . . . ,mj .

Второе ограничение-равенство задачи (3.23) принимает вид v∗(t) − v∗(t) = −Dj(t)
⊤pji,

t ∈ ∆j. Переменными оптимизации остаются только v∗(t), v∗(t), t ∈ ∆j , поэтому

fji(α) = (gj+1 + λj+1α)
⊤pji + min

v∗,v∗

∑

t∈∆j

(

u⊤maxv
∗(t)− u⊤minv∗(t)

)

,

и решение задачи минимизации здесь не зависит от параметра α. Отсюда следует, что fji(α) =
fji(0)+ p⊤jiλj+1α, α ∈ R, и X̂j(α) = {χj ∈ R

mj+1 : p⊤jiχj ≤ fji(0)+ p⊤jiλj+1α, i = 1, 2, . . . ,mj}, что
в матричной записи дает требуемое представление (3.21). �

Нетрудно видеть, что если управление uj−1(·|Xj−1) таково, что задача (3.19) имеет решение
для достаточных оценок χj

(

X(tj |Xj−1, uj−1, ŷj−1)
)

при любом ŷj−1 ∈ Yj−1, то соответствую-
щая стратегия управления πN−j+1(tj−1,Xj−1) с моментами замыкания tj, . . ., tN допустима.

Пусть теперь X̂(tj|Xj−1, uj−1) — множество всех достаточных оценок χj, которые могут
быть получены в системе (1.1), (1.2) с управлением uj−1(·|Xj−1) к моменту замыкания tj :

X̂(tj |Xj−1, uj−1) =
{

χj ∈ R
mj+1 : χj = Gj(tj)x0(tj |xj−1, uj−1) + µj , µj ∈ Mj

}

, (3.24)

где Mj — множество всех векторов µj(Ωj), которые могут реализоваться к моменту tj:

Mj =
{

µj ∈ R
mj+1 : µj = µj

(

Ω(tj |Ωj−1, ŷj−1)
)

, ŷj−1(·) ∈ Yj−1

}

.

Рассуждая аналогично (3.10), (3.11), установим, что для нахождения u0j−1(·|Xj−1) необхо-
димо решать задачу

Vj−1(Xj−1) = min
α,uj−1∈Uj−1

α, X̂(tj |Xj−1, uj−1) ⊂ X̂j(α).

С учетом представлений (3.21) и (3.24) эта задача принимает вид

Vj−1(Xj−1) = min
α,uj−1∈Uj−1

α,

Pj

(

Gj(tj)x0(tj|xj−1, uj−1) + µj

)

≤ gj + λjα ∀µj ∈ Mj .
(3.25)

Обозначим Φj = PjGj(tj), j = 1, . . . , N .
Оценим наихудшие реализации вектора µj ∈ Mj в направлениях, задаваемых векторами

pji, i = 1, 2, . . . ,mj :

µj−1i(Ωj−1) = max
µj∈Mj

p⊤jiµj = max
ŷj−1∈Yj−1

p⊤jiµj

(

Ω(tj|Ωj−1, ŷj−1)
)

, i = 1, 2, . . . ,mj , (3.26)

и составим из них вектор µj−1(Ωj−1) =
(

µj−1i(Ωj−1), i = 1, . . . ,mj

)

.
Для задачи (3.25) окончательно получим

Vj−1(Xj−1) = min
α,uj−1∈Uj−1

α, Φjx0(tj |xj−1, uj−1)− λjα ≤ gj − µj−1(Ωj−1),

что совпадает с предположением индукции (см. задачу (3.16)).



Оптимальные замыкаемые обратные связи по измерениям 119

Утверждение 2. Пусть для задачи оптимального гарантированного управления систе-

мой (1.1) по неточным измерениям (1.2) в классе стратегий управления c моментами за-

мыкания t1, . . . , tN выполнено предположение 2. Тогда существует оптимальная стратегия

π0
N (0,X0), для которой оптимальная начальная программа u00(·|X0) находится как решение

задачи линейного программирования (3.18) при j = 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу эквивалентности задачи (3.16) и задачи линейного про-
граммирования (3.18) достаточно показать существование оптимального решения в последней.
При выполнении предположения 2 в рассматриваемой задаче существует допустимая много-
кратно замыкаемая стратегия управления πN (0,X0). Ее начальная программа u0(·|X0) вместе
со значением α = max

ŷ0∈Y0

V1

(

X(t1|X0, u0, ŷ0)
)

составляют допустимое решение задачи линейного

программирования (3.18). Поскольку (3.18) ограничена снизу, существование в ней допусти-
мого решения влечет и существование оптимального {u00(·|x0), α

0}. �

Для построения оптимальной многократно замыкаемой стратегии управления π0
N (0,X0)

необходимо найти параметры Pj , gj , λj множеств замыкания (3.21), j = N, . . . , 1, и век-
тор µ0(Ω0), решить задачу (3.18) при j = 0. При реализации оптимальной стратегии в конкрет-
ном процессе управления: в моменты tj , j = 1, . . . , N , вычислять µj

(

Ω∗(tj)
)

, решать (3.18) при
xj = x∗0(tj). Отсюда следует, что в процессе управления системой не нужно знать полностью
информационное множество X∗(tj), достаточно вычислять оценки µj(Ω

∗(tj)).

3.3. Вычисление оценок информационных множеств

Задачи (3.17), (3.26) вычисления оценок µj(Ωj), j = 0, 1, . . . , N , являются достаточно
сложными многоуровневыми задачами оптимизации. При наличии в системе (1.1) кусочно-
непрерывных возмущений даже первая в последовательности этих задач — задача (3.17) —
является задачей оптимального управления с промежуточными фазовыми ограничениями. По-
этому с целью упрощения выкладок далее рассмотрим простой случай, когда в (1.1) возмуще-
ния отсутствуют (M = 0). Тогда решение системы наблюдения (1.6) имеет вид x̂(t|z) = eAtGz,
t ∈ [0, tf ], и исследуемые задачи сводятся к задачам линейного программирования. В [13] по-
казано, как получить задачу линейного программирования для параметрических возмущений.

Информационное множество Ωj, совместимое с измерениями ŷ(·) =
(

ŷ0(·), . . . , ŷj−1(·)
)

,

определенными для моментов s ∈ ∆̂(tj), является многогранником вида

Ωj =
{

z ∈ Z : ŷk(s)− D̂(s)z ∈ Ξ, s ∈ ∆̂k, k = 0, 1, . . . , j − 1
}

=
{

z ∈ R
nz : vk(ŷk) ≤ −D̂kz ≤ v̄k(ŷk), k = 0, 1, . . . , j − 1, dmin ≤ z ≤ dmax

}

,

где D̂(s) = CeAsG, s ∈ ∆̂,

D̂j =

(

D̂(s)

s ∈ ∆̂j

)

, v̄j(ŷj) =

(

ξmax − ŷj(s)

s ∈ ∆̂j

)

, vj(ŷj) =

(

−ξmax − ŷj(s)

s ∈ ∆̂j

)

, j = 0, 1, . . . , N.

Начнем с задачи (3.17). Обозначив q⊤Ni = h⊤i e
AtfG, i = 1, 2, . . . ,m + 1, получим задачу

линейного программирования вида

µNi(ΩN ) = max q⊤Niz, vj(ŷj) ≤ −D̂jz ≤ v̄j(ŷj), j = 0, 1, . . . , N −1, dmin ≤ z ≤ dmax. (3.27)

Предположим, что задача вычисления оценки µji(Ωj), i = 1, 2, . . . ,mj+1, может быть пред-
ставлена в виде следующей задачи линейного программирования:

µji(Ωj) = max q⊤jiω, djk(ŷk) ≤ Qjkω ≤ d̄jk(ŷk), k = 0, 1, . . . , j − 1, bj ≤ Sjω ≤ b̄j , (3.28)

где ω ∈ R
nj , nj−1 = njmj+1+nz+ |∆̂j−1|, j = N, . . . , 1, nN = nz; Qjk, Sj — некоторые матрицы,

правила построения которых будут получены ниже; djk, d̄jk зависят от ŷk линейно. Остальные
элементы задачи от измерений ŷ не зависят.
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Очевидно, задача (3.27) может быть записана как (3.28), если ω = z, QNk = −D̂k, dNk(ŷk) =
vk(ŷk), d̄Nk(ŷk) = v̄k(ŷk), k = 0, 1, . . . , N − 1; SN = E, bN = dmin, b̄N = dmax.

Пусть теперь j < N . Задача (3.26) с учетом (3.28) примет вид

µj−1i(Ωj−1) = max
ŷj−1∈Yj−1

∑mj+1

l=1
(pj−1i)l max

ω(l)
q⊤jlω

(l),

где (pj−1i)l — l-я компонента вектора pj−1i; ω
(l) — переменные оптимизации внутренних задач

максимизации, каждая из которых удовлетворяет ограничениям (3.28).
Попутно с доказательством утверждения 1 было получено, что pji ≥ 0 ∀ j, i. Кроме того, все

внутренние задачи максимизации независимы, поэтому, полагая q⊤j−1il = (pj−1i)lq
⊤
jl , получим

µj−1i(Ωj−1) = max
ŷj−1(·)∈Yj−1,ω(l)

∑mj+1

l=1
q⊤j−1ilω

(l),

djk(ŷk) ≤ Qjkω
(l) ≤ d̄jk(ŷk), k = 0, 1, . . . , j − 1, bj ≤ Sjω

(l) ≤ b̄j, l = 0, 1, . . . ,mj+1,

где максимум требуется отыскать среди всех ω(l), l = 1, 2, . . . ,mj+1, и ŷj−1(·). С учетом ви-
да Yj−1, Ωj−1 последнюю задачу оптимизации перепишем как

µj−1i(Ωj−1) = max
∑mj+1

l=1
q⊤j−1ilω

(l),

vk(ŷk) ≤ −D̂kz ≤ v̄k(ŷk), djk(ŷk) ≤ Qjkω
(l) ≤ d̄jk(ŷk), k = 0, 1, . . . , j − 2,

djj−1(ŷj−1) ≤ Qjj−1ω
(l) ≤ d̄jj−1(ŷj−1), ŷj−1(s) = D̂(s)z + ξ(s), ξ(s) ∈ Ξ, s ∈ ∆̂j−1,

dmin ≤ z ≤ dmax, bj ≤ Sjω
(l) ≤ bj , l = 1, 2, . . . ,mj+1.

Здесь максимизация по ω :=
(

z; ξ(s), s ∈ ∆̂j−1;ω
(l), l = 1, 2, . . . ,mj+1

)

. Первая группа огра-
ничений зависит от ŷ0(·), . . . , ŷj−2(·), по ней строятся блочные матрицы Qj−1k и векторы dj−1k,
d̄j−1k, k = 0, 1, . . . , j − 2. Вторая и третья группы не зависят от ŷ0(·), . . . , ŷj−2(·) и в силу ли-
нейности djj−1(ŷj−1), d̄jj−1(ŷj−1) могут быть преобразованы к виду bj−1 ≤ Sj−1ω ≤ b̄j−1.

4. Реализация оптимальной замыкаемой обратной связи по измерениям

в реальном времени

Вернемся к построению оптимальной замыкаемой обратной связи по измерениям. Зада-
ча, решение которой определяет значение обратной связи u0π(τ,X) для позиции (τ,X), имеет
вид (2.6). Рассуждая аналогично тому, как в разд. 3, получим, что в конкретном процессе
управления, в котором реализуются x∗0(τ), Ω

∗(τ) и соответствующее им X∗(τ), τ ∈ ∆j, зада-
ча (2.6) эквивалентна

V (τ,X∗(τ)) = min
α,uj

α,

ẋ0 = Ax0 +Buj, x0(τ) = x∗0(τ), uj(t) ∈ U, t ∈ [τ, tj+1],

Φj+1x0(tj+1)− λj+1α ≤ gj+1 − µj

(

Ω∗(τ)
)

,

(4.1)

где µj

(

Ω∗(τ)
)

=
(

µji

(

Ω∗(τ)
)

= max
ŷj∈Yj(τ)

p⊤j+1iµj+1

(

Ω(tj+1|Ω
∗(τ), ŷj)

)

, i = 1, . . . ,mj

)

.

Предлагается следующий алгоритм управления системой (1.1) по измерениям (1.2).

А л г о р и т м 1: Реализации оптимальной замыкаемой обратной связи в реальном времени.

Инициализация (до начала процесса управления):

1. Найти параметры Pj , gj , λj множеств замыкания X̂j(α), α ∈ R, j = N, . . . , 1.

2. Решить задачу (3.18) при j = 0, найти оптимальную начальную программу u00(·|X0) в
оптимальной стратегии π0

N (0,X0).
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3. Подать управление u∗π(0) = u00(0|X0) на вход системы (1.1) на промежутке [0, h[.

Общая процедура (для всех τ ∈ ∆ \ {0}; j: τ ∈ ∆j):

4. Измерить y∗(τ), найти оценки µj

(

Ω∗(τ)
)

.

5. Решить задачу (4.1) и найти оптимальную начальную программу u0j
(

· |τ,X∗(τ)
)

в опти-

мальной стратегии π0
N−j

(

τ,X∗(τ)
)

.

6. Подать управление u∗π(τ) = u0j
(

τ |τ,X∗(τ)
)

на вход системы (1.1) на промежутке [τ, τ+h[.

Возможность реализации данного алгоритма основана на следующем утверждении.

Утверждение 3. Пусть выполнено предположение 2. Тогда вдоль реализующейся в лю-

бом процессе управления последовательности множеств X∗(τ), τ ∈ ∆, выполняется

i) задача (4.1) имеет решение для всех позиций
(

τ,X∗(τ)
)

, τ ∈ ∆;
ii) оптимальное значение задачи (4.1) не ухудшается: V

(

τ,X∗(τ)
)

≤ V
(

τ − h,X∗(τ − h)
)

,

τ ∈ ∆ \ {0}.

Д о к а з а т е л ь с т в о опирается на тот факт, что оптимальная начальная программа
u0j

(

· |τ −h,X∗(τ −h)
)

, построенная в момент времени τ −h, является решением задачи (4.1) в
момент τ при τ ∈ ∆j\{tj}. В моменты τ = tj, j = 1, . . . , N , происходит переход от оптимальной
стратегии π0

N−j+1

(

tj − h,X∗(tj − h)
)

=
{

u0j−1(·|tj − h,X∗(tj − h)); π0
N−j(tj ,Xj),Xj ∈ X (tj |tj −

h,X∗(tj −h), u0j−1)
}

с моментами замыкания tj , . . ., tN к управлению оптимальной стратегией

с моментами замыкания tj+1, . . ., tN . Поскольку X∗(tj) ∈ X (tj |tj − h,X∗(tj − h), u0j−1), такая

оптимальная стратегия π0
N−j

(

tj ,X
∗(tj)

)

существует, а значит, выполнено условие i) утвержде-
ния. Далее, поскольку согласно (2.6)

V
(

tj − h,X∗(tj − h)
)

= max
ŷj∈Yj(tj−h)

Vj

(

X(tj |tj − h,X∗(tj − h), u0j , ŷj)
)

≥ Vj

(

X(tj |tj − h,X∗(tj − h), u0j , ŷ
∗(tj))

)

= Vj

(

X∗(tj)
)

= V
(

tj,X
∗(tj)

)

,

имеет место условие ii) утверждения. �

Отметим, что параметры Pj , gj , λj множеств замыкания X̂j(α), j = N, . . . , 1, вычисляются
до начала процесса управления и в процессе не меняются.

5. Пример

Для иллюстрации предложенных в работе методов оптимального управления по неточным
измерениям рассмотрим на промежутке времени [0, tf ] линейную систему

ẋ1 = x2, ẋ2 = −x1 + u, x(0) = z, z ∈ Z = {z ∈ R
2 : ‖z‖∞ ≤ dmax}. (5.1)

В моменты времени s ∈ ∆̂ = {h, 2h, . . . , tf} с ограниченной ошибкой ξ(s) измеряется только
первая компонента состояния: y(s) = x1(s) + ξ(s), |ξ(s)| ≤ ξmax.

Целью управления являются перевод системы (5.1) с гарантией на терминальное множе-
ство Xf = {x ∈ R

2 : gmin ≤ x1 ≤ gmax} и минимизация гарантированного значения второй
компоненты состояния в терминальный момент времени x2(tf ).

Параметрам задачи присвоим следующие значения: tf = 6, dmax = 0.5, ξmax = 0.2; gmin = 3,
gmax = 3.5; h = 0.2. При таком выборе параметров рассматриваемая задача не имеет решения
в классе гарантирующих программ в силу большой неопределенности параметра z. Также
задача не имеет решения в классе однократно замыкаемых стратегий управления с t1 ≤ 2.

Пусть конкретный процесс управления порожден параметром z∗ = (0.1,−0.1) и ошибкой
измерения ξ∗(s) ≡ −0.2, s ∈ ∆̂. Будем сравнивать реализации оптимальной замыкаемой об-
ратной связи по измерениям для двух случаев: 1) N = 1, t1 = 4; 2) N = 2, t1 = 2, t2 = 4.
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Рис. 1. Результаты решения примеров 1 (штриховая линия) и 2 (сплошная линия).

В примере 1 в начальной позиции получено значение V 1(0,X0) = 0.916986 — это опти-
мальное значение рассматриваемой задачи в классе стратегий с моментом замыкания t1 = 4.
К терминальному моменту времени в рассматриваемом процессе управления система оказа-
лась в состоянии x∗(tf ) = (3, 2.264109). Полученная траектория x∗(t), t ∈ [0, tf ], изображена
штриховой линией на рис. 1 (слева). Серая область на рисунке есть терминальное множество.
В правой части рисунка также штриховыми линиями показаны реализация оптимальной од-
нократной замыкаемой обратной связи u∗π(τ), τ ∈ ∆, и изменение во времени оптимального
значения задачи (4.1).

В примере 2 оптимальное значение задачи в классе стратегий управления с моментами
замыкания t1 = 2, t2 = 4 оказалось равным V 2(0,X0) = 1.170824. К терминальному моменту
времени система оказалась в состоянии x∗(tf ) = (3, 2.394657). На рис. 1 сплошными линиями
изображены результаты решения примера 2: траектория, реализация оптимальной обратной
связи и изменение оптимального значения.

Заключение

В работе исследована задача оптимального гарантированного управления линейной систе-
мой по неточным измерениям ее выходных сигналов. Для рассматриваемой задачи опреде-
ляются оптимальные стратегии управления с замыканиями, где под замыканиями понимают
моменты времени, в которые будут известны информационные множества системы и скоррек-
тировано управление. Установлено, что для задачи построения оптимальной многократно за-
мыкаемой стратегии имеет место принцип разделимости процессов наблюдения и управления,
соответственно, сформулированы задачи оценивания информационных множеств и детерми-
нированные задачи оптимального управления, по которым находится оптимальная стратегия.
На основе оптимальных стратегий управления определены оптимальные замыкаемые обрат-
ные связи по измерениям и предложен алгоритм реализации этих связей в реальном времени.
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