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ВНУТРЕННЯЯ СТРУКТУРА ВЫПУКЛЫХ МНОЖЕСТВ И ИХ ГРАНЕЙ1

В.В. Гороховик

Чаще всего геометрическая строение выпуклых множеств связывается с их граневой структурой.
В первом разделе настоящей статьи представлен несколько иной подход к характеристике геометрической
структуры выпуклых множеств, основанный на понятии открытой компоненты выпуклого множества. Ис-
следование проводится в бесконечномерных вещественных пространствах без топологии. Для того чтобы
определить понятие открытой компоненты, на выпуклом множестве Q вводится отношение предпоряд-
ка �Q (свое для каждого множества Q), названное отношением доминирования. Открытыми компонента-
ми выпуклого множества Q называются классы эквивалентности фактор-множества Q/<>Q множества Q
по отношению эквивалентности <>Q, которое является симметричной частью отношения доминирова-
ния �Q. Каждая открытая компонента выпуклого множества Q является относительно алгебраически
открытым подмножеством данного множества Q, при этом множество Q является дизъюнктным объ-
единением всех принадлежащих ему открытых компонент множества Q. Отношение доминирования �Q

индуцирует на семействе O(Q) := Q/<>Q всех открытых компонент множества Q отношение частич-
ного порядка �∗

Q, относительно которого частично упорядоченное семейство (O(Q),�∗
Q) является верх-

ней полурешеткой. Для полупространств (выпуклых множеств H, дополнения которых также выпуклы)
соответствующая им верхняя полурешетка (O(H),�∗

H) является линейно упорядоченным множеством.
Внутренняя структура выпуклого множества Q отождествляется в работе со структурой верхней полуре-
шетки (O(Q),�∗

Q). Во втором разделе статьи исследуется связь между внутренней структурой выпуклого
множества и внутренней структурой его граней. Устанавливается, что каждая открытая компонента вы-
пуклого множества Q является относительной алгебраической внутренностью минимальной (по включе-
нию) грани множества Q, содержащей данную открытую компоненту. Обратно, если грань F выпуклого
множества Q имеет непустую относительную алгебраическую внутренность, то она (относительная ал-
гебраическая внутренность грани) совпадает с некоторой открытой компонентой множества Q, а сама
грань F является минимальной гранью, содержащей эту открытую компоненту (такие грани названы в
работе минимальными). В конечномерных векторных пространствах любая грань F выпуклого множе-
ства Q является минимальной гранью, в то же время в любом бесконечномерном векторном пространстве
существуют выпуклые множества, не все грани которых минимальны. Вместе с тем, каждая открытая
компонента любой грани F выпуклого множества Q является открытой компонентой самого множества
Q, т. е. O(F ) ⊂ O(Q), и, кроме того, отношение частичного порядка �∗

F , определенное на O(F ), совпадает
с сужением на O(F ) отношения частичного порядка �∗

Q, заданного на O(Q). Таким образом, внутрен-
няя структура (O(F ),�∗

F ) любой грани F выпуклого множества Q является подструктурой внутренней
структуры (O(Q),�∗

Q) самого множества Q.

Ключевые слова: выпуклые множества, полупространства, грань, открытая компонента, полурешетка,
предпорядок, линейный порядок.

V. V.Gorokhovik. Internal structure of convex sets and their faces.

Most often the geometric structure of convex sets is associated with their facial structure. In the first section
of this paper we present a somewhat different approach to characterizing the geometric structure of convex
sets, based on the concept of an open component of a convex set. In the paper we consider convex sets in
infinite-dimensional real vector spaces, which are endowed with no topology. In order to define the notion of an
open component of a convex set Q the preorder relation �Q is introduced on Q (its own for each set Q) called
a dominance relation. Open components of a convex set Q are defined as equivalence classes of the quotient set
Q/<>Q of the set Q by the equivalence relation <>Q, which is the symmetric part of the dominance relation �Q.
Each open component of a convex set Q is a relatively algebraic open subset of the setQ under consideration, and
the set Q is a disjoint union of all open components belonging to Q. The dominance relation �Q induces on the
familyO(Q) := Q/<>Q of all open components of the set Q a partial order relation �∗

Q with respect to which the
partially ordered family (O(Q),�∗

Q) is an upper semilattice. For halfspaces (convex sets H whose complements
are also convex), the corresponding upper semilattice (O(H),�∗

H ) is a linearly ordered set. The internal structure
of a convex set Q is identified in the paper with the structure of the upper semilattice (O(Q),�∗

Q). In the second
section of the paper, the connection between the internal structure of a convex set and the internal structure
of its faces is investigated. It is established that each open component of a convex set Q is a relative algebraic
interior of the minimal (with respect to inclusion) face of Q containing the given open component. Conversely,
if a face F of a convex set Q has a non-empty relative algebraic interior, then it (the relative algebraic interior

1Работа выполнена при поддержке Государственной программы научных исследований Республики
Беларусь.
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of the face) coincides with some open component of the set Q, and the face F itself is a minimal face containing
this open component (such faces are called minimal in the paper). In finite-dimensional vector spaces, any face F
of a convex set Q is a minimal one, while in any infinite-dimensional vector space there are convex sets not
all of whose faces are minimal. At the same time, each open component of any face F of a convex set Q is an
open component of Q itself, i.e. O(F ) ⊂ O(Q), and, moreover, the partial order relation �∗

F defined on O(F )
coincides with the restriction to O(F ) of the partial order relation �∗

Q defined on O(Q). Thus, the internal
structure (O(F ),�∗

F ) of any face F of a convex set Q is a substructure of the internal structure (O(Q),�∗
Q) of

Q itself.
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Введение

Всюду ниже X — нетривиальное (X �= {0}) действительное векторное пространство, при-
чем, если не оговорено иное, X предполагается бесконечномерным. Кроме того, не предпола-
гается, что на X заданы какие-либо иные (топологические, порядковые и др.) структуры.

Множество Q ⊆ X называется выпуклым, если для любых x, y ∈ Q отрезок [x, y] := {αx+
(1 − α)y | α ∈ [0, 1]} целиком содержится в Q. Пустое множество ∅ считается выпуклым по
определению.

Подмножество K ⊆ X называется конусом, если λx ∈ K для всех x ∈ K и всех λ > 0.
Геометрически подмножество K ⊆ X является конусом, если наряду с любой точкой x ∈ K

подмножество K содержит целиком весь луч, исходящий из нулевой точки и проходящий через
точку x, при этом нулевая точка может не принадлежать конусу K.

Конус K ⊆ X является выпуклым тогда и только тогда, когда x + y ∈ K при любых
x, y ∈ K или, что эквивалентно, тогда и только тогда, когда K +K = K.

Выпуклое подмножество H ⊂ X векторного пространства X называется [1] выпуклым
полупространством в X или [2–4] просто полупространством в X, если его дополнение X \H
также является выпуклым множеством. Разумеется, что если H полупространство в X, то и
X \H также является полупространством в X.

Полупространство, которое является конусом, называется коническим полупростран-
ством.

Непустое выпуклое подмножество F выпуклого множества Q ⊂ X (см, например, [5]) назы-
вается гранью множества Q, если оно удовлетворяет следующему свойству: если для некоторых
u, v ∈ Q существует α ∈ (0, 1) такое, что αu + (1 − α)v ∈ F , то u, v ∈ F . Другими словами,
непустое подмножество F ⊂ Q является гранью множества Q, если каждый отрезок из Q,
содержащий в своей относительной внутренности элемент из F , целиком принадлежит F . Са-
мо множество Q является своей гранью, пустое множество также считается гранью любого
выпуклого множества Q. Непустая грань F множества Q называется собственной, если она
не совпадает с Q. Если F — грань Q, а G — грань F , то G является также гранью Q. Легко
видеть, что каждая грань выпуклого конуса также является выпуклым конусом.

Пересечение любого семейства граней выпуклого множества Q также является гранью Q,
в то же время объединение семейства граней выпуклого множества Q не всегда является
гранью Q. Однако, если семейство граней линейно упорядочено отношением включения, то
объединение такого семейства также является гранью Q. Эти утверждения достаточно оче-
видны и приводятся в большинстве работ, посвященных исследованиям граней (см., например,
[5–7]).

Геометрическое строение выпуклых множеств чаще всего связывают с их граневой струк-
турой, т. е. с семейством всех непустых граней выпуклого множества, частично упорядоченным
отношением теоретико-множественного включения. В настоящей работе представлена несколь-
ко другая точка зрения на геометрическое строение (геометрическую структуру) выпуклых
множеств и их граней. Поскольку каждая грань выпуклого множества является выпуклым



Внутренняя структура выпуклых множеств 3

множеством и, кроме того, любое выпуклое множество является своей же гранью, то мы на-
чинаем с изучения геометрического строения произвольных выпуклых множеств. Этому по-
священ первый раздел статьи. Известно [7; 8], что выпуклое множество не имеет собственных
граней в том и только том случае, когда оно является относительно алгебраически откры-
тым (определение относительно алгебраически открытого множества приводится в первом
разделе настоящей статьи). Таким образом, относительно алгебраически открытые выпуклые
множества имеют только одну непустую грань — само это множество. Будем считать гео-
метрическое строение таких выпуклых множеств элементарным. В работе показывается, что
произвольное выпуклое множество Q ⊂ X является объединением частично упорядоченного
семейства O(Q) непересекающихся относительно алгебраически открытых подмножеств (от-
крытых компонент) этого множества, каждое из которых, как мы выше условились, имеет
элементарное геометрическое строение. Для того чтобы определить такое семейство O(Q), на
выпуклом множестве Q вводится отношение предпорядка2 �Q (свое для каждого выпуклого
множества Q), названное отношением доминирования. Хорошо известно, что симметричная
часть любого отношения предпорядка является отношением эквивалентности. Следовательно,
симметричная часть отношения доминирования �Q, обозначаемая символом <>Q, есть отно-
шение эквивалентности на Q. Семейство O(Q) определяется как фактор-множество Q/<>Q

множества Q по отношению эквивалентности <>Q, при этом на O(Q) задается отношение ча-
стичного порядка �∗

Q, индуцированное отношением доминирования �Q. Доказывается (пред-
ложение 3 и теорема 1), что элементы семейства O(Q) являются относительно алгебраиче-
ски открытыми подмножествами множества Q, причем отношение частичного порядка �∗

Q

определяет на O(Q) структуру верхней полурешетки. Таким образом, верхняя полурешетка
(O(Q),�∗), ее элементы и их упорядочение отношением �∗

Q полностью характеризуют геомет-
рическое строение выпуклого множества Q.

Вследствие того, что выпуклое множество Q является дизъюнктным объединением клас-
сов эквивалентности из O(Q) := Q/<>Q, мы можем, говоря неформально, рассматривать от-
крытые компоненты семейства O(Q) как “строительные блоки”, из которых “собрано” множе-
ство Q, причем в Q эти блоки “уложены” относительно друг друга не произвольным образом, а
в соответствии с тем, как они соотносятся между собой в верхней полурешетке (O(Q),�∗). Ра-
нее в алгебре (см. например, [9;10]) решетки называли структурами. Эта терминология оправ-
дывает в какой-то мере то, что верхняя полурешетка (O(Q),�∗) названа в данной статье внут-
ренней (геометрической) структурой выпуклого множества Q. Кроме того, данное название,
как представляется, отражает и содержательный смысл верхней полурешетки (O(Q),�∗).

В предложениях 2 и 5 показано, что внутренняя геометрическая структура полупро-
странств имеет специфические особенности: отношение доминирования �H , определенное на
полупространствах H ⊂ X, является полным3 и, как следствие, отношение частичного поряд-
ка �∗

H , определенное на семействе O(H) открытых компонент полупространства H, является
линейным порядком4.

Во втором разделе исследуется связь между внутренней геометрической структурой вы-
пуклого множества и внутренней геометрической структурой его граней. Прежде всего, уста-
навливается (теорема 2), что каждая открытая компонента выпуклого множества Q является
относительной алгебраической внутренностью минимальной (по включению) грани множе-

2Бинарное отношение �, определенное на некотором множестве Y , называется отношением пред-
порядка, если оно рефлексивно (y � y для любого y ∈ Y ) и транзитивно (для любых y1, y2, y3 ∈ Y
из y1 � y2 и y2 � y3 следует y1 � y3). Предпорядки �, которые являются антисимметричными, т. е.
такими, что для любых y1, y2 ∈ Y из y1 � y2 и y2 � y1 следует y1 = y2, называются отношениями
частичного порядка.

3Бинарное отношение �, определенное на множестве Y , называется полным, если для лю-
бых y1, y2 ∈ Y выполняется хотя бы одно из двух соотношений y1 � y2 и y2 � y1.

4Линейным (или совершенным) порядком на множестве Y называется полное отношение частичного
порядка, определенное на Y .
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ства Q, содержащей данную открытую компоненту. Обратно, если грань F выпуклого множе-
ства Q имеет непустую относительную алгебраическую внутренность, то она (относительная
алгебраическая внутренность грани) совпадает с некоторой открытой компонентой множе-
ства Q, а сама грань F совпадает с минимальной гранью, содержащей эту открытую компо-
ненту. Для краткости терминологии грани с непустой относительной алгебраической внутрен-
ностью назовем минимальными. В конечномерных векторных пространствах любая грань F
выпуклого множества Q имеет непустую относительную внутренность icrF и, следовательно,
является минимальной гранью. В то же время в любом бесконечномерном векторном про-
странстве (это показано в теоремах 3 и 4 и примере 4) существуют выпуклые множества, не
все грани которых являются минимальными. Это доказывается построением (см. пример 4) в
произвольном бесконечномерном векторном пространстве такого конкретного выпуклого мно-
жества, которое содержит грань с пустой относительной алгебраической внутренностью.

Вместе с тем (см. теорему 5) каждая открытая компонента любой грани F выпуклого мно-
жества Q является открытой компонентой самого множества Q, т. е. O(F ) ⊂ O(Q), и, кроме
того, отношение частичного порядка �∗

F , определенное на O(F ), совпадает с сужением на O(F )
отношения частичного порядка �∗

Q, заданного на O(Q). Таким образом, внутренняя структу-
ра (O(F ),�∗

F ) любой грани F выпуклого множества Q является подструктурой внутренней
структуры (O(Q),�∗

Q) самого множества Q.

1. Геометрическое строение выпуклых множеств

1.1. Алгебраическая и относительно алгебраическая внутренности вы-
пуклых множеств

Прежде всего, напомним понятие (относительной) алгебраической внутренности подмно-
жеств действительных векторных пространств [11–15].

Алгебраической внутренностью (или ядром (core)) множества Q ⊂ X называется под-
множество, состоящее из всех таких точек x ∈ Q, которые принадлежат внутренности пе-
ресечения Q с любой прямой из X, проходящей через точку x; обозначается алгебраическая
внутренность множества Q символом crQ.

Относительной алгебраической внутренностью (или внутренним ядром (intrinsic core))
множества Q ⊂ X, называется подмножество, состоящее из таких точек x ∈ Q, которые
принадлежат внутренности пересечения множества Q с каждой прямой, лежащей в affQ и
проходящей через точку x (здесь affQ — аффинная оболочка множества Q); обозначается
алгебраическая внутренность множества Q символом icrQ.

Более формально, x ∈ crQ тогда и только тогда, когда для любого y ∈ X \ {x} можно
указать такое число δ > 0, что x+ t(y− x) ∈ Q для всех t ∈ (−δ, δ), тогда как x ∈ icrQ тогда и
только тогда, когда для любого y ∈ affQ \ {x} существует действительное число δ > 0 такое,
что x+ t(y − x) ∈ Q для всех t ∈ (−δ, δ).

Если множество Q ⊂ X является выпуклым, то x ∈ icrQ тогда и только тогда, когда для
любого y ∈ Q \{x} существует положительное число δ > 0 такое, что x+ t(y−x) ∈ Q для всех
t ∈ (−δ, δ).

Множество Q ⊂ X называется (относительно) алгебраически открытым, если оно совпа-
дает со своей (относительной) алгебраической внутренностью, т. е. если Q = crQ (Q = icrQ).

Предложение 1. Пусть Q — выпуклое множество в X. Тогда

x ∈ icrQ ⇐⇒ x ∈ Q и (∀y ∈ Q)(∃δ > 0) такое, что x− δ(y − x) ∈ Q. (1.1)

Если K ⊂ X выпуклый конус, то

x ∈ icrK ⇐⇒ x ∈ K и (∀y ∈ K)(∃λ > 0) такое, что x− λy ∈ K, (1.2)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость импликации (=⇒) в характеристике (1.1) сле-
дует непосредственно из определения относительно алгебраически внутренних точек. Для до-
казательства справедливости импликации (⇐=) в (1.1) достаточно заметить, что из правой
части (1.1) и выпуклости множества Q следует, что x− t(y − x) ∈ Q для всех t ∈ (−δ0, 0) где
δ0 = min{δ, 1}.

Перейдем к доказательству (1.2). Пусть K — выпуклый конус такой, что icrK �= ∅. Так
как K является выпуклым множеством, то в силу (1.1) x ∈ icrK тогда и только тогда, когда

для любого y ∈ K существует число δ > 0 такое, что x− δ(y − x) = (1 + δ)
(
x− δ

1 + δ
y
)
∈ K.

Учитывая, что K конус, получаем x−λy ∈ K, где λ =
δ

1 + δ
. Таким образом импликация (=⇒)

в (1.2) доказана.
Для доказательства обратной импликации (⇐=) в (1.2) предположим, что вектор x ∈ K

таков, что для любого y ∈ K существует λ > 0, для которого x−λy ∈ K. Так как (λ− t)y ∈ K
для всех t ∈ (0, λ), из выпуклости конуса K получаем (x − λy) + (λ − t)y = x − ty ∈ K для
всех t ∈ (0, λ). Кроме того, tx ∈ K для всех t > 0. Снова используя выпуклость K, получаем
x− t(y−x) ∈ K для всех t ∈ (0, λ). Наконец, так как обе точки x и y принадлежат выпуклому
конусу K, то x+ t(y − x) ∈ K для всех t ∈ [0, 1]. Значит, x+ t(y − x) ∈ K для всех t ∈ (−δ, δ),
где δ = min{λ, 1}. Это доказывает, что x ∈ icrK. �

Известно, что в конечномерных пространствах X относительная алгебраическая внутрен-
ность любого непустого выпуклого подмножества Q ⊂ X непуста. В то же время в каждом
бесконечномерном действительном векторном пространстве существуют выпуклые множества
(более того, выпуклые конусы) с пустой относительной алгебраической внутренностью.

П р и м е р 1 [12, гл. 2, § 7]. Пусть X — действительное векторное пространство и пусть
{ei, i ∈ I} — базис Гамеля в X. Расмотрим выпуклый конус K в X, состоящий из таких
ненулевых векторов x ∈ X, компоненты {xi, i ∈ I} которых в заданном базисе {ei, i ∈ I}
неотрицательны. Вследствие бесконечности базиса {ei, i ∈ I} каждый вектор x ∈ K имеет
нулевые компоненты. Предположим, что xj = 0. Так как ej ∈ K и для любого действительного
числа λ > 0 вектор x − λej не принадлежит K, то x /∈ icrK. В силу произвольного выбора
вектора x ∈ K из эквивалентности (1.1) следует, что icrK = ∅.

1.2. Отношение доминирования на выпуклом множестве

Пусть Q — выпуклое множество в векторном пространстве X.
О п р е д е л е н и е 1 (ср. с [16; 17]). Будем говорить, что точка x ∈ Q доминирует точ-

ку y ∈ Q в множестве Q, и обозначать это символом y �Q x, если существует положительное
вещественное число δ > 0 такое, что x− δ(y − x) ∈ Q.

Бинарное отношение �Q будем называть отношением доминирования на множестве Q.
Нетрудно убедиться, что отношение доминирования �Q является отношением предпоряд-

ка (т. е. рефлексивным и транзитивным бинарным отношением) на Q. Символом <>Q будем
обозначать симметричную часть �Q, которая определяется следующим образом:

x1 <>Q x2 ⇔ x1 �Q x2, x2 �Q x1.

Из определений следует, что x1<>Qx2 тогда и только тогда, когда существуют положительные
действительные числа μ > 0 и ν > 0 такие, что

x1 − μ(x2 − x1) ∈ Q и x2 − ν(x1 − x2) ∈ Q.

Асимметричная часть �Q, обозначаемая символом �Q, определяется следующим образом:
x1 �Q x2 ⇔ x1 �Q x2, x2 /�Q x1. Бинарные отношения �Q и <>Q являются соответственно
строгим частичным порядком и отношением эквивалентности на Q.
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Из данного выше определения и предложения 1 следует, что для любого выпуклого мно-
жества Q ⊂ X справедлива следующая эквивалентность:

x ∈ icrQ ⇐⇒ x ∈ Q и y �Q x для всех y ∈ Q, (1.3)

причем y �Q x для всех y ∈ Q \ icrQ и всех x ∈ icrQ.
На выпуклом конусе K ⊂ X отношение доминирования �K может быть определено сле-

дующим образом:

y �K x для x, y ∈ K ⇐⇒ существует λ > 0 такое, что x− λy ∈ K.

Отношения доминирования, определенные на полупространствах, обладают дополнительным
свойством полноты.

Предложение 2. Отношение доминирования �H , определенное на полупростран-
стве H ⊂ X, является полным отношением предпорядка.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нам нужно доказать только полноту отношения �H . Для дока-
зательства этого нам понадобится следующая характеристика полупространств [2–4]: выпук-
лое подмножество H ⊂ X векторного пространства X является полупространством в X тогда
и только тогда, когда его рецессивный конус 0+H := {y ∈ X | x + ty ∈ H ∀x ∈ H и ∀t > 0}
является коническим полупространством.

Так как 0+H ∪ (−0+H) = X, то для любых x, y ∈ H выполняется либо x − y ∈ 0+H,
либо y − x ∈ 0+H или и то, и другое. Если x − y ∈ 0+H, то x − t(y − x) ∈ H ∀ t > 0 и,
следовательно, y �H x. Аналогично, если y − x ∈ 0+H, то x�H y. Таким образом, для любых
x, y ∈ H выполняется хотя бы одно из двух соотношений y�H x и x�H y и, значит, отношение
�H является полным на H. �

Пусть Q ⊂ X — выпуклое множество в X. Для любого x ∈ Q определим множества

FQ(x) := {y ∈ Q | y �Q x} и F̂Q(x) := {y ∈ Q | y �Q x}.
Так как x ∈ FQ(x), то множество FQ(x) �= ∅ для любого x ∈ Q. Более того, нетрудно убе-
диться в том, что для каждого x ∈ Q множество FQ(x) является выпуклым подмножеством
множества Q. Что же касается множества F̂Q(x), то для некоторых x ∈ Q оно может быть
пустым, в том же случае, когда F̂Q(x) не пусто, оно, вообще говоря, может не быть выпуклым.

П р и м е р 2. Рассмотрим выпуклый конус K = {(x1, x2) | x1 ≥ 0, x2 ≥ 0} \ {(0, 0)}. Для
него F̂ (x) = ∅ для любых x = (x1, x2) ∈ K таких, что x1 > 0, x2 = 0 или x1 = 0, x2 > 0. Для
x = (x1, x2) ∈ K с x1 > 0, x2 > 0 множество F̂ (x) = {(x1, x2) | x1 > 0, x2 = 0} ∪ {(x1, x2) | x1 =
0, x2 > 0} — конус, который не является выпуклым.

Из транзитивности отношения �Q следует, что FQ(y) ⊆ FQ(x), если y�Q x. Очевидно, что
обратная импликация также справедлива. Таким образом, для любых x, y ∈ Q выполняются
следующие эквивалентности:

y �Q x ⇔ FQ(y) ⊆ FQ(x); y �Q x ⇔ FQ(y) � FQ(x); y <>Q x ⇔ FQ(y) = FQ(x).

Множество GQ(x) := {y ∈ Q | x �Q y} также является непустым выпуклым множеством
для каждого x ∈ Q, при этом для любых x, y ∈ Q имеют место эквивалентности:

y �Q x ⇔ GQ(y) ⊇ GQ(x); y �Q x ⇔ GQ(y) � GQ(x); y <>Q x ⇔ GQ(y) = GQ(x),

характеризующие отношение доминирования �Q и производные от него отношения �Q и <>Q.
Из (1.3) и определения множества FQ(x) следует, что для относительно алгебраически

внутренних точек любого выпуклого множества Q ⊂ X справедлива следующая характери-
стика:

x ∈ icrQ ⇐⇒ x ∈ Q и FQ(x) = Q.
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1.3. Открытые компоненты выпуклых множеств

Для выпуклого множества Q ⊂ X символом O(Q) := Q/<>Q обозначим множество классов
эквивалентности Q по отношению эквивалентности <>Q.

Множество Q является дизъюнктным объединением всех классов эквивалентности из
O(Q), т. е. Q =

⋃{E | E ∈ O(Q)}, при этом E1 ∩ E2 = ∅ для любых E1, E2 ∈ O(Q), E1 �= E2.
Отношение предпорядка �Q, определенное на Q, индуцирует на O(Q) отношение частичного
порядка �∗

Q, которое определяется следующим образом: E1 �∗
Q E2 для E1, E2 ∈ O(Q) тогда

и только тогда, когда x1 �Q x2 для всех (достаточно, чтобы для некоторого) x1 ∈ E1 и всех
(некоторого) x2 ∈ E2.

Класс эквивалентности, содержащий точку x ∈ Q, будем обозначать как Ex, т. е. Ex :=
{y ∈ Q | y <>Q x}.

Предложение 3. Каждый класс эквивалентности E из O(Q) является относитель-
но алгебраически открытым выпуклым подмножеством множества Q. Более того, E =
icrFQ(E), где FQ(E) :=

⋃{Ẽ ∈ O(Q) | Ẽ �∗
Q E}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольный класс эквивалентности E ∈ O(Q) и
произвольную точку x ∈ E. Тогда E = Ex := {y ∈ Q | y <>Q x}. Заметим, что Ex = FQ(x) ∩
GQ(x), где FQ(x) := {y ∈ Q | y �Q x} и GQ(x) := {y ∈ Q | x�Q y}. Как было отмечено выше,
множества FQ(x) и GQ(x) являются выпуклыми и, следовательно, Ex как пересечение двух
выпуклых множеств также является выпуклым множеством. Так как y<>Qx для всех y ∈ Ex,
то из выпуклости Ex и эквивалентности (1.3) следует, что x ∈ icrEx. Вследствие произвольного
выбора E ∈ O(Q) и точки x ∈ E заключаем, учитывая равенство E = Ex, что каждый класс
эквивалентности E является относительно алгебраически открытым множеством.

Перейдем к доказательству равенства E = icrFQ(E). Выберем некоторую точку x ∈ E и
произвольную точку y ∈ icrFQ(x). Заметим, что для каждого x ∈ E выполняется равенство
FQ(E) = FQ(x). Так как множество FQ(x) выпукло, то из (1.3) и определения отношения �Q

следует, что для каждого z ∈ FQ(x) существует λz > 0 такое, что y−λz(z−y) ∈ FQ(x). Значит,
для x ∈ FQ(x) существует λx > 0 такое, что y−λx(x− y) ∈ FQ(x) ⊂ Q. Это влечет, что x�Q y.
Кроме того, так как y ∈ FQ(x), то y�Q x. Таким образом, y <>Q x, т. е. y ∈ Ex. Поскольку y —
произвольная точка из icrFQ(x), то icrFQ(x) ⊂ Ex = E.

Докажем обратное включение. Так как y �Q x для всех y ∈ FQ(x), то из (1.3) следует,
что x ∈ icrFK(x). Рассмотрим произвольную точку z ∈ Ex. Поскольку x <>Q z и, кроме того,
y�Q x для всех y ∈ FQ(x), то из транзитивности �Q получаем, что y�Q z для всех y ∈ FQ(x).
Снова применяя (1.3), заключаем, что z ∈ icrFQ(x) и, следовательно, Ex ⊆ icrFQ(x). �

Ниже классы эквивалентности из O(Q) будем называть, исходя из их свойств, относи-
тельно алгебраически открытыми компонентами (или, коротко, открытыми компонента-
ми) выпуклого множества Q.

Предложение 4. Выпуклое множество Q ⊂ X имеет непустую относительную алгеб-
раическую внутренность icrQ в том и только том случае, когда семейство его открытых
компонент O(Q), частично упорядоченное отношением �∗

Q, имеет наибольший элемент,
т. е. такой элемент Esup ∈ O(Q), что E �∗ Esup для всех E ∈ O(Q). Более того, в этом
случае, icrQ = Esup.

Справедливость утверждения данного предложения следует из эквивалентности (1.3) и
того, что Esup является относительно алгебраически открытым множеством.

П р и м е р 3. Вернемся к примеру 1. Пусть X — бесконечномерное вещественное век-
торное пространство и пусть {ei, i ∈ I} базис Гамеля в X. Рассмотрим выпуклое множество
(выпуклый конус, на самом деле) Q ⊂ X, состоящее из ненулевых векторов x ∈ X , координаты
которых {xi, i ∈ I} в выбранном базисе {ei, i ∈ I} неотрицательны. Для x ∈ Q символом I(x)
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обозначим подмножество тех индексов из I, для которых xi > 0, т. е. I(x) := {i ∈ I | xi > 0}.
Подмножество I(x) непусто и конечно для каждого вектора x ∈ Q. Нетрудно видеть, что
y �Q x ⇔ I(y) ⊆ I(x) и y <>K x ⇔ I(y) = I(x). Следовательно, E является открытой компо-
нентой множества Q, т. е. E ∈ O(Q), тогда и только тогда, когда E = {x ∈ Q | I(x) = J}, где
J — некоторое конечное подмножество множества индексов I. Более того, поскольку каждое
конечное подмножество множества I является собственным подмножеством другого конечного
подмножества из I, то семейство O(Q) открытых компонент множества Q не имеет наиболь-
шего (относительно �∗) элемента и, значит, в силу предложения 4 icrQ = ∅. Данное свойство
рассматриваемого выпуклого множества Q было установлено ранее в примере 1.

Следствие 1. Выпуклое множество Q ⊂ X является относительно алгебраически от-
крытым тогда и только тогда, когда семейство O(Q) его открытых компонент содержит
единственный элемент, равный самому множеству Q, т. е. тогда и только тогда, когда
O(Q) = {Q} = {icrQ}.

Следующая теорема показывает, что частично упорядоченное множество (O(K),�∗
K) яв-

ляется верхней полурешеткой.
Напомним [18], что частично упорядоченное множество (Z,�) называется верхней полу-

решеткой, если каждая пара элементов {z1, z2} из Z имеет наименьшую верхнюю грань в Z,
которая обычно обозначается символом z1 ∨ z2.

Теорема 1. Семейство O(Q) открытых компонент выпуклого множества Q, упорядо-
ченное отношением частичного порядка �∗

Q, является верхней полурешеткой, причем для
любых x, y ∈ Q и любого α ∈ (0, 1) выполняется равенство Ex ∨ Ey = Eαx+(1−α)y, в частно-
сти, Ex ∨ Ey = Ex+y

2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим произвольные открытые компоненты Ex и Ey. При
любом α ∈ (0, 1) точка xα := αx+(1−α)y принадлежит внутренности отрезка [x, y]. Нетрудно
видеть, что при достаточно малых δ1 > 0 и δ2 > 0 точки xα − δ1(x − xα) и xα − δ1(y − xα)
принадлежат отрезку [x, y], а поскольку множество Q выпукло, то и множеству Q. Вследствие
определения 1 имеем, что x�Qxα и y�Qxα, а это равносильно тому, что Ex�∗

QExα и Ey�∗
QExα .

Таким образом, в верхней полурешетке (O(Q),�∗
Q) открытая компонента Exα является верхней

гранью для пары открытых компонент {Ex, Ey}.
Покажем, что на самом деле Exα является наименьшей верхней гранью для открытых

компонент {Ex, Ey}. Предположим, что Ex�∗
QE and Ey �∗

QE для некоторой открытой компо-
ненты E ∈ O(Q). Тогда x�Q u и y�Q u для некоторой (любой) точки u ∈ E и, следовательно,
x, y ∈ FQ(u). Так как множество FQ(u) выпукло, то αx+(1−α)y ∈ FQ(u) при любых α ∈ (0, 1)
и, значит, Eαx+(1−α)y �∗ E при любых α ∈ (0, 1). �

Для полупространств верхняя решетка их открытых компонент имеет более тонкую по-
рядковую структуру.

Предложение 5. Семейство открытых компонент O(H) любого полупространства H
линейно упорядочено отношением �∗

H .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Справедливость данного утверждения непосредственно следует
из полноты отношения доминирования �H , определенного на полупространстве H ⊂ X (см.
предложение 2). �

Ниже будем отождествлять структуру верхней полурешетки (O(Q),�∗) с внутренней (гео-
метрической) структурой выпуклого множества Q. Различия и родственная связь между
внутренней и граневой структурами одного и того же выпуклого множества будут обсуждены
в следующем раделе (см. замечание 2).
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2. Открытые компоненты и грани выпуклых множеств

Пусть Q — выпуклое множество в X и S ⊂ X — подмножество Q. Так как само множе-
ство Q является своей собственной гранью, то семейство тех граней множества Q, которые
содержат подмножество S, непусто. Поскольку пересечение любого семейства граней множе-
ства Q является гранью Q, то пересечение семейства тех граней множества Q, которые содер-
жат подмножество S, также является гранью Q, причем минимальной (по включению) гранью
множества Q, содержащей подмножество S.

Теорема 2. Для любой открытой компоненты E ∈ O(Q) выпуклого множества Q мно-
жество FQ(E) :=

⋃{Ẽ ∈ O(Q) | Ẽ �∗
Q E} является минимальной (по включению) гранью

множества Q, содержащей E, при этом icrFQ(E) = E.
Обратно, для каждой грани F выпуклого множества Q такой, что icrF �= ∅, суще-

ствует единственная открытая компонента E ∈ O(Q) такая, что F = FQ(E) и, значит,
icrF = E.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть E ∈ O(Q). Так как FQ(E) = FQ(x) для всех x ∈ E,
то FQ(E) является выпуклым множеством (выпуклость множеств FQ(x) при любом x ∈ Q
была установлена ранее). Для доказательства того, что FQ(E) является гранью Q, рассмотрим
произвольную точку x ∈ FQ(E) и предположим, что x = αu+(1−α)v для некоторых α ∈ (0, 1)
и u, v ∈ Q. Из теоремы 1 заключаем, что Ex = Eu ∨ Ev, а так как Ex = E, то Eu �∗

Q E и
Ev �∗

Q E. Следовательно, u ∈ Eu ⊂ FQ(E) и v ∈ Ev ⊂ FQ(E). Это доказывает, что FQ(E) —
грань множества Q.

Для того чтобы доказать, что FQ(E) является минимальной гранью множества Q, содер-
жащей открытую компоненту E, необходимо показать, что FQ(E) ⊆ F для любой грани F
множества Q такой, что E ⊂ F .

Пусть F — произвольная грань множества Q, содержащая E, и пусть x ∈ E ⊂ F , а y ∈
FQ(E) = FQ(x). Так как y �Q x, то в силу определения отношения �Q существует λ > 0

такое, что z := x − λ(y − x) ∈ Q. Непосредственно проверяется, что x =
λ

1 + λ
y +

1

1 + λ
z.

Следовательно, x ∈ (y, z), причем y, z ∈ Q. Поскольку x принадлежит грани F выпуклого
множества Q, то из определения грани следует, что точки y, z также принадлежат F . Так как
y — произвольный элемент из FQ(E) = FQ(x), то тем самым доказано, что FQ(E) ⊆ F .

Условие icrFK(E) �= ∅ и равенство icrFK(E) = E были доказаны ранее в предложении 3.
Докажем второе утверждение теоремы.
Пусть F — такая грань выпуклого множества Q, что icrF �= ∅, и пусть x ∈ icrF . Так как

грань F является выпуклым множеством, то в силу (1.3) y �Q x для всех y ∈ F и, значит,
F ⊆ FQ(x) = FQ(Ex). Покажем,что верно и обратное включение. Для этого сначала убедимся
в том, что Ex ⊆ icrF для любого x ∈ icrF . Действительно, если z ∈ Ex, то x<>Q z, а поскольку
y �Q x для всех y ∈ F , то из транзитивности �Q получаем, что y �Q z для всех y ∈ F . Снова
применяя (1.3), заключаем, что z ∈ icrF . Таким образом, имеем Ex ⊆ icrF ⊂ F , откуда следует
FQ(Ex) ⊂ F . Итак, F = FQ(Ex) и, значит, icrF = Ex (последнее равенство следует из первого
утверждения данной теоремы).

Единственность открытой компоненты E ∈ O(Q), удовлетворяющей для грани F равен-
ствам F = FK(E) и icrF = E, следует из того, что различные открытые компоненты множе-
ства Q не пересекаются. �

З а м е ч а н и е 1. Из теоремы 2 следует, что семейство открытых компонент выпуклого
множества Q совпадает с семейством непустых относительно алгебраических внутренностей
граней множества Q, т. е. O(Q) = {icrF | F — грань Q такая, что icrF �= ∅}. Таким образом,
утверждение, что выпуклое множество является дизъюнктным объединением семейства его
открытых компонент может быть переформулировано следующим образом: каждое выпуклое
множество представимо в виде дизъюнктного объединения непустых относительно алгебраи-
ческих внутренностей его граней. В такой форме этот факт был отмечен ранее в статьях [7;8].
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Следствие 2. Пусть Q — выпуклое множество. Для любой точки x ∈ Q множество
FQ(x) := {y ∈ K | y �Q x} является минимальной (по включению) гранью множества Q,
содержащей точку x, при этом icrFK(x) = Ex �= ∅.

Для формулировки следующей теоремы нам необходимо следующее понятие.
Пусть (Y,�) — линейно упорядоченное множество. Говорят [19], что упорядоченная пара

(U, V ) непустых подмножеств из Y является сечением (Y,�), если U ∩ V = ∅, U ∪ V = Y ,
при этом u ≺ v для всех u ∈ U и всех v ∈ V . (Как обычно, u ≺ v означает, что u � v, но
v �� u). Множества U и V называются соответственно нижним классом и верхним классом
сечения (U, V ).

Теорема 3. Предположим, что семейство O(Q) открытых компонент выпуклого мно-
жества Q линейно упорядочено отношением доминирования �∗

Q. Для любого сечения Σ :=

(O(Q),O(Q)) семейства (O(Q),�∗
Q) множество FQ(Σ) :=

⋃{E | E ∈ O(Q)} является гра-
нью Q, причем

(i) если нижний класс O(K) имеет наибольший элемент Emax, то FQ(Σ) = FQ(Emax) и,
значит, icrFQ(Σ) = icrFQ(Emax) = Emax �= ∅;

(ii) в случае, когда O(K) не имеет наибольшего элемента, icrFQ(Σ) = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 2 каждому Ẽ ∈ O(Q) соответствует грань
FQ(Ẽ) =

⋃{Ê ∈ O(Q) | Ê �∗
Q Ẽ}. Легко видеть, что FQ(Σ) =

⋃{FQ(Ẽ) | Ẽ ∈ O(Q)}, т. е.
FQ(Σ) является объединением линейно упорядоченного (по включению) семейства граней Q,
и, следовательно, множество FQ(Σ) является гранью Q.

Утверждение (i) сразу же следует из равенства FQ(Σ) =
⋃{FQ(Ẽ) | Ẽ ∈ O(Q)} и теоре-

мы 2. Для того чтобы доказать (ii), предположим в противоположность данному утверждению,
что O(Q) не имеет наибольшего элемента и icrFQ(Σ) �= ∅. Тогда из второй части теоремы 2
следует, что существует открытая компонента Ẽ ∈ O(Q), для которой FQ(Σ) = FQ(Ẽ). Из
последнего равенства заключаем, что Ẽ ∈ O(Q) и, кроме того, E �∗

Q Ẽ для всех E ∈ O(Q).
Это противоречит предположению, что O(Q) не имеет наибольшего элемента. �

Частным случаем теоремы 3 является следующее утверждение.

Теорема 4. Предположим, что семейство открытых компонент O(Q) выпуклого мно-
жества Q линейно упорядочено отношением доминирования �∗

K . Тогда для любой открытой
компоненты E ∈ O(Q), которая не является наименьшим элементом O(Q), множество
F̂Q(E) :=

⋃{Ẽ ∈ O(Q) | Ẽ �∗
Q E} является гранью Q, при этом

(i) если {Ẽ ∈ O(Q) | Ẽ �∗ E} имеет наибольший элемент Emax, то F̂Q(E) = FQ(Emax) и,
следовательно, icrF̂Q(E) = icrFQ(Emax) = Emax �= ∅;

(ii) в случае, когда {Ẽ ∈ O(Q) | Ẽ �∗ E} не имеет наибольшего элемента, icrF̂Q(E) = ∅.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства этой теоремы достаточно заметить, что ес-
ли открытая компонента E ∈ O(Q) не является наименьшим элементом линейно упорядочен-
ного семейства (O(Q),�∗

Q), то упорядоченная пара ({Ẽ ∈ O(Q) | Ẽ�∗E}, {Ẽ ∈ O(Q) | E�∗ Ẽ})
есть сечение линейно упорядоченного семейства (O(Q),�∗

Q), а затем применить теорему 3. �
П р и м е р 4. Пусть X — бесконечномерное вещественное векторное пространство, и

пусть B = {ei}i∈I — базис Гамеля в X. Выберем в B произвольное счетное подмноже-
ство B0 ⊂ B, а затем в B0 — произвольный элемент, который обозначим через e+∞. Оставшиеся
элементы, т. е. элементы из B0 \{e+∞}, перенумеруем произвольным образом целыми числами
и упорядочим в соответствии с их нумерацией. Выбранный ранее элемент e+∞ будем считать
наибольшим в множестве B0 = {ei, i ∈ Z, e+∞} (здесь Z — множество целых чисел). Таким
образом, мы линейно упорядочили множество B0. Для каждого x ∈ X через {xi, i ∈ Z, x+∞}
обозначим те его координаты в базисе B, которые соответствуют базисным векторам из B0.
Так как каждый вектор x ∈ X имеет только конечное число ненулевых координат в базисе B,
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то суммы x+∞ +
∑

i∈Z xi и
∑

i∈Z(m) xi, где Z(m) = {i ∈ Z | i ≤ m}, корректно определены для
любого x ∈ X и любого целого числа m. Определим следующие множества:

E+∞ := {x ∈ X | l+∞(x) > 0}
и

Em :=
{
x ∈ X | l+∞(x) = 0; ls(x) = 0, s ∈ Z,m < s; lm(x) > 0

}
для m ∈ Z,

где l+∞(x) := x+∞ +
∑

i∈Z xi и ls(x) :=
∑

i∈Z(s) xi для s ∈ Z.
Так как функции l+∞ : X → R и ls : X → R, s ∈ Z, линейны на X, то множества E+∞ и

Em,m ∈ Z, выпуклы, более того, это выпуклые конусы. Заметим также, что если n > m для
n ∈ Z∪{+∞} иm ∈ Z, то для каждого x ∈ En и y ∈ Em выполняется x+y ∈ En. Действительно,
если y ∈ Em, то l+∞(y) = 0; ls(y) = 0, s ∈ Z,m < s, и если x ∈ En, то l+∞(x) = 0; ls(x) = 0, s ∈
Z, n < s и ln(x) > 0. Поэтому для x + y имеем l+∞(x + y) = 0; ls(x + y) = 0, s ∈ Z, n < s и
ln(x+ y) > 0. Значит, x+ y ∈ En.

Из этих свойств следует, что множество K := (
⋃

m∈Z Em)∪E+∞ является выпуклым кону-
сом (более того, коническим полупространством) в X.

Отношение доминирования �K на K определяется следующим образом: y �K x тогда и
только тогда, когда (x ∈ E+∞ и y ∈ ⋃

m∈Z Em) или (x ∈ En и y ∈ Em при таких n,m ∈ Z,
что n > m); x <>K y тогда и только тогда, когда x, y ∈ Em для некоторого m ∈ Z ∪ {+∞}.
Следовательно, O(K) = {Em,m ∈ Z, E+∞}, а �∗

K — линейный порядок на O(K), изоморфный
естественному упорядочению Z ∪ {+∞}.

Открытая компонента E+∞ является наибольшим элементом в (O(K),�∗
K), в то же время

подсемейство {E ∈ O(K) | E �∗
K E+∞} = {Em,m ∈ Z} не имеет наибольшего элемента. Таким

образом, в силу утверждения (ii) из теоремы 4 множество F̂K(E+∞) =
⋃

m∈Z Em является
гранью K, для которой не существует открытой компоненты E ∈ O(K) такой, что F̂K(E+∞) =
FK(E) и, значит, icrF̂K(E+∞) = ∅.

З а м е ч а н и е 2. Теорема 2 показывает, что отображение E �→ FK(E) инъективно отоб-
ражает верхнюю полурешетку (O(Q),�∗

Q) открытых компонент выпуклого множества Q в
частично упорядоченное отношением включения семейство всех граней того же выпуклого
множества Q, при этом данное отображение является изотонным, т. е. сохраняет порядковые
отношения. Однако, в бесконечномерном случае это отображение не является, вообще говоря,
сюръективным, так как его полный образ включает только грани, относительная алгебраиче-
ская внутренность которых непуста. В то же время, как это следует из теоремы 3 и примера 4,
в каждом бесконечномерном векторном пространстве существуют выпуклые множества, ко-
торые имеют грани (и даже множество граней) с пустой относительной алгебраической внут-
ренностью. Значит, внутренняя структура выпуклого множества не является, вообще говоря,
порядково изоморфной его граневой структуре.

В следующей теореме раскрывается связь между внутренним геометрическим строением
выпуклого множества и внутренним геометрическим строением его граней.

Теорема 5. Пусть F — грань выпуклого множества Q ⊂ X. Тогда
(i) любая открытая компонента E ∈ O(Q) множества Q такая, что E ∩F �= ∅ принад-

лежит F ;
(ii) отношение доминирования �F , определенное на F как на выпуклом множестве, сов-

падает с сужением на F отношения доминирования �Q, определенного на Q;
(iii) любая открытая компонента D ∈ O(F ) грани F является открытой компонентой

множества Q, т. е. O(F ) ⊂ O(Q);
(iv) отношение частичного порядка �∗

F , определенное на O(F ), совпадает с сужением на
O(F ) отношения частичного порядка �∗

Q, заданного на O(Q).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Пусть E ∈ O(Q) — открытая компонента множества Q,
удовлетворяющая условию E∩F �= ∅, и пусть x ∈ E∩F (напомним, что в случае, когда x ∈ E
для E используется обозначение Ex). Так как в силу cледствия 2 FQ(x) := {y ∈ K | y �Q x}
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является минимальной гранью множества Q, содержащей точку x и x ∈ F , то FQ(x) ⊂ F . Из
равенств FQ(x) = FQ(Ex) и E = Ex получаем E ⊂ F .

(ii) Нетрудно видеть, что для любых x, y ∈ F верна импликация y�F x =⇒ y�Qx. Докажем
обратную импликацию. Пусть x, y ∈ F такие, что y�Qx. По определению отношения �Q имеем
тогда x− δ(y − x) ∈ Q при некотором δ > 0. Поскольку x ∈ (x− δ(y − x), y), из того что F —
грань множества Q, заключаем, что x− δ(y−x) ∈ F и, следовательно, y�F x. Таким образом,
y �F x ⇐⇒ y �Q x для любых x, y ∈ F .

(iii) Пусть D ⊂ O(F ). Так как D ⊂ F ⊂ Q, а семейство O(Q) является разбиением Q, то
существует E ∈ O(Q) такое, что E ∩D �= ∅ и, следовательно, E ∩ F �= ∅. Из утверждения (i)
заключаем, что E ⊂ F . Поскольку в силу утверждения (ii) отношения доминирования �F и
�Q совпадают на F , то из E ∩D �= ∅ следует равенство E = D.

(iv) Данное утверждение является следствием (ii). �
Из утверждений теоремы 5 следует, что каждая грань F выпуклого множества Q являет-

ся дизъюнктным объединением принадлежащих ей открытых компонент множества Q, т. е.
F =

⊔{E ∈ O(Q) | E ⊂ F}. Кроме того, для любой грани F выпуклого множества Q
подсемейство {E ∈ O(Q) | E ⊂ F}, частично упорядоченное отношением �∗

Q (равносильно
отношением �∗

F ), также является верхней полурешеткой (точнее, подполурешеткой верхней
полурешетки (O(Q),�∗

Q)) и совпадает с (O(F ),�∗
F ).
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