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Изучается известная гипотеза Д. Хьюза 1959 г. о разрешимости полной группы коллинеаций недез-
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в Коуровской тетради). Эта гипотеза редуцируется к группе автотопизмов, состоящей из коллинеаций,
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множество плоскости. Приведены примеры полуполевых плоскостей порядка 81. Результаты могут быть
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Введение

Хорошо известно, что геометрические свойства проективной плоскости тесно связаны с
алгебраическими свойствами ее координатизирующего множества. Так, конечная дезаргова
проективная плоскость координатизируется полем, плоскость трансляций — квазиполем.

Изучение конечных полуполей и полуполевых плоскостей началось с первых примеров,
построенных Л.Е.Диксоном в 1906 г. Полуполем называется неассоциативное кольцо Q =
(Q,+, ·) с единицей, в котором уравнения ax = b и ya = b однозначно разрешимы для любых
a, b ∈ Q, a 6= 0. Отсутствие ассоциативного закона в полуполе приводит к ряду аномальных
свойств в сравнении с полем, телом и даже почти-полем.

Общая классификация конечных полуполей и квазиполей пока отсутствует, наиболее пол-
ный обзор результатов представлен в монографии [1]. На текущий момент известно 28 классов
полуполей, в том числе и бесконечные серии. Построение новых примеров ведется, помимо
прочего, с масштабным использованием вычислительной техники (см., например, [2]). Наряду

1Работа поддержана Красноярским математическим центром, финансируемым Минобрнауки РФ
(Соглашение 075-02-2024-1429).
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с проблемой перечисления и классификации конечных полуполей актуальной является зада-
ча исследования их автоморфизмов и автотопизмов [3–5], а также построения полуполей и
полуполевых плоскостей с предписанной группой автотопизмов [6].

Классы конечных полуполевых плоскостей, найденных к середине 1950-х гг., обладали
общим свойством, заключающимся в разрешимости группы коллинеаций (автоморфизмов).
Д.Р.Хьюз предположил в 1959 г., что любая конечная проективная плоскость, координати-
зируемая неассоциативным полуполем, имеет разрешимую группу коллинеаций. Эта гипоте-
за представлена в монографии [7, гл. VIII]; доказано также, что гипотеза редуцируется к
разрешимости группы автотопизмов (группы, фиксирующей треугольник). Проблема Хью-
за вызвала интерес широкого круга исследователей, которые доказали разрешимость группы
коллинеаций для обширного списка полуполевых плоскостей с определенными ограничениями.
В 1990 г. проблема была записана Н.Д.Подуфаловым в Коуровской тетради ([8], вопрос 11.76).

Мы выполняем исследования в рамках подхода, основанного на классификации конечных
простых групп и теореме Дж. Томпсона о минимальных простых группах. Метод регулярного
множества позволяет указать условия существования полуполевой плоскости с определенной
подгруппой автотопизмов, а также может быть использован для построения примеров, вклю-
чая компьютерные вычисления. Исключение некоторых групп списка Томпсона из перечня
возможных подгрупп автотопизмов представляется важным шагом на пути решения пробле-
мы Хьюза.

Настоящая статья продолжает исследование [9] о существовании подгруппы автотопиз-
мов, изоморфной диэдральной либо кватернионной группе порядка 8 (см. теорему 1). Как
было доказано, в случае, когда полуполевая проективная плоскость имеет порядок pN , где
p — простое число и p ≡ 1 (mod 4), указанная подгруппа обязательно содержит центральные
коллинеации и не может поэтому содержаться в простой неабелевой группе автотопизмов.
Здесь мы рассматриваем случай характеристики p ≡ −1 (mod 4), имеющий принципиальные
геометрические отличия.

Основным результатом является теорема 2, из которой вытекает необходимое условие суще-
ствования подгрупп автотопизмов, изоморфных диэдральной группе D8 либо кватернионной
группе Q8 и не содержащих гомологий. Это делимость числа N на 4 для порядка полупо-
левой плоскости |π| = pN при характеристике основного поля p ≡ −1 (mod 4). Так как D8

или Q8 содержатся во многих конечных простых неабелевых группах, то имеем следствие 1,
пополняющее перечень исключенных из числа возможных подгрупп автотопизмов.

1. Определения и вспомогательные результаты

Используются основные определения в соответствии с [7; 10]; см. также обозначения [9] и
предшествующих статей первого автора.

Рассмотрим линейное пространство Q, n-мерное над конечным полем GF (ps) (p простое),
и подмножество линейных преобразований R ⊂ GLn(p

s) ∪ {0} с условиями:
1) R состоит из pns квадратных (n× n)-матриц над GF (ps);
2) R содержит нулевую матрицу 0 и единичную матрицу E;
3) для любых A,B ∈ R, A 6= B, разность A−B является невырожденной матрицей.

Множество R называют регулярным множеством. Рассмотрим биективное отображение θ
из Q на R и представим регулярное множество как R = {θ(y) | y ∈ Q}. Определим умноже-
ние на Q правилом x ∗ y = x · θ(y) (x, y ∈ Q). Тогда 〈Q,+, ∗〉 является правым квазиполем
порядка pns [10; 11]. Далее, если R замкнуто по сложению, то 〈Q,+, ∗〉 — полуполе.

Отметим, что если в качестве основного поля используется простое подполе Zp, то отоб-
ражение θ задается с использованием только линейных функций; это значительно упрощает
рассуждения и вычисления (в том числе компьютерные).

Полуполе Q координатизирует проективную плоскость π порядка |π| = |Q|, определенную
следующим образом:
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1) аффинными точками являются элементы (x, y) пространства Q⊕Q;
2) аффинными прямыми являются смежные классы по подгруппам

V (∞) = {(0, y) | y ∈ Q}, V (m) = {(x, xθ(m)) | x ∈ Q} (m ∈ Q);

3) множество всех смежных классов по одной подгруппе есть особая точка;
4) множество всех особых точек есть особая прямая;
5) инцидентность теоретико-множественная.

Разрешимость группы коллинеаций Aut π полуполевой плоскости редуцируется [7, гл. VIII,
§ 6] к разрешимости ее подгруппы автотопизмов Λ (коллинеаций, фиксирующих треугольник).
Без ограничения общности можем считать, что линейные автотопизмы определяются линей-
ными преобразованиями пространства Q⊕Q:

λ : (x, y) → (x, y)

(

A 0
0 B

)

,

где матрицы A и B удовлетворяют условию коллинеации [9; 11]

A−1θ(m)B ∈ R ∀θ(m) ∈ R. (1.1)

Известно [7, гл. IV, теорема 4.3], что любая коллинеация порядка 2 является либо цен-
тральной, либо бэровской.

Коллинеация проективной плоскости называется центральной или перспективностью, ес-
ли она фиксирует поточечно некоторую прямую (ось) и некоторую точку (центр) вместе со
всеми прямыми, проходящими через нее. Если центр инцидентен оси, то коллинеация назы-
вается элацией, иначе — гомологией. Порядок любой элации делит порядок |π| проективной
плоскости, порядок любой гомологии делит |π|−1. Все перспективности в группе автотопизмов
являются гомологиями и образуют циклические подгруппы:

H1 =

{(

X 0
0 E

) ∣

∣

∣

∣

X ∈ R∗

m

}

, H2 =

{(

E 0
0 X

) ∣

∣

∣

∣

X ∈ R∗

r

}

,

H3 =

{(

X 0
0 X

) ∣

∣

∣

∣

X ∈ R∗

l

}

.

Погруппа автотопизмов, порожденная гомологиями, нормальна в Λ. Множества матриц Rl,
Rm, Rr, определяемые с помощью регулярного множества как

Rl = {X ∈ GLn(p
s) ∪ {0} | XT = TX ∀T ∈ R},

Rm = {X ∈ R | XT ∈ R ∀T ∈ R},
Rr = {X ∈ R | TX ∈ R ∀T ∈ R},

называют левым, средним и правым ядрами плоскости π соответственно. Эти подмножества в
GLn(p

s) ∪ {0} изоморфны соответствующим ядрам координатизирующего полуполя Q:

Nl = {x ∈ Q | (x ∗ a) ∗ b = x ∗ (a ∗ b) ∀a, b ∈ Q},
Nm = {x ∈ Q | (a ∗ x) ∗ b = a ∗ (x ∗ b) ∀a, b ∈ Q},
Nr = {x ∈ Q | (a ∗ b) ∗ x = a ∗ (b ∗ x) ∀a, b ∈ Q}.

Плоскость π дезаргова (классическая) тогда и только тогда, когда Q является полем, в
этом случае и R ≃ Q ≃ GF (pns).

Группа автотопизмов полуполевой плоскости нечетного порядка содержит три инволютив-
ных гомологии:

h1 =

(

−E 0
0 E

)

∈ H1, h2 =

(

E 0
0 −E

)

∈ H2, h3 = h1h2 =

(

−E 0
0 −E

)

∈ H3.
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Коллинеация проективной плоскости π порядка m называется бэровской, если она фикси-
рует поточечно подплоскость порядка

√

|π| = √
m (бэровскую подплоскость). В случае, когда

полуполевая плоскость имеет ранг 2 над своим ядром, первые результаты о матричном пред-
ставлении бэровской инволюции τ ∈ Λ и подходящего регулярного множества полуполевой
плоскости были получены М.Билиотти и соавторами в [12]. Мы используем матричное пред-
ставление автотопизмов порядка 2 и 4 из [9] в случае произвольного ранга N .

2. Подгруппы автотопизмов D8 и Q8 при p ≡ 1 (mod 4)

Вопрос о подгруппах автотопизмов, изоморфных D8 либо Q8, объясняется тем, что такие
подгруппы содержатся в силовской 2-подгруппе значительного количества простых неабеле-
вых групп. Введем необходимые обозначения (подробнее см. в [9]).

Пусть π — недезаргова полуполевая плоскость порядка pN (p > 2 простое). Если группа
автотопизмов Λ содержит бэровскую инволюцию τ , то N = 2n четно и базис 4n-мерного
линейного пространства над Zp может быть выбран так, что

τ =

(

L 0
0 L

)

, L =

(

−E 0
0 E

)

. (2.1)

Регулярное множество R в GL2n(p) ∪ {0} состоит из матриц

θ(V,U) =

(

m(U) f(V )
V U

)

, (2.2)

где V ∈ Q; U ∈ K; Q,K — регулярные множества в GLn(p) ∪ {0}; K — регулярное множе-
ство бэровской подплоскости πτ ; m, f — аддитивные инъективные отображения из K и Q в
GLn(p) ∪ {0}; m(E) = E. Всюду далее блоки-подматрицы имеют по умолчанию одинаковую
размерность.

Продолжая исследования [9], мы изучаем условия существования в группе автотопизмов

Λ =

{(

A 0
0 B

) ∣

∣

∣

∣

A,B ∈ GLN (p), A−1θ(m)B ∈ R ∀θ(m) ∈ R

}

подгрупп следующего вида:

H = 〈α, β | α4 = β2 = 1, βαβ = α−1〉 ≃ D8, (2.3)

F = 〈α, β | α4 = β4 = 1, α2 = β2, βαβ = α〉 ≃ Q8. (2.4)

В случае p ≡ 1 (mod 4) в [9] приведено матричное представление автотопизмов α, β, γ и
указано, что подгруппы H и F обязательно содержат гомологию h3:

α =









−iE 0 0 0
0 iE 0 0
0 0 −iE 0
0 0 0 iE









hk1
1
hk2
2
,

β =









0 E 0 0
E 0 0 0
0 0 0 E
0 0 E 0









, γ =









0 E 0 0
−E 0 0 0
0 0 0 E
0 0 −E 0









,

(2.5)

где i ∈ Zp, i
2 = −1, k1, k2 ∈ {0, 1}. Основной результат [9] представлен в теореме 1.
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Теорема 1. Пусть π — недезаргова полуполевая плоскость порядка pN , p — простое,

p ≡ 1 (mod 4). Группа автотопизмов Λ содержит подгруппу H ≃ D8 (2.3) тогда и только

тогда, когда Λ содержит подгруппу F ≃ Q8 (2.4). В этом случае N = 2n ≥ 4, подгруп-

пы H и F содержат инволютивную гомологию h3, плоскость π допускает бэровскую инво-

люцию τ (2.1). Базис линейного пространства может быть выбран так, что H = 〈α, β〉,
F = 〈α, γ〉, где автотопизмы имеют вид (2.5). Регулярное множество R состоит из мат-

риц (2.2), где V ∈ Q, U ∈ K, множества Q,K ⊂ GLn(p) ∪ {0} замкнуты по сложению.

Аддитивные инъекции m : K → K и f : Q → Q являются нетривиальными инволютивными

отображениями.

Случай характеристики p ≡ −1 (mod 4) имеет значительное отличие, связанное с геомет-
рическим смыслом автотопизма порядка 4.

3. Подгруппы автотопизмов D8 и Q8 при p ≡ −1 (mod 4)

Пусть теперь π — полуполевая проективная плоскость порядка pN , где p ≡ −1 (mod 4).
Основное поле Zp не содержит элемента i с условием i2 = −1, поэтому матрица с минимальным
многочленом λ2 + 1 не имеет жордановой нормальной формы. Очевидно, она имеет четную
размерность 2m× 2m и сопряжена с блочной матрицей вида













0 1 . . . 0 0
−1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 0 1
0 0 . . . −1 0













,

вместо которой удобнее использовать сопряженную матрицу S =

(

0 E
−E 0

)

.

Пусть α — автотопизм порядка 4. Обсуждая вопрос о существовании простых неабелевых
подгрупп автотопизмов, мы исключаем из рассмотрения случаи, когда инволюция α2 является
гомологией, поскольку гомологии порождают нормальную подгруппу автотопизмов. Таким об-
разом, полагаем, что α2 = τ — бэровская инволюция, фиксирующая поточечно бэровскую под-
плоскость πτ = {(0, x, 0, y)}. Здесь все векторы — размерности N/2, N четно. Нам будет удобно
использовать также множество точек π1 = {(x, 0, y, 0)}, π = π1 ⊕πτ . Регулярными множества-
ми бэровских подплоскостей πτ и π1 являются соответственно K и m(K) = {m(U) | U ∈ K}
(проверяется непосредственно умножением на матрицу θ(0, U)).

В силу перестановочности автотопизмов α и τ матрица α блочно-диагональная, α =
diag(A1, A2, B1, B2). Обозначим через α0 ограничение α на подплоскость πτ , α1 — на π1,

α0 =

(

A2 0
0 B2

)

, A2
2 = B2

2 = E, α1 =

(

A1 0
0 B1

)

, A2
1 = B2

1 = −E, α2
1 = h3.

Тогда автотопизм α0 подплоскости πτ может быть либо тождественным, либо одной из гомо-
логий h1, h2, h3, либо бэровской инволюцией. В отличие от “хорошей” характеристики p ≡ 1
(mod 4) все эти случаи можно реализовать, что показано при построении примеров.

В следующей теореме приведена редукция задачи о подгруппах D8 и Q8 без гомологий на
бэровские подплоскости, приведено матричное представление подгрупп.

Теорема 2. Пусть π — недезаргова полуполевая плоскость порядка pN , p — простое,

p ≡ −1 (mod 4), группа автотопизмов Λ содержит подгруппу H, изоморфную D8 или Q8, в

которой нет гомологий. Тогда N делится на 4 и, с точностью до умножения элементов H
на центральные гомологии hi, можно полагать, что либо
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1) α =









S 0 0 0
0 E 0 0
0 0 S 0
0 0 0 E









, β =









C 0 0 0
0 L 0 0
0 0 C 0
0 0 0 L









, либо

2) N делится на 8, α =









S 0 0 0
0 L 0 0
0 0 S 0
0 0 0 L









, β =









C 0 0 0
0 L2 0 0
0 0 C 0
0 0 0 L2









.

Здесь CS = −SC; L2 =

(

L 0
0 L

)

. В случае H ≃ D8 должно быть C2 = E, и C2 = −E при

H ≃ Q8. Подгруппа H индуцирует на бэровских подплоскостях πτ и π1 подгруппы H0 и Hα.

Подгруппа H0 — порядка 2 или элементарная абелева порядка 4, ее инволюции бэровские.

Подгруппа Hα изоморфна D8 или Q8 соответственно и содержит гомологию h3.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим сначала более подробно случай H ≃ D8.
Если автотопизм 4-го порядка α действует на бэровской подплоскости πτ как гомология hi,

то подгруппа 〈αhi, β〉 снова изоморфна D8 и не содержит гомологий, поэтому эти случаи можно
исключить из рассмотрения. Остаются, таким образом, два варианта: α0 тождественный или
α0 — бэровская инволюция подплоскости πτ . В первом случае A2 = B2 = E, во втором базиc
πτ можно выбрать так, что A2 = B2 = L. В обоих случаях из условия коллинеации имеем
A1 = B1. За счет выбора базиса подплоскости π1 можно полагать A1 = B1 = S (необходима
делимость N на 4).

Из перестановочности β и τ следует блочная диагональность β = diag(C1, C2,D1,D2), огра-
ничения на бэровские подплоскости β0 = diag(C2,D2) и β1 = diag(C1,D1) либо тождественны,
либо гомологии hi, либо бэровские инволюции. Может реализоваться только последний слу-
чай, поскольку иначе нетривиальный автотопизм β, или βhi, или βτ фиксирует точек больше,
чем в бэровской подплоскости; это невозможно. Итак, β0 — бэровская инволюция. В случае
α0 = ε можно выбрать базис подплоскости πτ так, что C2 = D2 = L. Во втором случае бэ-
ровские инволюции β0 и α0 перестановочны, поэтому N/2 делится на 4, и выбором базиса
приводим к C2 = D2 = L2. Из условия коллинеации снова имеем C1 = D1 = C.

Заметим дополнительно, что в подгруппе Hα автотопизм β1 = diag(C,C) обязательно яв-
ляется бэровской инволюцией (не тривиален, не гомология).

Для H ≃ D8 теорема доказана.

В случае H ≃ Q8 рассуждения аналогичные. Так как теперь β — элемент порядка 4, а
не инволюция, следует дополнительно рассмотреть случай его тождественного действия на
бэровской подплоскости πτ : β = diag(C,E,C,E) при α = diag(S,E, S,E). Он исключается с
применением условия коллинеации на автотопизмы α и β. Действительно, для любой матри-
цы θ(V,U) из регулярного множества должно быть выполнено условие (1.1)

(

−S 0
0 E

)(

m(U) f(V )
V U

)(

S 0
0 E

)

∈ R

аналогично с матрицей C. Тогда для всех U ∈ K и V ∈ Q должны быть выполнены следующие
условия:

V S ∈ Q, V C ∈ Q, f(V S) = −Sf(V ), f(V C) = −Cf(V ),

m(U)S = Sm(U), m(U)C = Cm(U).

Последние два условия показывают, что матрицы S и C обе принадлежат левому ядру бэ-
ровской подплоскости π1, т. е. централизатору регулярного множества m(K) = {m(U) | U ∈ K}.
Это поле, в мультипликативной группе которого два элемента S и C порядка 4 должны быть
связаны условием C = S−1. При этом подгруппа 〈α, β〉 абелева, а не кватернионная.

Теорема полностью доказана. �
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Подробное рассмотрение описанных в теореме случаев предоставит условия на матрицы
θ(V,U) регулярного множества. Использование условия коллинеации уточнит вид функций m
и f , а также множеств Q и K (аналогично рассуждениям в доказательстве выше). Заметим,
что в общем случае, в отличие от K, множество Q не обязательно содержит единичную мат-
рицу: причиной могут послужить многократные замены базиса линейного пространства. Для
произвольной размерности N > 4 такие расчеты достаточно сложны и не всегда эффективны.

Как показывает теорема 2, для построения примера полуполевой плоскости порядка pN ,
допускающей диэдральную или кватернионную подгруппу автотопизмов порядка 8 без гомо-
логий, следует сначала построить регулярное множество полуполевой плоскости порядка pN/2,
допускающей такую подгруппу, но с гомологией h3 в качестве центральной инволюции. Реа-
лизация этого алгоритма намечена целью дальнейших исследований.

З а м е ч а н и е. В случае 1 для H ≃ D8 можно записать автотопизмы α и β и проще. Дей-
ствительно, выбор базиса в π1 приведет к β1 = diag(L,L), меняя матрицу S на S′ с условиями
LS′ = −S′L и S′2 = −E. Тогда, как нетрудно проверить,

S′ =

(

0 B
−B−1 0

)

и новая замена базиса в π1 с матрицей перехода T = diag(E,B,E,B) не меняет β1, при-
водя к α1 = diag(S, S). Окончательно имеем, таким образом, α = diag(S,E, S,E) и β =
diag(L,L,L,L). Условие коллинеации в этом случае позволяет записать регулярное множе-
ство m(K) подплоскости π1 в виде множества матриц

m(K) =

{(

µ(Y ) ϕ(X)
X Y

) ∣

∣

∣

∣

X ∈ KX , Y ∈ KY

}

,

где µ(µ(X)) = X для всех X ∈ KX и ϕ(ϕ(Y )) = Y для всех Y ∈ KY . Построение примеров
начинается с действия на бэровской подплоскости в π1 порядка pN/4 с регулярным множе-
ством KY .

Сравнивая случаи характеристики p ≡ ±1 (mod 4), необходимо отметить существенное
различие: при p ≡ −1 (mod 4) из существования подгруппы автотопизмов H ≃ D8 не следует
наличие подгруппы F ≃ Q8, и наоборот. Это будет продемонстрировано примерами ниже. С
другой стороны, для случая p ≡ 1 (mod 4) невозможна редукция к подгруппам на бэровских
подплоскостях.

Применяя результаты Д. Голдшмидта о сильно замкнутых подгруппах ([13], см. также
Д. Горенстейн [14]), пополняем перечень простых неабелевых групп, которые не могут содер-
жаться в группе автотопизмов.

Следствие 1. Пусть π — недезаргова полуполевая плоскость порядка pN , где p > 2 —

простое, p ≡ −1 (mod 4), N не делится на 4. Тогда ее группа автотопизмов Λ не содержит

простых неабелевых подгрупп, за исключением, возможно, следующих: PSL(2, 2n), n ≥ 2,
PSU(3, 2n), n ≥ 2, Sz(2n), n нечетно, n > 1, PSL(2, q), q ≡ ±3 (mod 8), J1 или 2G2(3

n),
n нечетно, n > 1.

4. Примеры

В случае характеристики p ≡ 1 (mod 4) примеры полуполевых плоскостей с диэдраль-
ной и с кватернионной подгруппами автотопизмов представлены в [9]. При p ≡ −1 (mod 4)
минимальный порядок плоскости, удовлетворяющей условиям теоремы 2, равен 81.

Первым автором в статье [15] представлены все, с точностью до изоморфизма, полуполе-
вые плоскости порядка 81, допускающие бэровскую инволюцию (τ вида (2.1), за счет выбора



Неабелевы подгруппы автотопизмов порядка 8 97

Т а б л и ц а 1

Плоскость |Nl|, |Nm|, |Nr| |Λ| n2 B2 n4 B4 F1 F2

A1 3,3,9 256 7 4 88 4

(

1 1
1 0

) (

2 2
1 2

)

A2 3,3,9 512 7 4 216 4

(

1 0
2 2

) (

2 2
2 1

)

B1 3,9,3 256 7 4 88 4

(

1 0
1 1

) (

1 2
2 0

)

B2 3,9,3 512 7 4 216 4

(

1 0
2 2

) (

0 1
2 0

)

C1 9,3,3 256 7 4 88 4

(

1 0
0 1

) (

1 2
2 2

)

C2 9,3,3 512 7 4 216 4

(

1 0
0 1

) (

0 1
1 2

)

D1 9,9,9 1024 7 4 56 8

(

1 0
0 1

) (

2 2
2 0

)

D2 9,9,9 2048 103 100 600 8

(

1 1
1 0

) (

1 2
2 2

)

базиса). Таких плоскостей точно 8, их регулярное множество в GL4(3)∪{0} состоит из матриц
вида (2.2), где Q и K – поля порядка 9 в GL2(3) ∪ {0}. В подходящем базисе имеем

Q = K = {xD + yE | x, y ∈ Z3}, D =

(

1 1
1 0

)

.

Линейные функции m и f представимы в виде

m(xD + yE) = xM + yE, f(xD + yE) = xF1 + yF2, M =

(

0 2
2 1

)

,

матрицы F1 и F2 перечислены в табл. 1. Таблица 1 содержит также информацию о порядках
ядер, порядке группы автотопизмов Λ. В ней nk — число автотопизмов порядка k; Bk —
число бэровских коллинеаций порядка k. Количество автотопизмов порядков 2 и 4 получено
непосредственным компьютерным перебором с проверкой условия коллинеации.

Группа автотопизмов Λ является 2-группой и поэтому разрешима. Подгруппу, изоморф-
ную D8 или Q8, будем искать в централизаторе бэровской инволюции τ = α2 (см. рассуж-
дения выше). Так как для плоскостей A1–D1 число инволюций в Λ равно 7, то они вместе с
тождественным автотопизмом образуют элементарную абелеву подгруппу 〈τ, h1, h2〉, поэтому
перечисленные плоскости не допускают H ≃ D8 без гомологий.

Среди 100 бэровских инволюций плоскости D2 попадают в CΛ(τ) только 7 — те же τ ,
hi и τhi. Следовательно, окончательно имеем результат.

Предложение 1. Не существует недезарговых полуполевых плоскостей порядка 81 с

подгруппой автотопизмов H ≃ D8 без гомологий.

Для поиска подгрупп автотопизмов, изоморфных Q8, выделим сначала автотопизмы α по-
рядка 4 с условием α2 = τ . У плоскостей A2 и C1 таких автотопизмов нет, у плоскостей B1, B2,
C2 их 8, у A1 и D1 — 32, у плоскости D2 таких автотопизмов 72. Далее в списке автотопизмов
порядка 4 формируем пары (α, β) с условием βαβ = α. С точностью до перехода к обратному
элементу получаем 19 различных кватернионных подгрупп автотопизмов плоскости D2 и ни
одной – для всех остальных.
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Предложение 2. Существует единственная недезаргова полуполевая плоскость поряд-

ка 81, в группе автотопизмов которой есть подгруппы кватернионов порядка 8 без гомоло-

гий.

Таким образом, даже пример минимального порядка показывает неэквивалентность усло-
вий существования подгрупп D8 и Q8 без гомологий в группе автотопизмов при характеристике
p ≡ −1 (mod 4).

Заключение

Как видим, свойства и строение группы автотопизмов полуполевой плоскости могут су-
щественно различаться для характеристик p ≡ ±1 (mod 4). В случае размерности N 6= 4n
координатизирующего полуполя над простым подполем даже для “плохой” характеристики
p ≡ −1 (mod 4) доказанный результат пополняет перечень простых неабелевых групп, кото-
рые не могут содержаться в группе автотопизмов.

Говоря об изучении проблемы Хьюза о разрешимости полной группы коллинеаций конеч-
ной недезарговой полуполевой плоскости, мы полагаем возможным использование доказанных
результатов в дальнейших исследованиях. Примененный метод полезен как для рассмотрения
простых неабелевых групп и исключения обширного их списка из перечня возможных групп
автотопизмов, так и для построения примеров полуполевых плоскостей малого ранга.
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