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В данной работе рассматривается вопрос о дополняемости пространства Cp(X) в пространстве Cp(Y )
для счетных разреженных метризуемых пространств X и Y . Говорят, что пространство Cp(X) дополняе-

мо вкладывается в пространство Cp(Y ), если существует линейный гомеоморфизм Cp(X) на дополняемое

подпространство L ⊂ Cp(Y ). Доказано, что если для некоторого ординала α производная X(α·ω) 6= ∅,

а Y (ω) = ∅, то пространство Cp(X) дополняемо не вкладывается в пространство Cp(Y ). Наряду с X(α)

рассматриваются производные X{α}, которые определяются аналогично X(α) отбрасыванием точек, об-

ладающих компактной окрестностью. Доказано, что если X{α} 6= ∅, а Y {α} = ∅, то пространство Cp(X)
дополняемо не вкладывается в пространство Cp(Y ). Доказано также, что если X{α} = Y {α} = ∅,

X{α−1} — локально компактное некомпактное пространство, а Y {α−1} — компакт, то пространство Cp(X)
дополняемо не вкладывается в пространство Cp(Y ). Для доказательства используется метод разложения

пространства Cp(X) в счетное произведение пространств Cp(Xn) и существование непрерывного линей-

ного оператора продолжения T : Cp(L) −→ Cp(X) для замкнутого подмножества L ⊂ X.
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1. Предварительные сведения

Вопросы о линейной гомеоморфной классификации пространств непрерывных функ-
ций Cp(X) для счетных метризуемых пространств X рассматриваются в работах [1–4]. Для
локально компактных метризуемых пространств X вопрос об l-эквивалентности изучен в ра-
боте [1]. Для пространств X, не являющихся локально компактными, полная линейная го-
меоморфная классификация получена в работе [2] при X(ω) = ∅. В статье [5] аналогичный
результат представлен для пространств непрерывных ограниченных функций C∗

p(X). Для нор-
мированных пространств непрерывных ограниченных функций подобные вопросы изучались
только в частных случаях. В работе [6], например, показано, что не существует линейного
непрерывного оператора пространства l∞(c0) на пространство c0(l∞). В [7] доказано, что про-
странства ограниченных непрерывных функций BC(X) и BC(Y ) не являются линейно гомео-
морфными, если X локально компактно, а Y таковым не является.
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В данной работе изучаются вопросы о дополняемости пространства Cp(X) в простран-
стве Cp(Y ) для счетных метрических разреженных пространств X и Y .

Всюду в дальнейшем X, Y — метрические пространства. Мы будем использовать следую-
щие свойства метрических пространств:

(1) Если X — счетное метрическое пространство, то X нульмерно [8, с. 286].
(2) Если X — нульмерное метрическое пространство и {Un}

∞
n=1 — открытое покрытие про-

странства X, то существует открыто-замкнутое покрытие {Hn}
∞
n=1 такое, что Hn ⊂ Un и

Hn ∩Hm = ∅ при n 6= m [8, с. 288].
(3) Если X — нульмерное метрическое пространство и F ⊂ X — непустое замкнутое под-

множество, то F является ретрактом пространства X [8, с. 298].
Cp(X) — пространство непрерывных вещественнозначных функций на X, наделенное то-

пологией поточечной сходимости. Если X — компакт, то C(X) — банахово пространство с
нормой ‖f‖= max

x∈X
|f(x)| для f ∈ C(X).

Запись X ∼ Y означает, что X гомеоморфно Y .

Если для всех n ∈ N справедливо Xn ⊂ X, то X =
∞⊔
n=1

Xn означает, что X =
∞⋃
n=1

Xn,

все Xn открыто-замкнуты в X и Xn ∩Xm = ∅ при m 6= n.
Пусть запись Cp(X) ≃ Cp(Y ) предполагает, что Cp(X) линейно гомеоморфно Cp(Y ).
Для линейных замкнутых подпространств L и M из Cp(X) запись L ⊕ M означает, что

L+M = Cp(X) и L ∩M = {0}.
Линейное подпространство L ⊂ Cp(X) будем называть дополняемым, если существует

непрерывный линейный проектор P : Cp(X)
на

−→ L. Заметим, что дополняемые подпростран-
ства являются замкнутыми и если M = P−1(0), то Cp(X) = L ⊕ M , т. е. любой элемент
f ∈ Cp(X) единственным образом представим в виде f = l + m, где l ∈ L,m ∈ M . Извест-
но, что если P и Q — два линейных непрерывных проектора на подпространство L ⊂ X,
то P−1(0) ≃ Q−1(0), иначе говоря, все дополнения к подпространству L являются линейно
гомеоморфными.

Если F ⊂ X — замкнутое подмножество, то Cp(X|F ) = {f ∈ Cp(X) : f |F ≡ 0}.

Предложение 1. Пусть X — метрическое пространство. F ⊂ X — непустое замкну-

тое подмножество и r : X
на

−→ F — непрерывная ретракция. Тогда подпространство

LF = {g ◦ r : g ∈ Cp(F )} ⊂ Cp(X) — дополняемое подпространство в Cp(X), LF ≃ Cp(F )
и Cp(X) = LF ⊕ Cp(X|F ) ≃ Cp(F )×Cp(X|F ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим отображение T : Cp(F ) −→ Cp(X), Tg = g ◦ r.
Нетрудно видеть, что T — линейная непрерывная биекция пространства Cp(F ) на подпро-
странство LF ⊂ Cp(X) и оператор сужения RF : LF −→ Cp(F ) является непрерывным об-

ратным к оператору T . Оператор P = T ◦ RF : Cp(X)
на

−→ LF , Pf = f |F ◦ r, является
непрерывным линейным проектором, причем P−1(0) = {f ∈ Cp(X) : f |F ≡ 0}. Следовательно,
Cp(X) = LF ⊕ Cp(X|F ) ≃ Cp(F )× Cp(X|F ). �

Если X =
∞⊔
n=1

Xn, то, очевидно, Cp(X) ≃
∞∏
n=1

Cp(Xn) и все Cp(Xn) дополняемы в простран-

стве Cp(X). Мы обозначаем s = Rℵ0 , c0 = {{xn} ∈ Rℵ0 : lim
n−→∞

xn = 0}, а

( ∞∏
n=1

Cp(Xn)
)
c0

=
{
{fn}

∞
n=1 ∈

∞∏
n=1

Cp(Xn) : {n ∈ N : ‖fn‖> ε} конечно для ∀ ε > 0
}
,

где ‖fn‖= sup
x∈Xn

|fn(x)|.

Известно (см. [9]), что в пространстве s все замкнутые линейные подпространства, а сле-
довательно и дополняемые, либо конечномерны, либо линейно гомеоморфны s.

Для произвольного ординала α обозначим через X(α) производную порядка α, определя-
емую по трансфинитной индукции: X(0) = X, X

′
— множество неизолированных точек в X,
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X(α) = (X(α−1))
′

для непредельного ординала α и X(α) =
⋂

X
β<α

(β) для предельного ордина-

ла α.
Аналогично определяется X{α} : X{0} = X, X{0} — множество точек в X, не имеющих

компактной окрестности в X, X{α} =
(
X{α−1}

){1}
, если α — непредельный ординал, и X{α} =⋂

X
β<α

{β}, если α — предельный ординал (см. [5]).

Если X — разреженное пространство, т. е. любое подмножество в X имеет изолированную
точку, то существует ординал α, для которого X(α) = ∅. Наименьший ординал α, для которого
X(α) = ∅, будем обозначать через κ(X). Наименьший ординал α, для которого X{α} = ∅,
обозначим как h(X) и будем называть высотой пространства X. Отметим следующие свойства
подмножеств X{α} ⊂ X.

(i) Для любого ординала α X{α} — замкнутое подмножество в X.

(ii) Если X1 ⊂ X — замкнутое подмножество, то X
{α}
1 ⊂ X{α}.

(iii) Если X1 ⊂ X — открыто-замкнутое подмножество, то X
{α}
1 = X1 ∩X{α}.

(iv) Пусть X — счетное разреженное метрическое пространство, h(X) = α и α = (α−1)+1.

Тогда либо X{α−1} — непустой компакт, либо X =
⊔

:∈N
Vn, где V

{α−1}
n — непустые компакты

для всех n ∈ N.
(v) Пусть X — счетное разреженное метрическое пространство, h(X) = α и α — предельный

ординал. Тогда X =
⊔
n∈N

Xn, причем для любого n ∈ N существует ординал αn < α такой, что

X
{αn}
n = ∅.

Свойства (i)–(iii) очевидны.

Д о к а з а т е л ь с т в о п. (iv). Поскольку X{α} = ∅ и α — непредельный ординал, то
X{α−1} — локально компактное счетное метрическое пространство, а значит, X{α−1} нуль-
мерно. Пусть X{α−1} = {xn : n ∈ N} и X{α−1} не является компактным. Для каждой точки
xn ∈ X{α−1} пусть U(xn) — компактная открыто-замкнутая в X{α−1} окрестность. Положим
Kn = U(xn) \

⋃
k<n

U(xk). Ясно, что Kn — компактные открыто-замкнутые попарно непересека-

ющиеся подмножества в X{α−1} и X{α−1} =
⊔
n∈N

Kn. Не нарушая общности, можно считать, что

Kn 6= ∅. Пусть теперь {U(Kn)}
∞
n=1 — открыто-замкнутые попарно непересекающиеся окрест-

ности компактов Kn в пространстве X и U(xm) — открыто-замкнутые окрестности точек xm,
где {xm : m ∈ N} = X \X{α−1} и U(xm)∩X{α−1} = ∅. Получаем открыто-замкнутое покрытие
{U(Kn)}

∞
n=1 ∪ {U(xm)}∞m=1.

По свойству (2) метрических пространств существуют открыто-замкнутые попарно непе-
ресекающиеся множества {Wn}

∞
n=1 ∪ {{W

′

m}∞m=1}, такие что Wn ⊂ U(Kn), W
′

m ⊂ U(xm).
По свойству (iii)

W {α−1}
n = Wn ∩X{α−1} = U(Kn) ∩X{α−1} = Kn

и (W
′

m){α−1} = W
′

m ∩X{α−1} ⊂ U(xm)∩X{α−1} = ∅. Полагаем Vn = Wn

⊔
W

′

n. Тогда V
{α−1}
n =

Wn ∩X{α−1} = Kn. �

Д о к а з а т е л ь с т в о п. (v). Рассмотрим последовательность ординалов {αn}
∞
n=1 та-

кую, что lim
n→∞

αn = α. Тогда X{α} =
⋂
n∈N

X{αn} = ∅. Следовательно, X =
∞⋃
n=1

(X \X{αn}), где

X \X{αn} — открытые подмножества в X. По свойству (2) X =
∞⊔
n=1

Xn, где Xn ⊂ X \X{αn},

Xn — открыто-замкнутые и Xn ∩Xm = ∅. По свойству (ii) X
{αn}
n = Xn ∩X{αn} = ∅. �

Из свойства (v) следует

Предложение 2. Пусть X — счетное разреженное пространство, h(X) = α и α —

предельный ординал. Тогда Cp(X) ≃
∞∏
n=1

Cp(Xn), где X
{αn}
n = ∅ для некоторого αn < α. �
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Предложение 3. Пусть X — счетное разреженное метрическое пространство,

h(X) = α и α = (α− 1) + 1. Тогда

(a) если X{α−1} компакт, то Cp(X) ≃
( ∞∏

n=1
Cp(Vn)

)
c0

, где V
{α−1}
n = ∅, т. е. h(Vn) ≤ α− 1

для всех n ∈ N;

(b) если X{α−1} — локально компактное некомпактное пространство, то Cp(X) ≃
∞∏
n=1

Cp(Xn), где X
{α−1}
n 6= ∅ и компактно для любого n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (a) X{α−1} — компакт. По предложению (1) Cp(X) ≃
Cp

(
X{α−1}

)
×Cp

(
X|X{α−1}

)
. Пусть {Uk}

∞
k=1 — фундаментальная система открыто-замкнутых

компактных окрестностей компакта X{α−1}. Тогда X \X{α−1} =
∞⊔
k=1

(Uk \ Uk+1), где U1 = X.

Так как множества Uk \ Uk+1 открыто-замкнутые, то Cp(X|X{α−1}) =
( ∞∏

k=1

Cp(Uk \ Uk+1)
)
c0

.

Полагая V1 = X{α−1}, Vk = Uk−1 \ Uk для k ≥ 2, получаем доказательство случая (a).

(b) Пусть X{α−1} — локально компактное некомпактное множество. Тогда по свойству (iv)

X =
∞⊔
k=1

Xn, где X{α−1} — непустой компакт для любого n ∈ N. Следовательно, Cp(X) =

∞∏
n=1

Cp(Xn). �

Предложение 4. Пусть Y {α} 6= ∅. Тогда в пространстве Cp(Y ) есть дополняемое под-

пространство, линейно гомеоморфное
( ∞∏

n=1

( ∞∏
i=1

Cp(Uin)
))

c0
и если α — предельный ординал,

то для каждого n ∈ N существует ординал αn такой, что U
{αn}
in 6= ∅ для любого i ∈ N,причем

lim
n
αn = α. Если же α — непредельный ординал, то U

{α−1}
in 6= ∅ для всех i, n ∈ N.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как Y — счетное метрическое пространство, то Y нульмер-
но и, следовательно, для любой точки y ∈ Y существует счетная база открыто-замкнутых
окрестностей By = {U(y, rk)}

∞
k=1, где U(y, rk) = {y′ ∈ Y : ρ(y′, y) < rk} и ρ — метрика в

пространстве Y . Поскольку Y разреженно, в Y {α} существует изолированная точка y∗.

С л у ч а й 1. α — непредельный ординал.

В этом случае точка y∗ ∈ Y {α} ⊂ Y {α−1} не имеет компактной окрестности в Y {α−1},
а значит и в Y . Рассмотрим последовательность открыто-замкнутых в Y {α−1} подмножеств
{U(y∗, rk) \U(y∗, rk+1)}

∞
k=2 ∩ Y {α−1}. Из этой последовательности можно выделить последова-

тельность некомпактных подмножеств {U(y∗, rkn) \U(y∗, rkn+1)} ∩Y {α−1}. Для каждого n ∈ N

пусть Ln = {yni }
∞
i=1 — замкнутое дискретное подмножество в {U(y∗, rkn)\U(y∗, rkn+1)}∩Y

{α−1}.
Тогда множество L = {yni : i ∈ N, n ∈ N} ∪ {y∗} — замкнутое подпространство в Y с одной
предельной точкой y∗ и для любого i ∈ N lim

n−→∞
yni = y∗.

Поскольку семейство одноточечных множеств {{yni } : i ∈ N} дискретно, существуют
открыто-замкнутые попарно непересекающиеся окрестности Uin = U(yni , r

n
i ) ⊂ Y , такие что

rni <
1

in
. Множество Uin открыто-замкнуто и yni ∈ Uin, поэтому U

{α−1}
in 6= ∅. Нетруд-

но видеть, что подмножество M =
⊔
i,n

U(yni , r
n
i )

⊔
{y∗} — замкнутое подмножество в Y и

Cp(M |{y∗}) ≃
( ∞∏

n=1

( ∞∏
i=1

Cp(U(yni , r
n
i ))

))
c0

. Для любого f ∈ Cp(M |{y∗}) определим функцию

∼
f(y) =

{
f(y), y ∈ M,
0, y /∈ M.
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Все множества Uin открыто-замкнутые, отсюда функция
∼
f ∈ Cp(Y |{y∗}). Отображение V :

Cp(M, {y∗}) −→ Cp(Y |{y∗}), V (f) =
∼
f — линейный гомеоморфизм пространства Cp(M |{y∗})

на замкнутое подпространство Z ⊂ Cp(Y |{y∗}). Оператор P : Cp(Y |{y∗}) −→ Z Ph =

V (h|M ) = h̃|M — линейный непрерывный оператор проектирования Cp(Y |{y∗}) на подпро-
странство Z. Это означает, что подпространство Cp(M |{y∗}) дополняемо вкладывается в про-
странство Cp(Y |{y∗}), а следовательно и в Cp(Y ).

С л у ч а й 2. В этом случае, как и в предыдущем, выбираем изолированную в Y {α} точ-
ку y∗. Пусть {αn}

∞
n=1 — возрастающая последовательность ординалов такая, что α = lim

n−→∞
αn.

Поскольку для любого n ∈ N y∗ ∈ Y {αn}, то при любом k ∈ N множества U(y∗, rk) ∩ Y {αn}

некомпактны. Выбираем замкнутое дискретное множество {y1i }
∞
i=1 ⊂ U(y∗, r1) ∩ Y {α1}. Затем

выбираем окрестность U(y∗, rk2) такую, что U(y∗, rk2) ∩ {y1i }
∞
i=1 = ∅, и замкнутое дискретное

множество {y2i }
∞
i=1 ⊂ U(y∗, rk2) ∩ Y {α2} и т. д. Тогда множество L = {yni : i, n ∈ N} ∪ {y∗} —

замкнутое подпространство в Y с одной предельной точкой y∗ и {yni }
∞
i,n=1 ∈ Y {αn}. Далее,

как и в случае (a) предложения 3, получаем дополняемое подпространство в Cp(Y ), линейно

гомеоморфное
( ∞∏

n=1

( ∞∏
i=1

Cp(Uin)
))

c0
, где U

{αn}
in 6= ∅ для любого i ∈ N. �

2. Основные результаты

Теорема 1. Пусть X, Y — метрические пространства, X =
⊔
n∈N

Xn, K ⊂ Y — компакт

и T : Cp(X) → Cp(Y ) — непрерывное линейное отображение. Тогда существуют открытое

множество U ⊃ K и n0 ∈ N такие, что для любой функции f ∈ Cp(X) выполнено условие

f | n0⊔

n=1
Xn

≡ 0 ⇒ Tf |U≡ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что утверждение теоремы неверно. Рассмотрим
множество U1 = {y ∈ Y : ρ(y,K) < 1} и n = 1. По предположению, найдется функция
f1 ∈ Cp(X) такая, что f1 |X1≡ 0, а Tf1 |U1 6= 0, т. е. Tf1(y1) 6= 0 для некоторой точки y∈U1 Далее
рассмотрим множество U2 =

{
y ∈ Y : ρ(y,K) < 1/2

}
и n = 2. По предположению найдется

функция f2 ∈ Cp(X) такая, что f2 |X1
⊔

X2
≡ 0, а Tf2(y2) 6= 0 для некоторой точки y2 ∈ U2.

Продолжая этот процесс, мы получим последовательность функций fn ∈ Cp(X), f | n⊔

k=1
Xk

≡ 0,

таких что Tfn(yn) 6= 0 для некоторых yn ∈ Un =
{
y ∈ Y : ρ(y,K) < 1/n

}
. Поскольку для любой

последовательности чисел {cn} ⊂ R последовательность функций {cnfn}
∞
n=1 ⊂ Cp(X) сходится

к нулевой функции, а отображение T непрерывно, то и последовательность {cnTfn}
∞
n=1 ⊂

Cp(Y ) также сходится к нулевой функции. Следовательно, для любой точки y ∈ Y множество
{n : Tfn(y) 6= 0} конечно. Отсюда вытекает, что существует подпоследовательность {fnk

}∞k=1 ⊂
Cp(X) такая, что

Tfnk
(ynk

) 6= 0, но Tfnm(ynk
) = 0 при m > k. (2.1)

Теперь выберем последовательность чисел {ck}
∞
k=1 ⊂ R так, чтобы

c1Tfn1(yn1) > 1, c1Tfn1(yn2)+c2Tfn2(yn2) > 2 . . . c1Tfn1(ynk
)+ . . . ckTfnk

(ynk
) > k . . . (2.2)

Поскольку ряд
∞∑
k=1

ckfnk
сходится в пространстве Cp(X), мы можем рассмотреть функцию

f =
∞∑
k=1

ckfnk
и функцию Tf =

∞∑
k=1

ckTfnk
∈ Cp(Y ). В силу условий (2.1) и (2.2) получаем

Tf(ynk
) =

∞∑
m=1

cmTfnm(ynk
) =

k∑
m=1

cmTfnm(ynk
) > k. Но это противоречит непрерывности

функции Tf , так как ρ(ynk
,K) < 1/nk и, значит, существует точка y0 ∈ K, предельная для

точек {ynk
}∞k=1. �
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Следствие 1. Пусть X, Y — метрические пространства, X =
⊔
n∈N

Xn, Y
(1) — компакт,

а X
(1)
n 6= ∅ для всех n ∈ N. Тогда пространство Cp(X) не линейно гомеоморфно никакому

замкнутому подпространству Cp(Y ) и, следовательно, Cp(X) дополняемо не вкладывается

в пространство Cp(Y ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что существует линейный гомеоморфизм T :
Cp(X)

на

−→ M ⊂ Cp(Y ), где M — замкнутое подпространство в Cp(Y ). Тогда по теореме 1
существуют окрестность U компакта Y (1) и n ∈ N такие, что TCp(Xn) ⊂ Cp(Y \ U). Так

как X
(1)
n 6= ∅, то Cp(Xn) содержит замкнутое подпространство L, линейно гомеоморфное c0.

Следовательно, TL — замкнутое бесконечномерное линейное подпространство в Cp(Y \ U),
где Y \ U — дискретное пространство. Но это невозможно. Действительно, если существует
линейный гомеоморфизм V пространства c0 на замкнутое подпространство в Cp(Y \ U), то
последовательность {cnV en(y)}

∞
n=1 сходится к нулю для любого y ∈ Y \U и любой последова-

тельности скаляров {cn}
∞
n=1. Это означает, что множество n : V en(y) 6= 0 конечно для любого

y ∈ Y \ U и, таким образом, можно определить функцию

h(y) =
∞∑
n=1

V en(y) = lim
N−→∞

∞∑
n=1

V en(y) = lim
N−→∞

V (e1 + · · ·+ eN )(y).

Но это противоречит замкнутости пространства V c0 ⊂ Cp(Y \ U), так как функции V (e1 +
· · ·+ eN )(y) ∈ V c0, а h /∈ V c0. �

Следствие 2. Пусть X, Y — метрические пространства, X =
⊔
n∈N

Xn, Y =
⊔
n∈N

Yn и

T :
∞∏
n=1

Cp(Xn) −→
( ∞∏

n=1
(Yn)

)
c0

— линейное непрерывное отображение. Тогда существует

n0 ∈ N такое, что T
( ∞∏

n=n0+1
Cp(Xn)

)
⊂

n0∏
n=1

Cp(Yn).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим пространство Y ∗ =
( ⊔

n∈N

Yn

)⊔
{∗}, где база окрест-

ностей точки ∗ ∈ Y ∗ состоит из множеств
( ⊔

k≥n

Yk

)⊔
{∗}, n ∈ N. Нетрудно видеть, что

( ∞∏
n=1

Cp(Yn)
)
c0

≃ Cp(Y
∗|{∗}) ⊂ Cp(Y ). Полагая в теореме 1 K = {∗}, получаем утвержде-

ние следствия 2. �

Теорема 2. Пусть X, Y — метрические пространства, X =
⊔
n∈N

Xn, Y =
⊔
n∈N

Yn и

T :
( ∞∏

n=1
Cp(Yn)

)
c0

−→
∞∏
n=1

Cp(Xn) — линейный гомеоморфизм на дополняемое подпростран-

ство в
∞∏
n=1

Cp(Xn). Тогда существует n0 ∈ N такое, что подпространство
( ∞∏

n=n0+1
Cp(Yn)

)
c0

дополняемо вкладывается в пространство
n0∏
n=1

Cp(Xn).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть P : Cp(X) −→ T (Cp(Y ))c0 — непрерывная линейная про-
екция пространства Cp(X) на T (Cp(Y ))c0 . Тогда T−1P : Cp(X) −→ (Cp(Y ))c0 — непрерывная
линейная сюръекция. По следствию 2 существует n0 ∈ N, для которого

(
T−1P

(
Cp

( ∞⊔
i=n0+1

Xi

)))
| ∞⊔

n=n0+1
Yn

≡ 0. (2.3)
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Для любой функции f ∈ Cp(Y ) положим (Rn0f)(y) = f(y), если y ∈
∞⊔

k=n0+1

Yk, и (Rn0f)(y) = 0,

если y ∈
n0⊔
k=1

Yk. Рассмотрим оператор

V = TRn0T
−1P : Cp(X) −→ TCp

( ∞⊔
n=n0+1

Yk

)
.

Оператор V является оператором проектирования пространства Cp(X) на подпространство

TCp

( ∞⊔
n=n0+1

Yk

)
. Действительно, если h ∈ TCp

( ∞⊔
n=n0+1

Yk

)
, то h = Ty, где y | n0⊔

k=1
Yk

≡ 0. Тогда

V h = TRn0T
−1P (h) = TRn0T

−1P (Ty) = TRn0(y) = Ty = h. Если же h ∈
∞∏

n=n0+1
Cp(Xn), то в

силу (2.3) получаем Rn0T
−1P (h) = 0 и, следовательно, V h = 0, т. е.

∞∏
n=n0+1

Cp(Xn) ⊂ V −1(0).

Поскольку
∞∏

n=n0+1
Cp(Xn) дополняемо в Cp(X), а значит, и в V −1(0), то V −1(0) =

∞∏
n=n0+1

Cp(Xn)⊕ Z, где Z — дополняемое подпространство в V −1(0), а отсюда и в Cp(X).

Итак, с одной стороны,

Cp(X) ≃ T
( ∞∏

n=n0+1
Cp(Yn)

)
c0
⊕ V −1(0) ≃ T

( ∞∏
n=n0+1

Cp(Yn)
)
c0
⊕

∞∏
n=n0+1

Cp(Xn)⊕ Z,

с другой стороны, Cp(X) ≃
n0∏
n=1

Cp(Xn) ⊕
∞∏

n=n0+1
Cp(Xn). Все дополнения к пространству

∞∏
n=n0+1

Cp(Xn) в пространстве Cp(X) линейно гомеоморфны, поэтому получаем

n0∏
n=1

Cp(Xn) ≃ T
( ∞∏

n=n0+1
Cp(Yn)

)
c0
⊕ Z,

т. е. пространство
( ∞∏

n=n0+1
Cp(Yn)

)
c0

дополняемо вкладывается в
n0∏
n=1

Cp(Xn). �

Из теоремы 1 и теоремы 2 выводим

Следствие 3. Пространство (s× s×· · · )c0 дополняемо не вкладывается в пространство

(c0 × c0 × · · · ) и пространство (c0 × c0 × · · · ) дополняемо не вкладывается в пространство

(s× s× · · · )c0

Теорема 3. Пусть K, Y — счетные метрические пространства, K — компакт и T :
Cp(K) −→ Cp(Y ) — линейный гомеоморфизм пространства Cp(K) на дополняемое подпро-

странство в Cp(Y ). Тогда существует компактное подмножество Y0 ⊂ Y такое, что Cp(K)
дополняемо вкладывается в Cp(Y0).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть P : Cp(Y )
на

−→ TCp(K) — линейный непрерывный проек-

тор. Тогда оператор V = T−1 ◦ P : Cp(Y )
на

−→ Cp(K) — линейная непрерывныая сюрьекция.
Рассмотрим отображение V ∗ : Lp(K) −→ Lp(Y ), которое действует по формуле V ∗(F ) = F ◦V
для любого линейного непрерывного функционала F ∈ Lp(K). Для каждой точки k ∈ K
функционал δk ∈ Lp(K) (δk(f) = f(k) для любой функции f ∈ Cp(K)). Поскольку Lp(Y ) =
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sp{δy : y ∈ Y }, то каждой точке k ∈ K соответствует множество supp k = {y1, · · · , yn} ⊂ Y
такое, что V ∗δk = c1δy1 + · · · + cnδyn для некоторых ci ∈ R�{0}, i = 1, · · · , n. Множе-

ство Y0 = suppK = ∪{suppk : k ∈ K} ⊂ Y является компактным подмножеством в Y [10].
По предложению 1

Cp(Y ) = LY0 ⊕ Cp(Y |Y0) ≃ Cp(Y0)× Cp(Y |Y0). (2.4)

С другой стороны,
Cp(Y ) = TC(K)⊕ P−1(0), (2.5)

так как P : Cp(Y )
на

−→ TCp(K) — линейный непрерывный проектор. Рассмотрим функцию
g ∈ Cp(Y |Y0) и точку k ∈ K. Поскольку supp k ⊂ Y0, то g|supp k ≡ 0. Следовательно,

(T−1P )g = V g(k) = δk(V g) = (V ∗δk)(g) = (c1δy1 + · · ·+ cnδyn)g = c1g(y1) + · · · cng(yn) = 0,

ибо {y1, · · · , yn} = supp k ⊂ Y0. Таким образом, (T−1 ◦ P )g ≡ 0. Поскольку T — линейная
биекция на свой образ, то Pg ≡ 0. Итак, получаем Cp(Y |Y0) ⊂ P−1(0). В силу условия (2.4)
пространство Cp(Y |Y0) дополняемо в Cp(Y ), а значит и в P−1(0), т. е. существует подпростран-
ство Z ⊂ P−1(0) такое, что P−1(0) = Cp(Y |Y0)⊕ Z.

Согласно (2.5) Cp(Y ) = TCp(K)⊕Cp(Y |Y0)⊕Z. Все дополнения к пространству Cp(Y |Y0) в
пространстве Cp(Y ) линейно гомеоморфны, поэтому, учитывая (2.4), получаем TCp(K)⊕Z ≃
Cp(Y0), т. е. TCp(K) — дополняемое подпространство в Cp(Y0). �

Следствие 4. Пусть X, Y — счетные разреженные метрические пространства,

Y (α·ω) = ∅ для некоторого ординала α < ω1, а X(α·ω) 6= ∅. Тогда пространство Cp(X) до-

полняемо не вкладывается в пространство Cp(Y ) и, следовательно, пространства Cp(X) и

Cp(Y ) не линейно гомеоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку X(α·ω) 6= ∅, то существует компактное подмножество
K ⊂ X такое, что K(α·ω) 6= ∅ (см. [2]). По предложению 1 пространство Cp(K) дополняемо
вкладывается в пространство Cp(X). Если предположить, что пространство Cp(X) дополняемо
вкладывается в пространство Cp(Y ), то исходя из теоремы 3 существует компакт Y0 ⊂ Y такой,
что Cp(K) дополняемо вкладывается в пространство Cp(Y0), т. е. пространство Cp(K) линей-

но гомеоморфно некоторому замкнутому подпространству Z ⊂ Cp(Y0), причем Y
(α·ω)
0 = ∅.

По теореме о замкнутом графике пространство C(K) линейно гомеоморфно замкнутому под-
пространству в C(Y0). Но это противоречит теореме Бессаги и Пелчинского о классификации
пространств непрерывных функций на счетных компактах [11]. �

Теорема 4. Если X — счетное локально компактное метрическое пространство, а Y
не является локально компактным, то пространство Cp(Y ) дополняемо не вкладывает-

ся в Cp(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Нетрудно показать, что пространство X =
∞⊔
n=1

Kn, где Kn ком-

пактны для любого n ∈ N и открыто-замкнуты в X. Следовательно, Cp(X) ≃
∞∏
n=1

Cp(Kn).

Так как по условию Y {1} 6= ∅, то по предложению 4 в пространстве Cp(Y ) есть допол-

няемое подпространство, линейно гомеоморфное
( ∞∏

n=1

( ∞∏
i=1

Cp(Uin)
))

c0
, где Uin 6= ∅ для лю-

бых i, n ∈ N.

По теореме 2 существует n0 ∈ N такое, что пространство
( ∞∏

n=n0+1

( ∞∏
i=1

Cp(Uin)
))

c0
допол-

няемо вкладывается в
n0∏
n=1

Cp(Kn). Тогда для любого m > n0

∞∏
i=1

Cp(Uim) дополняемо вклады-

вается в
n0∏
n=1

Cp(Kn) ≃ Cp(K), где K =
n0⊔
n=1

Kn. Но это невозможно по теореме 1. �
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Теорема 5. Пусть X,Y — счетные разреженные метрические пространства, h(X) = α,

а h(Y ) > α. Тогда пространство Cp(Y ) дополняемо не вкладывается в пространство Cp(X)
и, следовательно, пространства Cp(Y ) и Cp(X) не линейно гомеоморфны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Доказательство проведем методом трансфинитной индукции по
высоте пространства X.

Если h(X) = 1, а h(Y ) > 1, то пространство Cp(Y ) дополняемо не вкладывается в про-
странство Cp(X) по теореме 4.

Пусть теперь α > 1 — произвольный счетный ординал, h(X) = α и для всех β < α утвер-
ждение теоремы 5 верно. Предположим, что пространство Cp(Y ), где Y {α} 6= ∅ дополняемо,
вкладывается в пространство Cp(X).

С л у ч а й 1. α — предельный ординал. Ввиду предложения 4 в пространстве Cp(Y )

существует дополняемое подпространство, линейно гомеморфное
( ∞∏

n=1

( ∞∏
i=1

Cp(Uin)
))

c0
, где

для любого n ∈ N существует ординал αn < α такой, что U
{αn}
in 6= ∅ для всех i ∈ N, причем

lim
n−→∞

αn = α.

По предложению 2 пространство Cp(X) ≃
∞∏
n=1

Cp(Xn), где X
{βn}
n = ∅ для некоторого

βn < α.

Согласно теореме 2 существует n0 ∈ N такое, что
( ∞∏

n=n0+1

( ∞∏
i=1

Cp(Uin)
))

c0
дополняе-

мо вкладывается в пространство
n0∏
n=1

Cp(Xn). Положим β0 = max{βn : n ≤ n0}. Поскольку

lim
n−→∞

αn = α, существует m > n0 такой, что αm > β0. Тогда для любого i ∈ N простран-

ство Cp(Uim) дополняемо вкладывается в пространство
n0∏
n=1

Cp(Xn) = Cp(X0), где X0 =
n0⊔
n=1

Xn

и X
{β0}
0 = ∅. Но это невозможно по предположению индукции, потому что U

{β0}
im ⊃ U

{αm}
im 6= ∅,

а X
{β0}
0 = ∅.

С л у ч а й 2. α = (α− 1) + 1. По предложению 3 возможны два случая:

(a) Cp(X) ≃
( ∞∏

i=1
Cp(Vn)

)
c0

, где h(Vn) ≤ α − 1. По предположению пространство Cp(Y )

дополняемо вкладывается в Cp(X), поэтому и произведение
∞∏
i=1

Cp(Ui1) также дополняемо

вкладывается в Cp(X). С учетом следствия 2 существует n0 ∈ N такой, что
∞∏

i=n0+1
Cp(Ui1)

дополняемо вкладывается в пространство
n0∏
i=1

Cp(Vn) = Cp(
n0⊔
n=1

Vn); это невозможно по предпо-

ложению индукции, так как по предложению 4 (U
{α−1}
i1 ) 6= ∅, а h(

n0⊔
n=1

Vn) ≤ α− 1.

(b) Cp(X) ≃
∞∏
n=1

Cp(Xn), где X
{α−1}
n — непустой компакт для любого n ∈ N.

По теореме 2 существует n0 ∈ N такой, что
( ∞∏

n=n0+1

( ∞∏
i=1

Cp(Uin)
))

c0
дополняе-

мо вкладывается в
n0∏
n=1

Cp(Xn) = Cp(
n0⊔
n=1

Xn). Ясно, что
( n0⊔

n=1
Xn

){α−1}
компатно. Исхо-

дя из предложения 3 (случай (a)) Cp(
n0⊔
n=1

Xn) =
( ∞∏

k=1

Cp(Vk)
)
c0

, где h(Vk) ≤ α − 1.

Поскольку для любого m > n0

∞∏
i=1

Cp(Uim) также дополняемо вкладывается в Cp

( n0⊔
n=1

Xn

)
,

то по следствию 2 существует k0 ∈ N такой, что
∞∏

i=k0+1

Cp(Uim) дополняемо вкладыва-
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ется в
k0∏
k=1

Cp(Vk) = Cp

( k0⊔
k=1

Vk

)
. Это противоречит предположению индукции, так как

( k0⊔
k=1

Vk

){α−1}
= ∅, а U

{α−1}
im 6= ∅. �

Теорема 6. Пусть — X,Y счетные разреженные метрические пространства, h(X) =
h(Y ) = α, α = (α − 1) + 1, X{α−1} компактно, а Y {α−1} — локально компактное неком-

пактное пространство. Тогда пространство Cp(Y ) дополняемо не вкладывается в простран-

ство Cp(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку X{α} = Y {α} = ∅, то по предложению 3 Cp(X) =( ∞∏
n=1

Cp(Vn)
)
c0

, где h(Vn) ≤ α − 1, а Cp(Y ) =
∞∏
n=1

Cp(Yn), где Y
{α−1}
n компактные. Если пред-

положить, что Cp(Y ) дополняемо вкладывается в пространство Cp(X), то по следствию 2 для

некоторого n0 ∈ N пространство
∞∏

n=n0+1
Cp(Yn) дополняемо вкладывается в

n0∏
n=1

Cp(Vn). Но это

невозможно ввиду теоремы 5, так как Y
{α−1}
n 6= ∅, т. е. h(Yn) > α− 1, а (

n0⊔
n=1

Vn)
{α−1} = ∅, т.е.

h
( n0⊔

n=1
Vn

)
≤ α− 1. �
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