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МНОЖЕСТВ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ1

В.И. Трофимов

В предшествующей работе автора об операторах смежности локально конечных графов было доказа-
но, что собственными значениями оператора смежности бесконечного локально конечного связного гра-
фа над полем нулевой характеристики могут не быть лишь алгебраические над простым подполем этого
поля элементы (в частности, лишь алгебраические числа в случае поля C). Там же были построены при-
меры бесконечных локально конечных связных графов, для которых отдельные алгебраические числа
не являются собственными значениями их операторов смежности над C. В настоящей работе строятся
бесконечные локально конечные связные графы, для каждого из которых бесконечно многие алгебраиче-
ские числа не являются собственными значениями оператора смежности над C. Более точно, для любого
простого числа p строится такой бесконечный локально конечный связный граф, что ни одно из положи-
тельных кратных p целых чисел не является собственным значением оператора смежности этого графа
над C. Кроме того, в работе приводится (основанное на результатах упоминавшейся предшествующей ра-
боты) необходимое условие того, что алгебраическое число не является собственным значением оператора
смежности хотя бы какого-то бесконечного локально конечного связного графа.
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In a previous paper, the author proved that non-eigenvalues of the adjacency operator of an infinite locally
finite connected graph over a field of characteristic 0 can be only algebraic over the prime subfield of the
field elements (in particular, only algebraic numbers when the field is C). There were also given examples of
infinite locally finite connected graphs for which certain algebraic numbers are not eigenvalues of their adjacency
operators over C. In the present paper we give examples of infinite locally finite connected graphs for each of
which infiniely many algebraic numbers are not eigenvalues of its adjacency operator over C. More exactly,
for every prime integer p, we construct an infinite locally finite connected graph such that no positive integer
multiple of p is an eigenvalue of the adjacency operator over C of the graph. In addition, in the paper a necessary
condition (based on results of the mentioned previous paper) is given for an algebraic number not to be an
eigenvalue of the adjacency operator over C of at least one infinite locally finite connected graph.
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1. Под графом в работе понимается неориентированный граф без петель и без кратных ре-
бер. Если Γ — граф, то V (Γ) — множество его вершин, E(Γ) — множество его ребер, dΓ(., .) —
обычное расстояние между вершинами графа Γ. Для v ∈ V (Γ) полагаем Γ(v) = {w ∈ V (Γ) :
{v,w} ∈ E(Γ)} — окрестность вершины v. Граф называется локально конечным, если окрест-
ности всех его вершин конечны.

Пусть Γ — произвольный локально конечный граф и F — произвольное поле с некоторым
(возможно, тривиальным) абсолютным значением |.|v. Пусть, кроме того, F V (Γ) — топологи-
ческое векторное пространство над полем F всех F -значных функций на V (Γ) с естественной
топологией произведения, определяемой задаваемой |.|v метрикой на F . Тогда в [1] определен
оператор AΓ,F , называемый оператором смежности графа Γ над (наделенным абсолютным

1Работа выполнена в рамках государственного задания ИММ УрО РАН, тема FUMF-2022-0003.
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значением |.|v) полем F , как (непрерывный) линейный оператор из F V (Γ) в F V (Γ), отобража-
ющий произвольную функцию f ∈ F V (Γ) в такую функцию AΓ,F (f) ∈ F V (Γ), что для каждой
вершины v ∈ V (Γ)

(AΓ,F (f))(v) =
∑

w∈Γ(v)

f(w).

Соответственно элемент λ ∈ F называется собственным значением оператора AΓ,F , если най-
дется такая не тождественно равная нулю функции f ∈ F V (Γ), что для каждой вершины
v ∈ V (Γ)

λf(v) =
∑

w∈Γ(v)

f(w).

Функция f при этом — собственная функция оператора AΓ,F , соответствующая собственному
значению λ.

Таким образом, оператор AΓ,F , можно сказать, есть линейный оператор из F V (Γ) в F V (Γ),
индуцируемый естественным образом матрицей смежности графа Γ над F . В случае конечных
графов Γ операторы AΓ,F , особенно для поля F = C, их собственные значения и собственные
функции являются объектами исследования обширного направления теории конечных графов
(см., например, [2–4]. Теория собственных значений и собственных функций операторов AΓ,F

для бесконечных локально конечных связных графов существенным образом разработана в [1].

Поскольку свойство элемента λ поля F быть собственным значением оператора AΓ,F не
зависит от абсолютного значения |.|v, мы можем говорить о собственных значениях оператора
смежности графа Γ над полем F (не конкретизируя |.|v) и даже, в качестве краткого синонима,
о собственных значениях графа Γ над полем F (не конкретизируя |.|v). Аналогично, поскольку
для произвольного λ ∈ F свойство F -значной функции на V (Γ) быть собственной функцией
оператора AΓ,F , соответствующей собственному значению λ, не зависит от абсолютного зна-
чения |.|v, мы можем говорить о собственных функциях оператора смежности графа Γ над
полем F (не конкретизируя |.|v), соответствующих собственному значению λ, и, в качестве
краткого синонима, о собственных функциях графа Γ над полем F (не конкретизируя |.|v),
соответствующих собственному значению λ.

Согласно [1, теорема 6.1] для поля F характеристики 0 каждый его элемент, трансцен-
дентный над простым подполем поля F , является собственным значением любого бесконечного
локально конечного связного графа над полем F . В частности, лишь алгебраические числа мо-
гут не быть собственными значениями бесконечного локально конечного связного графа над
полем C. В [1, § 8] приведены примеры бесконечных связных локально конечных графов,
для которых отдельные алгебраические числа не являются собственными значениями над по-
лем C. В разд. 2 настоящей работы (см. теорему 1) будут построены примеры бесконечных
локально конечных связных графов с бесконечными множествами (с необходимостью алгеб-
раических) комплексных чисел, не являющихся их собственными значениями над полем C.
Не вполне ясно, каково множество X всех алгебраических чисел, не являющихся собствен-
ными значениями над C хотя бы какого-то бесконечного связного локально конечного графа.
Как отмечено в замечании 1 (см. ниже), множество X содержит множество всех вполне веще-
ственных целых алгебраических чисел (совпадающее согласно [5] с множеством всех собствен-
ных значений над C конечных графов), но и некоторые другие алгебраические числа, причем
не только вещественные. В разд. 3 настоящей работы (см. предложение 1) на основании [1]
будет получено просто формулируемое необходимое условие принадлежности алебраического
числа множеству X .

2. Целью настоящего раздела статьи является построение примеров бесконечных локально
конечных связных графов с бесконечными дополнениями в C множеств собственных значений
их операторов смежности над C. (Поскольку все эти дополнения состоят из алгебраических
чисел, то они счетны.) Точнее (см. теорему 1 ниже), для каждого простого числа p будет
построен такой бесконечный локально конечный связный граф, что ни одно из положительных
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целых чисел, кратных p, не будет является собственным значением его оператора смежности
над C.

Построению таких графов предпошлем доказательства трех используемых при их постро-
ении лемм.

Следующая лемма очевидна. Приводимое ниже ее доказательство преследует лишь цель
придать конструктивность процедуре построения графов из теоремы 1.

Лемма 1. Множество Z целых чисел допускает такое разбиение

Z =
⋃

m∈Z≥1

Dm,

что для каждого m ∈ Z≥1 множество Dm не является ограниченным ни сверху, ни снизу.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Следующим образом индукцией по m определим множества Dm

для всех m ∈ Z≥1. Положим
D1 := {2i : i ∈ Z},

и, если для некоторого k ∈ Z≥1 множества D1, . . . ,Dk уже определены, положим

Dk+1 := {xk + 2k+1i : i ∈ Z},

где xk — наименьшее по абсолютной величине число из Z \ ∪1≤j≤kDj , причем положительное
в случае, когда имеется два таких числа (впрочем, этот случай реализуется только при k = 1).

Ясно, что все так построенные множества Dm,m ∈ Z≥1, не являются ограниченными ни
сверху, ни снизу и дают в объединении Z.

Таким образом, для завершения доказательства предложения достаточно доказать, что для
произвольных положительных целых чисел m′ < m′′ имеем Dm′ ∩ Dm′′ = ∅. Предположим,
что, напротив, для некоторых положительных целых чисел m′ < m′′ найдется x ∈ Dm′ ∩Dm′′ .
Тогда m′ > 1 и для некоторых i1, i2 ∈ Z имеем

xm′−1 + 2m
′

i1 = x = xm′′−1 + 2m
′′

i2,

что влечет
xm′′−1 = xm′−1 + 2m

′

(i1 − 2m
′′−m′

i2).

Но согласно определению множества Dm′

xm′−1 + 2m
′

(i1 − 2m
′′−m′

i2) ∈ Dm′ ,

а согласно выбору числа xm′′−1

xm′′−1 6∈ Dm′ .

Полученное противоречие доказывает лемму 1.

Лемма 2. Пусть n ∈ Z≥2, и пусть ∆n — граф с множеством вершин V (∆n) = {u0, u1, . . . ,
un} и множеством ребер E(∆n) = {{u0, u1}} ∪ {{ui, uj} : 1 ≤ i < j ≤ n} (таким образом, ∆n

получается добавлением к полному графу Kn присоединенной к нему ребром вершины). Тогда

для f ∈ C
V (∆n) из

(n− 1)f(u) =
∑

u′∈∆n(u)

f(u′)

для всех u ∈ {u1, . . . , un} следует f(u0) = 0 и f(u1) = . . . = f(un).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольных 2 ≤ i ≤ j ≤ n имеем

(n− 1)f(ui) =
∑

u′∈∆n(ui)

f(u′) =
(

∑

u′∈{u1,...,un}

f(u′)
)

− f(ui),
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(n− 1)f(uj) =
∑

u′∈∆n(uj)

f(u′) =
(

∑

u′∈{u1,...,un}

f(u′)
)

− f(uj),

что влечет f(ui) = f(uj). Таким образом, функция f принимает одно и то же значение, ска-
жем c, во всех вершинах из {u2, . . . , un}. Тогда для u ∈ {u2, . . . , un} имеем

(n− 1)c = (n− 1)f(u) =
∑

u′∈∆n(u)

f(u′) = (n− 2)c+ f(u1),

что влечет f(u1) = c. Таким образом, f(u1) = . . . = f(un) = c. Далее,

(n− 1)c = (n− 1)f(u1) =
∑

u′∈∆n(u1)

f(u′) = (n− 1)c+ f(u0),

что влечет f(u0) = 0.
Лемма 2 доказана.

Сходным образом доказывается справедливость следующего утверждения.

Лемма 3. Пусть n ∈ Z≥2 и ∆n — граф из леммы 2. Пусть, кроме того, p — простое

число и r ∈ Z≥1, причем n ≡ r ≡ 1 (mod p). Тогда для f ∈ Z
V (∆n) из

(r − 1)f(u) =
∑

u′∈∆n(u)

f(u′)

для всех u ∈ {u1, . . . , un} следует f(u0) ≡ 0 (mod p) и f(u1) ≡ . . . ≡ f(un) (mod p).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для произвольных 2 ≤ i ≤ j ≤ n из

(r − 1)f(ui) =
∑

u′∈∆n(ui)

f(u′) =
(

∑

u′∈{u1,...,un}

f(u′)
)

− f(ui),

(r − 1)f(uj) =
∑

u′∈∆n(uj)

f(u′) =
(

∑

u′∈{u1,...,un}

f(u′)
)

− f(uj)

следует f(ui) = f(uj). Таким образом, функция f принимает одно и то же значение, скажем c,
во всех вершинах из {u2, . . . , un}. Тогда для u ∈ {u2, . . . , un} имеем

(r − 1)c = (r − 1)f(u) =
∑

u′∈∆n(u)

f(u′) = (n− 2)c+ f(u1),

что влечет

0 ≡ (r − 1)f(u) ≡ (n− 2)c + f(u1) ≡ −c+ f(u1) (mod p).

Таким образом, f(u1) ≡ . . . ≡ f(un) ≡ c (mod p). Наконец,

(r − 1)f(u1) =
∑

u′∈∆n(u1)

f(u′) = (n− 1)c+ f(u0)

влечет

0 ≡ (r − 1)f(u1) ≡ (n− 1)c+ f(u0) ≡ f(u0) (mod p).

Лемма 3 доказана.

Зафиксируем произвольное разбиение

Z =
⋃

m∈Z≥1

Dm
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из леммы 1. Используя это разбиение, мы для произвольного простого числа p определим
бесконечный локально конечный связный граф Γ[p], для которого в теореме 1 (см. ниже) бу-
дет доказано, что ни одно из чисел p l, где l ∈ Z≥1, не является собственным значением его
оператора смежности AΓ[p],C.

Предварительно для каждого s ∈ Z определим граф Γ
[p]
s , полагая

V (Γ[p]
s ) = {us,0, us,1, . . . , us,pm+1},

где m определяется условием s ∈ Dm, и полагая

E(Γ[p]
s ) = {{us,0, us,1}} ∪ {{us,i, us,j} : 1 ≤ i < j ≤ pm+ 1}.

(Таким образом, граф Γ
[p]
s изоморфен графу ∆pm+1 из леммы 2, причем изоморфизмом явля-

ется отображение us,j 7→ uj , 0 ≤ j ≤ pm+1.) При этом предполагается, что V (Γ
[p]
s1 )∩V (Γ

[p]
s2 ) = ∅

при s1, s2 ∈ Z, s1 6= s2.

Теперь определим граф Γ[p], полагая

V (Γ[p]) =
⋃

s∈Z

V (Γ[p]
s ),

E(Γ[p]) =
(

⋃

s∈Z

E(Γ[p]
s )

)

∪ {{us,0, us+1,0} : s ∈ Z}.

(Неформально граф Γ[p] можно мыслить как бесконечную цепочку, образованную последо-
вательно соединенными ребрами вершинами us,0, s ∈ Z, на которой на каждой вершине us,0,

s ∈ Z, “подвешен” граф Γ
[p]
s , т. е. на каждой вершине us,0, s ∈ Z, на ребре {us,0, us,1} “подвешен”

полный граф Kpm+1, где m определяется условием s ∈ Dm.)

Теорема 1. Для произвольного простого числа p никакое число из {p l : l ∈ Z≥1} не

является собственным значением оператора смежности AΓ[p],C графа Γ[p].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что, напротив, для некоторого k ∈ Z≥1 число p k

является собственным значением AΓ[p],C, и пусть f — собственная функция AΓ[p],C, соответ-
ствующая собственному значению p k.

Так как

V (Γ[p]) =
⋃

s∈Z

V (Γ[p]
s ),

то для некоторого s ∈ Z функция f принимает ненулевое значение в некоторой вершине под-

графа Γ
[p]
s графа Γ[p]. Далее, согласно выбору множества Dk (см. лемму 1) найдутся такие

s1, s2 ∈ Dk, что s1 < s < s2. При этом, применяя лемму 2 к подграфам Γ
[p]
s1 и Γ

[p]
s2 графа Γ[p]

и ограничениям на множества их вершин функции f , заключаем, что f(us1,0) = 0 = f(us2,0).

Но тогда ограничение функции f на множество вершин конечного подграфа Γ
[p]
s1+1,s2−1 гра-

фа Γ[p], порожденного ∪s1<s′<s2V (Γ
[p]
s′
), является собственной функцией оператора A

Γ
[p]
s1+1,s2−1,C

,

соответствующей собственному значению p k. Поэтому у A
Γ
[p]
s1+1,s2−1,C

имеется также целознач-

ная собственная функция f∗, соответствующая собственному значению p k (так как из нали-
чия нетривиального комплекснозначного решения у конечной однородной системы линейных
уравнений с целыми коэффициентами следует наличие у нее и нетривиального целозначного
решения). При этом, не теряя общности, можно предполагать, что наибольший общий де-

литель значений функции f∗ на вершинах графа Γ
[p]
s1+1,s2−1 равен 1. Но для произвольного

s1 < s′ < s2, применяя к подграфу Γ
[p]
s′

графа Γ[p] и ограничению на множество вершин это-
го подграфа функции f∗ лемму 3 с n = pm + 1, где m определяется условием s′ ∈ Dm,
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и с r = p k + 1, получаем, что f∗(us′,0) ≡ 0 (mod p) и f∗(us′,1) ≡ . . . ≡ f∗(us′,n) (mod p).
Следовательно, для произвольного s1 < s′ < s2 в силу

p kf∗(us′,0) =
∑

u′∈Γ
[p]
s1+1,s2−1(us′,0)

f∗(u′)

имеем f∗(us′,1) ≡ 0 (mod p). Таким образом, f∗(u) ≡ 0 (mod p) для всех вершин u гра-

фа Γ
[p]
s1+1,s2−1, что противоречит предположению, что наибольший общий делитель значений

(ненулевой целозначной) функции f∗ на вершинах графа Γ
[p]
s1+1,s2−1 равен 1.

Теорема доказана.

3. Используя равносильность условий (i) и (iv) теоремы 5.3 работы [1], для произволь-
ного заданного бесконечного локально конечного связного графа Γ можно сформулировать
в терминах его конечных подграфов необходимое и достаточное условие того, что заданный
элемент λ поля F не является собственным значением графа Γ над F . В следующей фор-
мулировке этого условия мы будем использовать обозначение Bv,n, где v ∈ V (Γ) и n ∈ Z≥0,
для индуцированного подграфа графа Γ, порожденного всеми его вершинами, удаленными от
v на расстояние ≤ n. Условие гласит: для каждой вершины v ∈ V (Γ) найдутся nv ∈ Z>1 и

F -значная функция fv на множестве всех вершин графа Bv,nv такие, что

1 + λfv(v) =
∑

w∈Bv,nv (v)

fv(w), (1)

λfv(u) =
∑

w∈Bv,nv (u)

fv(w) для всех u ∈ V (Bv,nv ) \ {v} (2)

и

fv(u) = 0 для всех u ∈ V (Bv,nv ), удаленных в Bv,nv на расстояние nv от v. (3)

Однако может представлять интерес упомянутый в разд. 1 вопрос: какие (с необходимо-
стью алгебраические согласно [1, теорема 6.1]) элементы поля C не являются собственными
значениями оператора смежности AΓ,C хотя бы какого-то бесконечного локально конечно-
го связного графа Γ? Класс таких вещественных элементов весьма широк (см. замечание 1
ниже). Но этим свойством обладают и некоторые не являющиеся вещественными алгебраиче-
ские числа. Так (см. [1, § 8.3]), этим свойством обладают все комплексные корни уравнения
x3 + x2 − 1 = 0, два из которых не являются вещественными. Ниже, в предложении 1, мы
приведем основанное на [1] просто формулируемое (но далеко не всегда легко проверяемое)
необходимое условие того, что комплексное число λ не является собственным значением опера-
тора смежности AΓ,C хотя бы какого-то бесконечного локально конечного связного графа Γ.

Пусть R — множество всех корней характеристических многочленов матриц смежности
над C конечных графов (другими словами, R — объединение спектров всех конечных гра-
фов; для дальнейшего отметим, что R совпадает с объединением спектров всех конечных
связных графов с более чем одной вершиной). Далее, для произвольного конечного связно-
го графа ∆ с |V (∆)| > 1 и произвольных его вершин v1, v2 обозначим через M∆,v1,v2 минор
характеристической матрицы A∆,C−xE матрицы смежности A∆,C графа ∆, получаемый вы-
черкиванием строки, соответствующей v1, и столбца, соответствующего v2. Согласно [1, пред-
ложение 7.2] минор M∆,v1,v2 является ненулевым многочленом из Z[x]. В частности, обозначая
через R(M∆,v1,v2) множество всех комплексных корней многочлена M∆,v1,v2 , получаем, что
R(M∆,v1,v2) конечно. Для произвольного конечного связного графа ∆ с |V (∆)| > 1 и произ-
вольной его вершины v положим

RM∆,v :=
⋂

u∈V (∆),
d∆(v,u)=e(v)

R(M∆,v,u).
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Здесь e(v) — эксцентриситет вершины v графа ∆ (т. е. максимум расстояний от вершины v

до всех вершин графа ∆). Наконец, пусть RM есть объединение множеств RM∆,v по всем
конечным связным графам ∆ с |V (∆)| > 1 и всем v ∈ V (Γ). Тогда с использованием сфор-
мулированного в начале настоящего раздела условия легко устанавливается справедливость
следующего утверждения.

Предложение 1. Если элемент λ поля C не является собственным значением оператора

смежности AΓ,C какого-либо бесконечного локально конечного связного графа Γ, то

λ ∈ R ∪RM.

В частности, для некоторого конечного связного графа ∆ с |V (∆)| > 1 такой элемент λ при-

надлежит спектру ∆ или является корнем минора порядка |V (∆)| − 1 характеристической

матрицы A∆,C − xE матрицы смежности A∆,C графа ∆.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что, напротив, для некоторого λ ∈ C\(R∪RM)
и некоторого бесконечного локально конечного связного графа Γ выполнены сформулиро-
ванные в начале настоящего раздела условия. Тогда (в обозначениях этих условий) матрица
ABv,nv ,C

− λE невырожденная ввиду λ ∈ C \ R. Как следствие, функция fv, удовлетворяю-
щая (1) и (2), одозначно определена, а (3) означает, что для каждой вершины u ∈ V (Bv,nv ),
удаленной на расстояние nv от v в графе Bv,nv , имеем λ ∈ R(MBv,nv ,v,u

). Но тогда λ ∈
RMBv,nv ,v

, что противоречит λ 6∈ RM.

З а м е ч а н и е 1. Согласно [5] множество R совпадает с множеством всех вполне веще-
ственных целых алгебраических чисел. Наряду с этим согласно [6] множество всех вполне ве-
щественных целых алгебраических чисел совпадает с множеством корней характеристических
многочленов матриц смежности конечных деревьев. С использованием последнего результа-
та и конструкции из [1, замечание 8.1] можно показать, что для каждого λ ∈ R найдется
такое бесконечное локально конечное дерево Tλ, что λ не является собственным значением
оператора смежности ATλ,C.
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