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В настоящей работе исследуются различные разновидности показателей колеблемости решений линей-
ных однородных дифференциальных систем с непрерывными ограниченными коэффициентами. Подсчет
показателей колеблемости происходит путем усреднения числа нулей (или знаков, или корней, или ги-
перкорней) проекции решения x дифференциальной системы на какую-либо прямую, причем эта прямая
выбирается так, чтобы полученное среднее значение оказалось минимальным: если указанная миними-
зация производится перед усреднением, то получаются слабые показатели колеблемости, а если после,
то — сильные показатели колеблемости. При вычислении показателей колеблемости решения y линейно-
го однородного дифференциального уравнения n-го порядка осуществляется переход к вектор-функции
x = (y, ẏ, . . . , y(n−1)). Эти показатели тесно связаны с пересечениями решениями гиперплоскостей (прохо-
дящих через начало координат), т.е. с колеблемостью проекций этих решений на всевозможные прямые.
Основной результат работы заключается в конструктивном построении двумерной линейной ограничен-
ной системы, обладающей тем свойством, что ее спектры всех верхних и нижних, сильных и слабых
показателей колеблемости строгих и нестрогих знаков, нулей, корней и гиперкорней совпадают с любым
наперед заданным замкнутым ограниченным счетным множеством неотрицательных рациональных чи-
сел с единственной нулевой предельной точкой. Более того, для любого ненулевого решения построенной
системы все показатели колеблемости совпадают между собой, причем каждое их значение является мет-
рически и топологически существенным. При построении указанной системы и доказательстве основного
результата использованы аналитические методы качественной теории дифференциальных уравнений и
специальная методика управления фундаментальной матрицей двумерной дифференциальной системы.

Ключевые слова: дифференциальное уравнение, линейная система, колеблемость, число нулей, пока-
затель Ляпунова, частота Сергеева, показатель колеблемости, показатель блуждаемости.
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Введение

Для заданного n ∈ N обозначим через Mn множество линейных систем

ẋ = A(t)x, x ∈ Rn, t ∈ R+ ≡ [0, +∞),

с непрерывными ограниченными оператор-функциями A : R+ → EndRn (каждую из кото-
рых будем отождествлять с соответствующей системой). Множество всех ненулевых решений
системы A ∈ Mn обозначим через S∗(A) и положим

Sn
M =

⋃

A∈Mn

S∗(A).

В работах И.Н.Сергеева [1–5] введены и исследованы различные характеристики ляпу-
новского типа ненулевых решений линейных дифференциальных уравнений и систем на полу-
прямой. Эти характеристики отвечают за колеблемость и блуждаемость решения. В статье [6]
были систематизированы все введенные И.Н.Сергеевым к тому моменту характеристики ля-
пуновского типа, что привело к изменению названий некоторых из них. В частности, полные
и векторные частоты были переименованы соответственно в сильные и слабые показатели
колеблемости. В работах [7–10] характеристические частоты называются частотами Сергеева.

В настоящей работе мы будем рассматривать следующие разновидности показателей:

– показатели колеблемости строгих знаков, нестрогих знаков, нулей, корней и гиперкор-

ней;
– верхние и нижние показатели колеблемости (в случае их совпадения называемые точ-

ными);

– сильные и слабые показатели колеблемости (в случае их совпадения называемые абсо-

лютными).
Сначала дадим основные определения.

О п р е д е л е н и е 1. Скажем, что в точке t > 0 происходит строгая (нестрогая) смена

знака функции y : R+ → R, если в любой проколотой окрестности этой точки функция y
принимает как положительные (неотрицательные), так и отрицательные (неположительные)
значения (см. [1]).

О п р е д е л е н и е 2. Для вектора m ∈ Rn
∗ ≡ Rn \ {0} и вектор-функции x ∈ Sn

M

обозначим (см. [1–3]): ν−(x,m, t) — число точек строгой смены знака скалярного произве-
дения 〈x,m〉 на промежутке (0, t]; ν∼(x,m, t) — число точек нестрогой смены знака функции
〈x,m〉 на промежутке (0, t]; ν0(x,m, t) — число нулей функции 〈x,m〉 на промежутке (0, t];
ν+(x,m, t) — число корней (т. е. нулей с учетом их кратности) функции 〈x,m〉 на промежут-
ке (0, t]; ν∗(x,m, t) — число гиперкорней функции 〈x,m〉 на промежутке (0, t], где в процессе
подсчета этого количества каждый некратный нуль считается ровно один раз, а кратный —
бесконечно много раз независимо от его фактической кратности.

О п р е д е л е н и е 3. Верхние (нижние) сильный и слабый показатели колеблемости

строгих и нестрогих знаков, нулей, корней и гиперкорней функции x ∈ Sn
M

соответственно
зададим равенствами (см. [2–4])

ν̂α• (x) ≡ inf
m∈Rn

∗

lim
t→+∞

π

t
να(x,m, t)

(

ν̌α• (x) ≡ inf
m∈Rn

∗

lim
t→+∞

π

t
να(x,m, t)

)

,

ν̂α◦ (x) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(x,m, t)

(

ν̌α◦ (x) ≡ lim
t→+∞

inf
m∈Rn

∗

π

t
να(x,m, t)

)

,

где α = −,∼, 0,+, ∗.
Для любых 0 < t1 < t2 и x ∈ Sn

M
к определению 2 добавим обозначения

να(x,m, t1, t2) = να(x,m, t2)− να(x,m, t1), m ∈ Rn
∗ , α = −,∼, 0,+, ∗.
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О п р е д е л е н и е 4. Для функции x ∈ Sn
M

условимся о следующем (см. [5]):

1) если значение некоторого верхнего (с крышечкой) показателя колеблемости совпадает
со значением одноименного нижнего (с галочкой) показателя, то будем называть это значение
точным, записывая его без галочки и без крышечки;

2) если значение некоторого слабого (с пустым кружочком) показателя колеблемости сов-
падает со значением одноименного сильного (с полным кружочком) показателя, то будем на-
зывать это значение абсолютным, записывая его без кружочков вообще.

О п р е д е л е н и е 5. Множество всех значений показателя κ : S∗(A) → R+ назовем
спектром этого показателя системы A ∈ Mn, причем значение a ∈ κ(S∗(A)) назовем суще-

ственным [11;12], если подмножество {x(0) | x ∈ S∗(A), κ(x) = a} ⊂ Rn имеет положительную
меру и заполняет некоторое непустое открытое множество, возможно, с точностью до множе-
ства первой категории Бэра, т.е. счетного объединения нигде не плотных подмножеств. Через
essκ(S∗(A)) обозначим множество всех существенных значений показателя κ для системы A
и назовем его существенным спектром системы A.

Ненулевые решения линейного однородного дифференциального уравнения первого поряд-
ка в силу теоремы существования и единственности вовсе не имеют нулей, а значит, все их
показатели колеблемости равны нулю. Известно, что спектры показателей колеблемости ли-
нейного однородного уравнения второго порядка состоят ровно из одного элемента [2], но зато
спектры показателей двумерных систем могут достигать мощности континуума [13]. В послед-
нем случае принципиально невозможно добиться того, чтобы сразу все значения какого-либо
показателя оказались существенными.

Исследование спектров показателей колеблемости автономных систем было начато в рабо-
тах [2; 14] и полностью завершено в [15]. В докладах И.Н. Сергеева [11; 12] было установлено,
что спектры показателей колеблемости нулей любой автономной системы содержат только
одно существенное значение.

В работе [16] установлено существование линейной двумерной дифференциальной системы,
спектры показателей колеблемости которой содержат счетные существенные (и метрически, и
топологически) множества неотрицательной полуоси. Кроме того, для любого заданного нату-
рального числа N построена двумерная периодическая линейная дифференциальная система,
спектры показателей колеблемости которой содержат один и тот же набор, состоящий из N
различных существенных (и метрически, и топологически) значений. Возможность получения
заданного конечного существенного спектра показателей колеблемости двумерной системы
продемонстрирована в [17].

Е.М.Шишлянников установил [18], что для любого замкнутого ограниченного счетного
множества неотрицательных рациональных чисел X с единственной нулевой предельной точ-
кой существует такая система A ∈ M2, на множестве решений которой показатель блужда-
емости ρ является точным, абсолютным и обладает свойством ρ(S∗(A)) = ess ρ(S∗(A)) = X.
В настоящей работе этот результат переносится и на все показатели колеблемости.

1. Вспомогательные определения и факты

В этом разделе приведем свойства специальных вектор-функций, необходимые для дока-
зательства основного результата.

Для произвольной вектор-функций z ∈ C1
(

E,R2
∗

)

(E — либо отрезок вида [0, T ], либо
полуось R+) однозначно определим функцию φz : E → R соотношениями

φz(0) ∈ [0, 2π), |z(t)|(cos φz(t), sinφz(t))
⊤ = z(t), t ∈ E, φz ∈ C1(E).

Следуя Е.М. Шишлянникову [19;20], для любых T > 0, ϕ0 ∈ [0, 2π), δ ∈ (0, π/2] обозначим
через A0(T, ϕ0, δ), A0(T, ϕ0) и A1(T, ϕ0) множества, которые состоят из всех вектор-функций
u ∈ C1

(

[0, T ],R2
∗

)

, удовлетворяющих условиям
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1) φ(0) = ϕ0, где φ = φu;
2) функция φ монотонна на отрезках [0, T/4] и [T/4, T/2];
3) при каждом t ∈ (0, T/2] верно равенство φ(T/2 + t) = φ(T/2− t);
4) для множества A0(T, ϕ0, δ) при каждом t ∈ (0, T/2] выполнено включение φ(t) − ϕ0 ∈

[0, π − δ];
5) для множества A0(T, ϕ0) при каждом t ∈ (0, T/2] выполнено включение φ(t)−ϕ0 ∈ [0, π);
6) для множества A1(T, ϕ0) функция φ нестрого возрастает на отрезке [0, T/2] и π ≤

φ(T/2) − ϕ0 ≤ 3π/2.
Для любой функции z ∈ S2

M
и для любых чисел i ∈ N и T > 0 определим функцию

ui ≡ uT,iz ∈ C1
(

[0, T ],R2
∗

)

с помощью равенства uT,iz (t) ≡ z((i − 1)T + t), t ∈ [0, T ].
Вычисление значений показателей колеблемости для некоторых функций из множества S2

M

упрощает следующее утверждение.

Лемма 1. Если для чисел a ∈ [0, 1], T > 0, ϕ0 ∈ [0, 2π), δ ∈ (0, π/2], последовательности

li ∈ {0, 1}, i ∈ N, и решения z ∈ S2
M

имеют место соотношения

lim
p→+∞

1

p

p
∑

i=1

li = a, ui ∈ Ali , i ∈ N,

где A0 = A0(T, ϕ0, δ), A1 = A1(T, ϕ0), то справедлива цепочка равенств

ν−(z) = ν∼(z) = ν0(z) = ν+(z) = ν∗(z) = 2aπ/T. (1.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем произвольный номер i ∈ N. Для заданного решения
z ∈ S2

M
найдется такой вектор mz ∈ R2

∗, что при любом α ∈ {−,∼, 0,+, ∗} выполняется

inf
m∈R2

∗

να(z,m, (i − 1)T, iT ) = να(z,mz, (i − 1)T, iT ) =

{

2, li = 1,

0, li = 0.

Отсюда для нижних слабых показателей колеблемости будем иметь

ν̌α◦ (z) = lim
t→+∞

inf
m∈R2

∗

π

t
να(z,m, t) = lim

p→+∞

inf
m∈R2

∗

π

pT
να(z,m, pT )

= lim
p→+∞

inf
m∈R2

∗

π

pT

p
∑

i=1

να(z,m, (i − 1)T, iT ) = lim
p→+∞

π

pT

p
∑

i=1

να(z,mz, (i − 1)T, iT )

= lim
p→+∞

π

pT

p
∑

i=1

2li =
2π

T
lim

p→+∞

1

p

p
∑

i=1

li =
2π

T
a.

Аналогичные рассуждения для верхних слабых показателей колеблемости приводят к ра-
венству ν̌α◦ (z) = 2aπ/T .

С учетом установленных равенств и определений показателей колеблемости, получим це-
почку соотношений

2π

T
a = ν̌α◦ (z) ≤ ν̌α• (z) ≤ ν̂α• (z) = inf

m∈R2
∗

lim
t→+∞

π

t
να(z,m, t) ≤ lim

t→+∞

π

t
να(z,mz , t) =

= lim
p→+∞

π

pT
να(z,mz , pT ) = lim

p→+∞

π

pT

p
∑

i=1

να(z,mz , (i− 1)T, iT ) =
2π

T
a,

все нестрогие неравенства которого превращаются в равенства, а значит, справедливость це-
почки равенств (1.1) установлена.

Лемма 1 доказана.
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Если все составляющие функции z, как в условии леммы 1, начинаются в точке с угловой
координатой ϕ0 и все не совершают полный полуоборот (т. е. не лежат в множестве A1(T, ϕ0)),
то возможно отсутствие такого общего зазора δ, чтобы сразу все части решения лежали в
множестве A0(T, ϕo, δ). В этом случае мы не сможем применять лемму 1 при li = 0, i ∈ N, и
тогда будем пользоваться следующей леммой.

Лемма 2. Пусть заданы решения z ∈ S2
M

, угол ϕ0 ∈ [0, 2π) и число T > 0. Если суще-

ствуют подмножество N ⊂ N и угол δ ∈ (0, π/2] такие, что

ui ∈

{

A0(T, ϕo, δ), i ∈ N ′ ≡ N \N,

A0(T, ϕ0) \ A0(T, ϕo, δ), i ∈ N,
(1.2)

lim
p→+∞

1

p

p
∑

i=1

χN (i) = 0, (1.3)

где χN — характеристическая функция множества N , т. е.

χN (k) ≡

{

1, k ∈ N,

0, k /∈ N,

то выполняются равенства

ν−(z) = ν∼(z) = ν0(z) = ν+(z) = ν∗(z) = 0. (1.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. По заданным z ∈ S2
M

, ϕ0 ∈ [0, 2π), T > 0 выберем подмножество
N ⊂ N и угол δ ∈ (0, π/2], для которых верны соотношения (1.2) и (1.3). Заметим, что для
любой функции u ∈ A0(T, ϕ0) найдется вектор mu ∈ R2

∗, для которых справедливы оценки

να(u,mu, T ) ≤

{

0, u ∈ A0(T, ϕo, δ),

2, u ∈ A0(T, ϕ0) \ A0(T, ϕo, δ),
α ∈ {−,∼, 0,+, ∗},

а значит, для функции z и некоторого вектора mz ∈ R2
∗ при любых t > 0 и α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}

будем иметь

να(z,mz, t) ≤

[t/T ]
∑

i=1

να(ui,mz, (i− 1)T, iT ) + να(u[t/T ]+1,mz, [t/T ]T, ([t/T ] + 1)T )

≤

[t/T ]
∑

i=1

χN ′(i) · 0 +

[t/T ]
∑

i=1

2χN (i) + 2 ≤

[t/T ]
∑

i=1

2χN (i) + 2;

отcюда получим

lim
t→+∞

(π

t
να(z,mz, t)

)

≤
π

T
lim

t→+∞

(T [t/T ]

t

)

lim
t→+∞

{

1

[t/T ]

(

2 +

[t/T ]
∑

i=1

2χN (i)

)}

= 0.

Следовательно, для выбранного решения z приходим к оценке сверху его верхних сильных
показателей колеблемости:

ν̂α• (z) = inf
m∈Rn

∗

lim
t→+∞

(π

t
να(z,m, t)

)

≤ lim
t→+∞

(π

t
να(z,mz , t)

)

= 0, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.

Из определений показателей колеблемости вытекают очевидные неравенства

ν̌α◦ (z) ≤ ν̌α• (z) ≤ ν̂α• (z), ν̌α◦ (z) ≤ ν̂α◦ (z) ≤ ν̂α• (z), α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.
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Таким образом, получим справедливость цепочки равенств (1.4).
Лемма 2 доказана.

О п р е д е л е н и е 6. Семейство множеств {Nk ⊂ N | k ∈ N} назовем разбиением мно-
жества натуральных чисел N, если выполнены равенство

⋃

k∈NNk = N и для любых k, k′ ∈ N,
k 6= k′ соотношение Nk ∩Nk′ = ⊘ (см. [18]).

Теперь сформулируем результаты из диссертации Е.М.Шишлянникова.

Лемма 3 (см. [18, лемма 7]). Если последовательность рациональных чисел (ak) начина-

ется с числа 1 и строго убывает, то существует такое разбиение {Nk | k ∈ N}, что при

любом k для множества Λk ≡
+∞
⋃

h=k

Nh верно равенство lim
p→+∞

1

p

∑p
i=1 χΛk

(i) = ak.

Лемма 4 (см. [18, лемма 8]). Для любых чисел T > 0 и 1 < c− < c+ существуют вектор-

функции u, v ∈ C1
(

[0, T ],R2
∗

)

, для которых верны следующие утверждения:
(i) выполняются равенства u(0) = u(T ) = (1, 0)⊤, v(0) = v(T ) = (0, 1)⊤, u̇(0) = u̇(T ) =

v̇(0) = v̇(T ) = (0, 0)⊤;
(ii) справедливы оценки |u|, |v|, |u̇|, |v̇| ≤ b ≡ max{|(x, y)⊤|, |(x−1, y+1)⊤|·c−}, где x ≡ c−c+,

y ≡ c− + c+ − 1;
(iii) верна оценка det(u, v) ≥ ǫ ≡ sin(3π/4 + arctg(y/x)) > 0;
(iv) имеет место включение u ∈ A0(T, 0, π/2) и для любого c ∈ R верно одно из включений

cu+ v ∈

{

A0(T, ϕc, d(c)), c ∈ R \ [c−, c+],

A1(T, ϕc), c ∈ [c−, c+],

где ϕc ≡ π/2 − arctg c, а функция d : R \ [c−, c+] → (0, π/2] определена равенствами

d(c) =











π/4, c ∈ (−∞, 0],

min{π/2,D(c)}, c ∈ (0, c−) ∪ (c+, y),

ϕc, c ∈ [y,+∞),

D : (0, c−) ∪ (c+, y) → R+, D(c) = arctg
1

c
− arctg

y − c

x− c
.

2. Формулировка и доказательство основного результата

Обозначим через I класс, состоящий из всех счетных ограниченных подмножеств X ⊂
(0,+∞) ∩ Q (Q — множество рациональных чисел), у каждого из которых 0 — единственная
предельная точка.

Возможность реализации счетных из класса I спектров показателей колеблемости диффе-
ренциальной системы гарантирует следующая

Теорема 1. Для любого множества X ∈ I существует такая система A ∈ M2, для

которой справедливы равенства

ν−(x) = ν∼(x) = ν0(x) = ν+(x) = ν∗(x), x ∈ S∗(A), (2.1)

κ(S∗(A)) = essκ(S∗(A)) = X ∪ {0}, κ = ν−, ν∼, ν0, ν+, ν∗. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть задано множество X ∈ I и M ≡ maxX.

1. Выберем числа c−, c+ и последовательность (c+k ), удовлетворяющие условиям

1 < c− < c+1 < · · · < c+k < · · · < c+, c+ < c− + c+1 − 1, lim
k→+∞

c+k = c+.
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Для каждого k ∈ N по тройке чисел T ≡ (2π)/M , c− и c+k в соответствии с леммой 4 построим
вектор-функции uk, vk, для которых найдем числа bk, ǫk, xk, yk и определим функции dk,Dk.

2. Положим C0 ≡ R \ [c−, c+k ] и, заметив, что для любого k ∈ N выполнено включение
C0 ⊂ D(dk) = R \ [c−, c+] (D(dk) — область определения функции dk), определим функцию
d : C0 → (0, π/2] такую, что для каждого k ∈ N при всех c ∈ C0 верно неравенство

d(c) ≤ dk(c). (2.3)

А. Для любого k ∈ N из цепочки c+ < c− + c+1 − 1 ≡ y1 получим неравенство c+ <
c− + c+k − 1 ≡ yk. Положив y ≡ c− + c+ − 1, получим цепочку

1 < c− < c+k < c+ < yk < y. (2.4)

Б. Если c ∈ (−∞, 0], то для любого k неравенство (2.3) верно при d(c) = π/4, а если
c ∈ [y,+∞) – при d(c) = ϕc.

В. Заметим, что из цепочки (2.4) следует, что при любом k верно соотношение Ck ≡ (0, c−)∪
(c+, yk) ⊂ D(Dk) = (0, c−) ∪ (c+k , yk) и положим x ≡ c−c+. При всех c ∈ Ck для разности
аргументов арктангенсов функции Dk верна оценка

1

c
−

yk − c

xk − c
=

(c− c−)(c− c+k )

c(xk − c)
> e(c)(c − c+k ) > 0, e(c) ≡

c− c−

c(x− c)
, (2.5)

причем, если c < c−, то верна также оценка

|c− c+k | = c+k − c ≥ c+1 − c > 0, (2.6)

а если c > c+, то — оценка
|c− c+k | = c− c+k > c− c+ > 0. (2.7)

Г. На множестве (0, c−) ∪ (c+, y) положим

D(c) =

{

ω(c)e(c)(c − c1), c ∈ (0, c−),

ω(c)e(c)(c − c+), c ∈ (c+, y),

где ω(c) = minξ∈(0,c̃] arctg
′(ξ) = arctg′(c̃) > 0, c̃ = max{1, 1/c}.

Из оценок (2.5)–(2.7) получим, что при любом k при всех c ∈ Ck для функции Dk верно
неравенство D(c) ≤ Dk(c), откуда следует, что при всех c ∈ (0, c−)∪(c+, y) для функции d(c) ≡
min{D(c), π/2, ϕc} верно неравенство (2.3). Функция d определена.

3. Для строго убывающей последовательности (ak), определяемой равенствами

X ′ ≡ {a/M | a ∈ X}, a1 = 1, ak ≡ max
(

X ′ \ {ah | h = 1, k − 1}
)

, k ≥ 2,

в соответствии с леммой 3 построим разбиение {Nk | k ∈ N}. Для любого i ∈ N выберем k
так, что i ∈ Nk и положим κ(i) = k, задав тем самым функцию κ : N → N. Определим
вектор-функции z1, z2 равенствами

uT,iz1 ≡ uκ(i), uT,iz2 ≡ vκ(i), i ∈ N. (2.8)

А. Из утверждения (i) леммы 4 следует, что вектор-функции z1 и z2 непрерывно-дифферен-
цируемы.

Б. Из утверждения (ii) леммы 4 и построения (2.8) вытекает, что при

b = sup{bk, k ∈ N} = max{|(x, y)⊤|, |(x− 1, y + 1)⊤| · c−}

и для всех t ∈ R+ выполнено условие |z1(t)|, |z2(t)|, |ż1(t)|, |ż2(t)| ≤ b.
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В. Для любого k из соотношений

yk
xk

=
c+k + (c− − 1)

c−c+k
=

c+k c
+
1 + c+1 (c

− − 1)

c−c+k c
+
1

≤
c+k c

+
1 + c+k (c

− − 1)

c−c+k c
+
1

=
c+1 + (c− − 1)

c−c+1
=

y1
x1

выводим цепочку

ǫ1 = sin(3π/4 + arctg(y1/x1)) ≤ sin(3π/4 + arctg(yk/xk)) = ǫk,

из которой, опираясь на утверждение (iii) леммы 4, получим при всех t ∈ R+ оценку снизу
det(z1(t), z2(t)) ≥ ǫ1, а значит, матрица Z = (z1(·), z2(·)) = (zij) является фундаментальной
для ограниченной системы A = ŻZ−1 = (żij)(Zjk)/detZ ∈ M2, где Zjk — алгебраическое
дополнение элемента zjk.

4. Для любого решения z ∈ Z ≡ {cz1 + z2 | c ∈ R}∪{z1}, снова опираясь на равенства (2.8)
и утверждение (iv) леммы 4, определим значение a, при котором выполнено

ν̌α◦ (z) = ν̂α◦ (z) = ν̌α• (z) = ν̂α• (z) = a, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.

А. Если z = z1, то решение z удовлетворяет условиям леммы 1 при li = 0, i ∈ N, a = 0,
ϕ0 = 0 и δ = π/2, поэтому

ν̌α◦ (z) = ν̂α◦ (z) = ν̌α• (z) = ν̂α• (z) = 0, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}. (2.9)

Б. Если z = cz1+z2 и c ∈ C0, то из построения функции d в п.2 настоящего доказательства,
следует, что для решения z выполнены условия леммы 1 при li = 0, i ∈ N, a = 0, ϕ0 = ϕc и
δ = d(c), а значит, и в этом случае справедливы равенства (2.9).

В. Если z = cz1 + z2 и при некотором k ∈ N верно включение c ∈ (c+k−1, c
+
k ] (при k = 1

считаем, что c+0 ≡ c−), то c /∈ [c−, c+h ] при h ≤ k−1 и c ∈ [c−, c+h ] при h ≥ k, поэтому из леммы 1
и леммы 3 при

li = χΛk
(i), i ∈ N, Λk ≡

+∞
⋃

h=k

Nh, a = ak, ϕ0 = ϕc, δ = min
h=1,k−1

dh(c)

(при k = 1, число δ ∈ (0, π/2] — произвольное) с учетом
2π

T
ak =

2πM

2π
ak = Mak получаем

ν̌α◦ (z) = ν̂α◦ (z) = ν̌α• (z) = ν̂α• (z) = Mak, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.

Аналогично, при z = c−z1 + z2 получим

ν̌α◦ (z) = ν̂α◦ (z) = ν̌α• (z) = ν̂α• (z) = Ma1, α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}.

Г. Пусть z = c+z1 + z2.
а) Из леммы 4 вытекает включение c+uk+ vk ∈ A0(T, ϕc+ , dk(c

+)) ⊂ A0(T, ϕc+) для любого
k ∈ N.

б) Из цепочки (2.4) получим c+ ∈ (c+k , yk) для любого k ∈ N, поэтому определено значе-
ние Dk(c

+).
Для разности аргументов арктангенсов в формуле, определяющей Dk(c

+), имеет место
равенство

1

c+
−

yk − c+

xk − c+
=

(c+ − c−)(c+ − c+k )

c+(xk − c+)
,

из которого следует, что последовательность (Dk(c
+)) убывает и стремится к нулю.

в) Пусть номер k′ такой, что выполнено неравенство Dk′(c
+) ≤ min{π/2, ϕc+}.

г) Нуль является единственной предельной точкой множества X, поэтому последователь-
ность (ak) стремится к нулю. Для любого ǫ > 0 выберем такой номер k ≥ k′, что ak < ǫ.
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Далее, фиксируем δ ∈ (Dk(c
+),Dk−1(c

+)) и, опираясь на пп. а)–в), получим, что для любого
h ∈ {1, . . . , k − 1} выполнено c+uh + vh ∈ A0(T, ϕc+ , δ).

д) Из пп. а), г) и построения (2.8) следует, что для решения z выполнены соотношения (1.2)
при N = Λk, а в силу леммы 3 выполнено и неравенство (1.3), а значит, решение z удовлетво-
ряет условиям леммы 2 при ϕ0 = ϕc+ ; отcюда получаем снова равенства (2.9).

Для остальных решений построенной системы A ∈ M2 заданные значения показателей
колеблемости из множества X повторяются, поскольку для любого решения z̃ ∈ S∗(A) \ Z
существует такая функция z ∈ Z, что при некотором r 6= 0 выполнено равенство z̃ = rz.

Следовательно, справедливы цепочки равенств (2.1) и κ(S∗(A)) = κ(Z) = X ∪ {0}, κ =
ν−, ν∼, ν0, ν+, ν∗.

5. При любом фиксированном k ∈ N ∪ {0} для значения ak ∈ X (a0 ≡ 0) и при всех
κ = ν̂α• , ν̌

α
• , ν̂

α
◦ , ν̌

α
◦ , α ∈ {−,∼, 0,+, ∗}, имеет место включение

{z(0) | z ∈ S∗(A), κ(z) = ak} ⊃ {q(cz1(0) + z2(0)) | c ∈ Ck, q > 0} ≡ Ω(ak).

Векторы z1(0) и z2(0) линейно независимы, поэтому множество Ω(ak) — внутренняя область
некоторого ненулевого угла. Следовательно, оно имеет положительную меру и содержит неко-
торое открытое подмножество. Таким образом, выполнено равенство (2.2).

Теорема полностью доказана.

Заключение

В данной работе для определенного класса счетных множеств, доказано существование
двумерной линейной ограниченной дифференциальной системы, у которой спектры всех по-
казателей колеблемости совпадают с заданным множеством из этого класса, причем все зна-
чения существенны. Интересным остается вопрос о возможности реализации произвольного
счетного существенного спектра какого-либо показателя колеблемости двумерной системы.
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