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Введение

У любой топологической группы G существует (собственная) компактификация βGG
(greatest ambit) [1], являющаяся правой топологической полугруппой, и G — ее подполугруппа.
Дополнительно βGG является максимальной эквивариантной компактификацией G (группа G
рассматривается как G-пространство с действием самой на себе умножением слева). Подробная
теория право топологических полугрупповых компактификаций (не обязательно собственных)
топологических групп изложена в [2]. В работе [3] показано, что если для действия группы G
на топологическом пространстве X топология поточной сходимости τp является допустимой
групповой топологией, то по каждой вполне ограниченной эквиравномерности на X можно по-
строить эквиравномерность на G (названную эллисовской эквиравномерностью), пополнение
по которой — компактная правая топологическая полугруппа, и G — ее подполугруппа. Такие
компактификации группы G названы собственными эллисовскими полугрупповыми компак-
тификациями G. Этот подход использует конструкцию Р. Эллиса [4], широко применяемую в
топологической динамике.

В работе рассматривается действие группы Aut(X,R) автоморфизмов (в топологии пото-
чечной сходимости) на ультраоднородном циклически упорядоченном пространстве (X,R) (в
топологии циклического порядка). Показано, что для этого действия существует единственная

1Статья опубликована при финансовой поддержке Минобрнауки РФ в рамках реализации програм-
мы Московского центра фундаментальной и прикладной математики по соглашению №075-15-2022-284.
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эквиравномерность на (X,R), дано описание соответствующей собственной эллисовской полу-
групповой компактификации Aut(X,R) и проведено сравнение соответствующей эллисовской
эквиравномерности на Aut(X,R) с Roelcke-равномерностью.

Для получения результатов проведены следующие шаги.

I. Доказано, что 2-однородное циклически упорядоченное множество ультраоднородно (тео-
рема 1). Полученная теорема усиливает [5, лемма 6], где доказано, что 3-однородное цикличе-
ски упорядоченное множество, содержащее не менее 4 элементов, является ультраоднородным.

Также отметим, что каждое линейно упорядоченное множество является циклически упо-
рядоченным (линейный порядок рассматривается как естественное сечение циклического по-
рядка). Однако существует ультраоднородное линейно упорядоченное множество, для которо-
го соответствующее циклически упорядоченное множество не 2-однородно (пример 1).

II. В [6] описана решетка всех топологий обобщенного циклического порядка (GCO топо-
логий) на ц.у. множестве (X,R). В разд. 3 установлено, что среди всех GCO топологий на
плотном 1-однородном (X,R) существует ровно 4 топологии, в которых все автоморфизмы
непрерывны (предложение 1). Аналогичные результаты для группы автоморфизмов линейно
упорядоченных множеств получены в [7, § 1.5].

Далее этот результат использован для получения допустимых групповых топологий на
Aut(X,R): топологии поточечной сходимости при действии на циклически упорядоченном
пространстве ((X,R), τR) и перестановочной топологии при действии на циклически упоря-
доченном дискретном пространстве ((X,R), τd). Известно [8;9], что топология поточечной схо-
димости является наименьшей допустимой групповой топологией на группе автоморфизмов
линейно упорядоченного пространства. В разд. 3 получен аналогичный результат для группы
автоморфизмов циклически упорядоченного пространства (теорема 2).

III. В разд. 4 и 5 рассматривается ультратранзитивное действие группы Aut(X,R) в то-
пологии поточечной сходимости на пространстве X (в топологии циклического порядка).
В разд. 4 описана максимальная эквивариантная компактификация X. В разд. 5 описана
эллисовская эквиравномерность на Aut(X,R). Пополнение по этой равномерности является
компактной правой топологической полугруппой, но не является полутопологической полу-
группой (теорема 3). Полученная компактификация группы Aut(X,R) отлична от Roelcke-
компактификации этой группы (предложение 9).

В [10, предложение 6.6] рассмотрена группа Aut(Q, R) — группа автоморфизмов счетного
ультраоднородного циклически упорядоченного множества — в перестановочной топологии и
доказана ее Roelcke-предкомпактность. Из [7, следствие 4.3] следует, что эллисовская экви-
равномерность на группе автоморфизмов линейно упорядоченного пространства (в топологии
поточечной сходимости) строго больше Roelcke-равномерности.

В качестве примера полученные результаты применены к группе автоморфизмов счетного
плотного ц.у. множества (Q, R).

Будем придерживаться обозначений и терминологии из [11; 12]. Все пространства предпо-
лагаются тихоновскими. Через ω1 обозначим первый несчетный ординал, через e — единицу
группы, через NG(e) — семейство окрестностей единицы группы G. Для группы G неравенство
G < H обозначает, что G является подгруппой группы H (возможно G = H).

1. Основные понятия и обозначения

О п р е д е л е н и е 1 [13]. Трехместное отношение R, также обозначаемое [·, ·, ·], на мно-
жестве X называется отношением циклического порядка, если выполнены следующие условия:

1) цикличность: [a, b, c] =⇒ [b, c, a];

2) асимметричность: [a, b, c] =⇒ (b, a, c) /∈ R;

3) транзитивность: [a, b, c] ∧ [a, c, d] =⇒ [a, b, d];

4) полнота порядка: для любых попарно различных a, b, c ∈ X либо [a, b, c], либо [a, c, b].
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Если R удовлетворяет указанным условиям, то пара (X,R) называется циклически упоря-

доченным (ц.у.) множеством.

Упорядоченный набор (x1, . . . , xn) будем обозначать x. Отношение [·, ·, ·] можно распро-
странить на конечные наборы.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть x = (x1, . . . , xn) — набор точек из X, n ≥ 3. Будем говорить,
что x — цикл в X и писать [x1, . . . , xn], если ∀i < j < k [xi, xj , xk].

Также будем считать, что (1) набор длины n = 1 является циклом; (2) набор x = (x1, x2)
длины n = 2 является циклом, если x1 6= x2.

В частности, [x1, . . . , xn] означает, что точки x1, . . . , xn попарно различны.

Индексы элементов x1, . . . , xn цикла x = (x1, . . . , xn) рассматриваются как вычеты mod n.

Для точек a, b в ц.у. множестве (X,R) определен интервал (a, b)X = {x ∈ X | [a, x, b]}. Ино-
гда индекс в обозначении интервала будем опускать. По аналогии с линейно упорядоченными
множествами можно определить полуинтервалы [a, b)X , (a, b]X и отрезок [a, b]X . Подмноже-
ство A в (X,R) называется выпуклым, если для любых a, b ∈ A множество A содержит хотя
бы один из интервалов (a, b), (b, a). Циклический порядок на X называется плотным, если
каждый интервал (a, b) (при a 6= b) непуст. Подробную информацию о ц.у. множествах можно
найти в [6; 13; 14].

Базу топологии τR циклического порядка на (X,R) образуют всевозможные интервалы.

Сечением на (X,R) называется такое отношение линейного порядка < на X, что
a < b < c =⇒ [a, b, c]. Для каждой точки x ∈ X множество <x= {(a, b) ∈ X2 | [x, a, b]} ∪
{(x, a) ∈ X2 | a ∈ X \ {x}} является сечением на (X,R). Щелью на (X,R) называется
сечение < такое, что в (X,<) нет ни наибольшего, ни наименьшего элементов. Множество
всех щелей на (X,R) обозначим через Γ, а через cX — наименьшую циклически упорядочен-

ную компактификацию пространства (X,R, τR) [6, следствие 4]. Пространство cX получено
из X заполнением каждой щели одной точкой [6, § 3] с естественным продолжением порядка.
По [14, теорема 2.19] циклически упорядоченное пространство компактно тогда и только тогда,
когда на нем нет щелей.

Под равномерностью U на множестве X понимается семейство равномерных покрытий
(см., например, [11, § 8.1]). На топологическом пространстве X рассматриваются равномерно-
сти, согласованные с исходной топологией X. Пополнение равномерного пространства (X,U)
обозначается как (X̃, Ũ) или просто — X̃U .

Правая (соответственно левая) равномерность на топологической группе G обозначает-
ся через R (соответственно L); ее базу образуют покрытия {Og | g ∈ G} (соответственно
{gO | g ∈ G}), где O пробегает множество всех окрестностей единицы группы G [12, лем-
ма 2.1] или [11, пример 8.1.17]. Roelcke-равномерностью (обозначаемой L ∧ R, см. [12, опре-
деление 2.5]) на топологической группе G называется точная верхняя грань всех равномер-
ностей, меньших левой равномерности L и правой равномерности R (см. [12, пример 0.24 b]).
Roelcke-равномерность является равномерностью на топологической группе. Топологическая
группа называется Roelcke-предкомпактной, если Roelcke-равномерность вполне ограничена.
Базу Roelcke-равномерности на G образуют покрытия {OgO | g ∈ G}, где O пробегает множе-
ство всех окрестностей единицы группы G. Пополнение G по равномерности L∧R обозначим
через G̃L∧R.

G y X обозначает действие группы G на множестве X, которое является эффективным
левым действием. Также это действие будем обозначать как α : G × X → X. Для каждого
x ∈ X определено орбитное отображение αx : G → X : g 7→ α(g, x). Для краткости вместо
α(g, x) будем писать g(x) или gx, а для O ⊂ G и x ∈ X вместо α(O,x) — Ox.

Для действия G y X и набора x = (x1, . . . , xn) точек в X через Stx =
n⋂

i=1
Stxi

= {g ∈

G | ∀i = 1, . . . , n gxi = xi} обозначен стабилизатор этого набора, т. е. стабилизатор каждой
точки из набора. Stx является подгруппой в G.
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Для действия G y X группы G на пространстве X через Ox
U = {g ∈ G | gx ∈ U}, где x ∈ X,

U открыто в X, обозначаются элементы предбазы топологии поточечной сходимости τp на G.
Если пространство X дискретно, то соответствующая топология поточечной сходимости на G
называется перестановочной топологией и обозначается τ∂ .

Для топологической группы G, топологического пространства X и непрерывного дей-
ствия α : G × X → X тройка (G,X,α) называется G-пространством. Для краткости это
G-пространство будем обозначать X. Отображение f : X → Y G-пространств (G,X,αX ) и
(G,Y, αY ) называется эквивариантным, если αY (g, f(x)) = f(αX(g, x)), g ∈ G, x ∈ X.

Пусть (G,X,α) — G-пространство. Равномерность U на пространстве X называется эк-

виравномерностью [15], если действие α : G y X насыщено (каждый гомеоморфизм из G
равномерно непрерывен) и ограничено (для каждого покрытия u ∈ U существуют окрест-
ность O единицы группы G и покрытие v ∈ U такие, что Ov = {OV | V ∈ v} вписано в u).
Если U является эквиравномерностью, то действие α продолжается до непрерывного действия
α̃ : G y X̃ , где X̃ = (X̃, Ũ) — пополнение (X,U) и Ũ является эквиравномерностью на X̃ (для
G-пространства (G, X̃, α̃)) [16]. При этом естественное вложение i : X → X̃ есть эквивари-
антное отображение. Если U вполне ограничена, то G-пространство (G, (X̃, i), α̃) называется
эквивариантной компактификацией G-пространства (G,X,α). Для краткости в этом случае
будем говорить, что X̃ является эквивариантной компактификацией X.

G-пространство, имеющее эквивариантную компактификацию, называется G-тихоновс-

ким. G-пространство (G,X,α) является G-тихоновским тогда и только тогда, когда на X суще-
ствует эквиравномерность. Для G-тихоновского пространства (G,X,α) семейство эквиравно-
мерностей на X имеет наибольший элемент — максимальную эквиравномерность [15], которую
обозначим U . Компактификация Самюэля пространства X относительно U [11, задача 8.5.7]
является максимальной эквивариантной компактификацией βGX G-пространства X (любая
эквивариантная компактификация X является образом βGX при некотором эквивариантном
отображении компактификаций — непрерывном эквивариантном отображении, тождествен-
ном на X). В частности, если U вполне ограничена, то X̃U — максимальная эквивариантная
компактификация X.

Для заданного действия α : G × X → X группы G на топологическом пространстве X
топология τ на G называется допустимой групповой топологией, если (G, τ) — топологическая
группа и отображение α непрерывно.

Топологическое пространство S, являющееся полугруппой, называется правой топологиче-

ской полугруппой (соответственно полутопологической полугруппой), если ∀f, g ∈ S отображе-
ние f 7→ fg непрерывно (соответственно если отображение (f, g) 7→ fg раздельно непрерывно
(∀f, g ∈ S отображения f 7→ fg и f 7→ gf непрерывны)). Подробную информацию о топологи-
ческих группах и полугруппах можно найти в работах [17] и [2].

2. Ультраоднородные ц.у. множества и группы автоморфизмов

Отображение f : X → X называется автоморфизмом ц.у. множества (X,R), если f явля-
ется биекцией, сохраняющей циклический порядок, т. е. ∀a, b, c ∈ X [a, b, c] ⇐⇒ [fa, fb, fc].
Множество всех автоморфизмов (X,R) образует группу, обозначаемую Aut(X,R).

Для G < Aut(X,R) действие G y (X,R) группы G на ц.у. множестве X называется n-

транзитивным, если для каждого k ≤ n и для любых циклов x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk)
существует g ∈ G такое, что gxi = yi, i = 1, . . . , n. Другими словами для каждого k ≤ n и для
любых циклов x = (x1, . . . , xk), y = (y1, . . . , yk) отображение ϕ : {x1, . . . , xk} → {y1, . . . , yk} :
xi 7→ yi продолжается до отображения f : X → X из группы G.

Действие G y (X,R) называется ультратранзитивным, если оно n-транзитивно для каж-
дого n ∈ N.

Циклически упорядоченное множество (X,R) называется n-однородным (ультраоднород-

ным), если действие Aut(X,R) y (X,R) n-транзитивно (ультратранзитивно).
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Лемма 1. Для циклически упорядоченного множества (X,R) рассмотрим биекцию f :
X → X. Пусть для точек x ∈ X и y = f(x) отображение f : (X,<x) → (X,<y) сохраняет

линейный порядок (a <x b =⇒ fa <y fb). Тогда f ∈ Aut(X,R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим, что f сохраняет отношение циклического порядка
на X. Пусть [a, b, c]. Тогда либо a <x b <x c, либо b <x c <x a, либо c <x a <x b. Следовательно,
либо fa <y fb <y fc, либо fb <y fc <y fa, либо fc <y fa <y fb. В любом случае имеем
[fa, fb, fc]. То есть ∀a, b, c [a, b, c] =⇒ [fa, fb, fc].

Так как отображение f−1 : (X,<y) → (X,<x) сохраняет линейный порядок, то ∀a, b, c
[fa, fb, fc] =⇒ [a, b, c]. Значит, f ∈ Aut(X,R).

Лемма доказана.

Теорема 1. Если ц.у. множество (X,R) 2-однородно, то оно ультраоднородно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если |X| < 3, то в X не существует подмножеств мощно-
сти n ≥ 3, тем самым действие Aut(X,R) y X ультратранзитивно. Далее считаем, что |X| ≥ 3.

Фиксируем произвольное натуральное n ≥ 3, а также произвольные циклы x, y из n точек
и отображение ϕ : {x1, . . . , xn} → {y1, . . . , yn} : xi 7→ yi. Построим f ∈ Aut(X,R), продолжаю-
щий ϕ.

Имеем

X =

n⋃

i=1

[xi, xi+1] =

n⋃

i=1

[yi, yi+1].

В силу 2-транзитивности действия Aut(X,R) y (X,R) для каждого i = 1, 2, . . . , n отображе-
ние ϕ

∣∣
{xi,xi+1}

: {xi, xi+1} → {yi, yi+1} продолжается до автоморфизма (X,R). Ограничение

этого автоморфизма на отрезок [xi, xi+1] обозначим через fi. Для каждого i отображения
fi : [xi, xi+1] → [yi, yi+1] и fi+1 : [xi+1, xi+2] → [yi+1, yi+2] согласованы на пересечении их об-
ластей определения — множестве {xi+1}. Значит, отображение f , являющееся комбинацией
отображений fi (i = 1, . . . n), биективно.

Рассмотрим сечения (X,R) в точках x0 ∈ (xn, x1) и y0 = f(x0) ∈ (yn, y1). Так как fi
сохраняет циклический порядок для точек из отрезка [xi, xi+1], то fi сохраняет линейный
порядок (в смысле леммы 1) для точек этого отрезка. Пусть a, b ∈ X. Можно считать, что
a <x0

b. Тогда существуют натуральные i ≤ j, такие что a ∈ [xi, xi+1], b ∈ [xj , xj+1]. Если
i = j, то fi(a) <y0 fi(b) и f(a) <y0 f(b) Если i < j, то a ≤x0

xi+1 <x0
xi+2 <x0

· · · <x0
xj−1 <x0

xj ≤x0
b. Отсюда f(a) <y0 f(b). То есть f : (X,<x0

) → (X,<y0) сохраняет линейный порядок.
По лемме 1 f ∈ Aut(X,R).

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е 1. Если (X,R) 2-однородно и |X| ≥ 3, то множество X бесконечно и
циклический порядок плотен.

Ниже приведен пример ц.у. множества (X,R), которое не является 2-однородным, но об-
ладает сечением < таким, что линейно упорядоченное множество (X,<) 2-однородно.

П р и м е р 1. (X,<) — лексикографически упорядоченно произведение ω1 ⊗l Q. На мно-
жестве X определим отношение циклического порядка следующим образом: [a, b, c] ⇐⇒ (a <
b < c)∨ (b < c < a)∨ (c < a < b). Полученное ц.у. множество 1-однородно. Оно не 2-однородно:
для точек a 6= b не существует g ∈ Aut(X,R), отображающего цикл (a, b) в цикл (b, a) (по-
скольку интервалы (a, b)X и (b, a)X неравномощны). При этом линейно упорядоченное множе-
ство (X,<) 2-однородно, т. е. для каждого n ∈ N и любых наборов x1 < · · · < xn и y1 < · · · < yn
существует g ∈ Aut(X,<) такое, что f(xi) = yi.
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3. Допустимые групповые топологии на Aut(X,R)

Пусть (X,R) — ц.у. множество. Через τR обозначена топология циклического порядка на X.
Ее базу образуют интервалы (a, b) ⊂ X, где a, b ∈ X. Отметим, что каждый интервал является
выпуклым подмножеством (X,R).

О п р е д е л е н и е 3 [6]. Топология τ на X называется

1) GCO (generalized cyclically ordered) топологией, если τ ⊃ τR и τ имеет базу из выпуклых
множеств;

2) GCO топологией в точке x ∈ X, если топологии τ принадлежат все интервалы, содер-
жащие точку x, и τ имеет базу в точке x, состоящую из выпуклых множеств.

Семейство T всех GCO топологий на (X,R) образует решетку и |T | ≤ 2|X| [6, теорема 2,
предложение 3]. В частности, решетка T содержит следующие элементы:

1) топология циклического порядка τR — наименьший элемент T ;

2) топология τ→, базу которой образуют полуинтервалы [a, b), где a, b ∈ X, a 6= b;

3) топология τ←, базу которой образуют полуинтервалы (a, b], где a, b ∈ X, a 6= b;

4) дискретная топология τd.

З а м е ч а н и е 2. Эквивалентный подход к понятию GCO пространства дан в статье [14].

Предложение 1. Пусть (X,R) — 1-однородное ц.у. множество с плотным порядком.

Множество всех GCO топологий на (X,R) в которых все автоморфизмы (X,R) непрерывны

имеет вид {τR, τ→, τ←, τd}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По [6, теорема 2] множество T всех GCO топологий на (X,R)
образует решетку, изоморфную решетке

∏
x∈X

t(x), где t(x) — решетка GCO топологий в точ-

ке x ∈ X.

Так как порядок R плотен, то для каждого x ∈ X решетка t(x) состоит из 4 элементов,
т. е. каждая GCO топология в точке x имеет базу в точке x одного из 4 видов:

1) базу топологии в точке x образуют все интервалы (a, b) ∋ x, где a, b ∈ X \ {x};

2) базу топологии в точке x образуют все полуинтервалы [x, b), где b ∈ X \ {x};

3) базу топологии в точке x образуют все полуинтервалы (a, x], где a ∈ X \ {x};

4) база топологии в точке x содержит множество {x}.

Пусть τ ∈ T и f : (X, τ) → (X, τ) непрерывно для каждого f ∈ Aut(X,R). Тогда каждый
элемент Aut(X,R) является гомеоморфизмом (X, τ) на себя. Так как (X,R) 1-однородно, то
∀x, y ∈ X ∃ гомеоморфизм f ∈ Aut(X,R) : fx = y. Отсюда следует: если база топологии в
некоторой точке x ∈ X задана одним из способов 1–4 (см. выше), то база топологии во всех
точках должна быть задана тем же способом.

Тогда решетка T изоморфна t(x) для некоторого (любого) x и состоит из 4 элементов:
1) если базу топологии в некоторой точке x образуют все интервалы (a, b) ∋ x, то также
устроена база топологии в остальных точках X — имеем топологию циклического порядка τR;
аналогично для случаев 2)–4) имеем топологии τ→, τ←, τd соответственно.

Предложение доказано.

Если топология τ на Aut(X,R) является допустимой групповой топологией, то каждый
f ∈ Aut(X,R) — непрерывное отображение X → X. В соответствии с предложением 1 рассмот-
рим топологии поточечной сходимости τp(τR), τp(τ→), τp(τ←), τp(τd) на Aut(X,R) для действия
Aut(X,R) y X в случае, когда топология на X есть соответственно τR, τ→, τ←, τd.

Топология τp(τd) есть топология поточечной сходимости при действии на дискретном X
(т. е. перестановочная топология τ∂). Она является групповой топологией на Aut(X,R) [12,
гл. 2, упр. 3]. Базу топологии группы в единице образуют стабилизаторы конечных наборов
точек в X. Очевидно, эта топология является допустимой. Группа Aut(X,R) в перестано-
вочной топологии является неархимедовой (семейство открыто-замкнутых подгрупп образует
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базу топологии в единице). Так как топология τ∂ является допустимой групповой топологией
(для действия G y (X, τd)), то она является наименьшей допустимой групповой топологией
[18, лемма 3.1] (см. предложение 4 ниже).

Перестановочная топология на Aut(X,R) есть наименьшая допустимая топология для дей-
ствия Aut(X,R) y (X, τ→) (и действия Aut(X,R) y (X, τ←)). Доказательство этих утвержде-
ний аналогично случаю линейно упорядоченных множеств и их групп автоморфизмов [7, пред-
ложение 1.10].

Перейдем к топологии τp := τp(τR).

Теорема 2. Топология поточечной сходимости τp является наименьшей допустимой

групповой топологией на Aut(X,R) для действия α : (Aut(X,R), τp) y (X, τR).

Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы состоит в проверке следующих 3-х фактов:

1) τp — групповая топология на Aut(X,R) (предложение 2);

2) τp — допустимая групповая топология для действия Aut(X,R) y (X, τR) (предложе-
ние 3);

3) среди всех допустимых групповых топологий для действия Aut(X,R) y (X, τR) топо-
логия τp является наименьшей (предложение 4).

Доказательства этих фактов в значительной степени повторяют доказательства аналогич-
ных утверждений в случае группы автоморфизмов линейно упорядоченного множества [8].

Предложение 2. τp является групповой топологией на Aut(X,R).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим непрерывность произведения. Пусть f0g0 = h0 ∈ W =
Oa

(b,c), т. е. f0g0(a) ∈ (b, c). Каждый из интервалов (b, f0g0(a)) и (f0g0(a), c) может либо быть
пустым, либо непустым, следовательно, имеем 4 случая.

С л у ч а й 1. ∃r ∈ (b, f0g0(a)) и ∃s ∈ (f0g0(a), c). Следовательно f−10 (r) ∈ (f−10 (b), g0(a))

и f−10 (s) ∈ (g0(a), f
−1
0 (c)). Тогда g0 ∈ V = Oa

(f−1

0
(r),f−1

0
(s))

и f0 ∈ U = O
f−1

0
(r)

(b,c) ∩ O
f−1

0
(s)

(b,c) . Для

произвольной пары (f, g) ∈ U×V имеем g(a) ∈ (f−10 (r), f−10 (s)) и fg(a) ∈ (b, c). Таким образом,
fg ∈ W и UV ⊂ W .

С л у ч а й 2. ∄r ∈ (b, f0g0(a)) и ∄s ∈ (f0g0(a), c). Тогда (b, c) = {f0g0(a)} и
(f−10 (b), f−10 (c)) = {g0(a)}. Положим V = {ϕ ∈ Aut(X,R) | ϕ(a) = g0(a)} и U = {ϕ ∈
Aut(X,R) | ϕ(g0(a)) = f0g0(a)}. Тогда для произвольной точки (f, g) ∈ U × V имеем fg ∈ W ,
значит, UV ⊂ W .

С л у ч а й 3. ∄r ∈ (b, f0g0(a)) и ∃s ∈ (f0g0(a), c). Тогда g0 ∈ V = Oa
(f−1

0
(b),f−1

0
(s))

и f0 ∈

U = O
g0(a)
(b,c) ∩O

f−1

0
(s)

(b,c) . Следовательно, fg ∈ W для любой пары (f, g) ∈ U ×V , значит, UV ⊂ W .

С л у ч а й 4. ∃r ∈ (b, f0g0(a)) и ∄s ∈ (f0g0(a), c). Аналогично случаю 3.

Проверим непрерывность инволюции i : g 7→ g−1 в точке f . Пусть f−1 ∈ Ox
(a,b), т. е. f−1(x) ∈

(a, b) и x ∈ (f(a), f(b)).

С л у ч а й 1. ∃d ∈ (f(b), f(a)). Тогда [f(b), d, f(a)] ∧ [f(a), x, f(b)]. Используя циклич-
ность, эту конъюнкцию можно записать двумя способами: [f(a), x, f(b)] ∧ [f(a), f(b), d] и
[f(b), d, f(a)]∧ [f(b), f(a), x]. Применяя свойство транзитивности к каждой из конъюнкций, по-
лучим соответственно [f(a), x, d] и [f(b), d, x]; вновь применив цикличность, имеем [d, f(a), x] и
[x, f(b), d]. Следовательно f ∈ Oa

(d,x) ∩Ob
(x,d). Положим U = Oa

(d,x) ∩Ob
(x,d). Тогда i(U) ⊂ Ox

(a,b).

Действительно, пусть g ∈ U . Тогда [d, g(a), x] ∧ [x, g(b), d]. По свойствам цикличности и
транзитивности будем иметь [g(b), d, g(a)] ∧ [g(a), x, g(b)]. В частности, x ∈ (g(a), g(b)), т. е.
g−1(x) ∈ (a, b) и i(g) ∈ Ox

(a,b).

С л у ч а й 2. ∄d ∈ (f(b), f(a)). Тогда f ∈ U = Oa
(f(b),x) ∩ Ob

(x,f(a)). Причем (f(b), x) =

[f(a), x) и (x, f(a)) = (x, f(b)]. Фиксируем произвольное g ∈ U .
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Рассмотрим 2 подслучая:

С л у ч а й 2.1. g(a) = f(a). Тогда [x, g(b), f(a)] примет вид [x, g(b), g(a)]. То есть x ∈
(g(a), g(b)), следовательно, i(g) ∈ Ox

(a,b).

С л у ч а й 2.2. g(a) 6= f(a). Тогда g(a) ∈ (f(b), x) \ {f(a)} = [f(a), x) \ {f(a)} = (f(a), x).
Откуда [x, f(a), g(a)]. С учетом свойства транзитивности и [x, g(b), f(a)] имеем [x, g(b), g(a)].
Следовательно, i(g) ∈ Ox

(a,b).
Предложение доказано.

Предложение 3. Топология τp является допустимой групповой топологией для дей-

ствия α : (Aut(X,R), τp) y (X, τR).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим, что действие α : (Aut(X,R), τp)× (X, τR) → (X, τR) :
(f, x) 7→ f(x) непрерывно.

Фиксируем (a, b) ∈ τR. Считаем, что (a, b) 6= ∅. Положим W = α−1((a, b)) = {(f, x) ∈
Aut(X,R) × X | f(x) ∈ (a, b)}. Достаточно доказать, что W открыто в произведе-
нии Aut(X)×X . Фиксируем (f0, x0) ∈ W . Достаточно найти окрестность U ∋ f0 и окрестность
V ∋ x0 такие, что U × V ⊂ W .

Так как (f0, x0) ∈ W , то f0(x0) ∈ (a, b). Поскольку f0 ∈ Aut(X,R), то x0 ∈ (f−10 (a), f−10 (b)).
Рассмотрим интервалы (f−10 (a), x0) и (x0, f

−1
0 (b)). Каждый из них может либо быть пустым,

либо непустым. Таким образом, имеем 4 случая.
С л у ч а й 1. ∃c ∈ (f−10 (a), x0) и ∃d ∈ (x0, f

−1
0 (b)). Положим V = (c, d) и U = Oc

(a,b) ∩

Od
(a,b). Для произвольной пары (f, x) ∈ U × V имеем: x ∈ V и f(c), f(d) ∈ (a, b). Так как f —

автоморфизм, то f(V ) ⊂ (a, b). Тогда (f0, x0) ∈ U × V ⊂ W .
С л у ч а й 2. ∄c ∈ (f−10 (a), x0) и ∄d ∈ (x0, f

−1
0 (b)). Положим V = (f−10 (a), f−10 (b)) = {x0}

и U = Ox0

(a,b). Тогда (f0, x0) ∈ U × V ⊂ W .

С л у ч а й 3. ∄c ∈ (f−10 (a), x0) и ∃d ∈ (x0, f
−1
0 (b)). Положим V = (f−10 (a), d) = [x0, d) и

U = Ox0

(a,b) ∩Od
(a,b). Для произвольной пары (f, x) ∈ U × V имеем: x ∈ V и f(V ) ⊂ (a, b). Тогда

(f0, x0) ∈ U × V ⊂ W .
С л у ч а й 4. ∃c ∈ (f−10 (a), x0) и ∄d ∈ (x0, f

−1
0 (b)). Обоснование аналогично случаю 3.

Предложение доказано.

Предложение 4 [18, лемма 3.1]. Пусть G — группа. Если топология поточечной схо-

димости τp является допустимой групповой топологией на G для эффективного действия

G y X на топологическом пространстве X, то τp является наименьшей допустимой груп-

повой топологией на G.

Это завершает доказательство теоремы 2.

4. Максимальная эквивариантная компактификация

ультраоднородного G-пространства (X,R, τR)

В разд. 4 и разд. 5 X = (X,R, τR) — ультраоднородное ц.у. множество в топологии цик-
лического порядка, G = (Aut(X,R), τp). Ультратранзитивное действие α : G y X определено
стандартным образом. По теореме 2 тройка (G,X,α) является G-пространством.

Пусть a = (a1, . . . , an) — цикл в X. Положим Oa =
n⋂

i=1
Oai

(ai−1,ai+1)
= {f ∈ G | ∀i =

1, . . . , n fai ∈ (ai−1, ai+1)} ∈ NG(e).

З а м е ч а н и е 3. Семейство окрестностей вида Oa, где a пробегает все циклы в X,
является базой топологии τp в единице.

Так как действие G y X ультратранзитивно, то для каждого цикла a = (a1, . . . , an) в X
и каждого x ∈ X либо x = ai для некоторого i и Oax = (ai−1, ai+1), либо x ∈ (ai, ai+1) для
некоторого i и Oax = (ai−1, ai+2).
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Семейство покрытий вида

ωa = {Oax | x ∈ X} = {(ai−1, ai+1), (ai−1, ai+2)}
n
i=1

где a пробегает все циклы в X, является базой некоторой равномерности UX на множестве X.

З а м е ч а н и е 4. Так как (X,R) ультраоднородно, то порядок R плотен. Тогда для
заданного цикла a = (a1, . . . , an) выберем на каждом интервале (ai, ai+1) по две точки:
bi, ci. Множество {ai, bi, ci}

n
i=1 конечно, значит, его элементы можно переобозначить через dj ,

j = 1, . . . , 3n так, что d = (d1, . . . , d3n) — цикл. Очевидно, покрытие ωd вписано в покры-
тие {(ai−1, ai+1)}

n
i=1. Таким образом, покрытия {(ai−1, ai+1)}

n
i=1, где a — цикл в X образуют

базу UX .

З а м е ч а н и е 5. Так как покрытие ωa конечно для всех циклов a, то равномерность UX

вполне ограничена. Равномерность UX согласована с топологией τR. Таким образом, пополне-
ние X̃UX — компактификация пространства X.

Из [19, лемма 1, предложение 3] следует

Предложение 5. Пусть (G,X,α) — G-пространство. Если равномерность V на множе-

стве X, базу которой образуют покрытия {Ox | x ∈ X}, O ∈ NG(e), согласована с топологией

на X, то V является максимальной эквиравномерностью на X.

Из предложения 5 и замечания 5 следует, что UX является вполне ограниченной макси-
мальной эквиравномерностью на X. Тогда пополнение X̃UX = βGX — максимальная эквива-
риантная компактификация G-пространства (G,X,α). Следующие предложения 6 и 7 в явном
виде описывают компактификацию βGX и действие α̃ : G× βGX → βGX.

Предложение 6. βGX = cX.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пространство cX наделено топологией циклического порядка
и не имеет щелей, следовательно, cX — компакт ([14, теорема 2.19]). Тогда cX является ком-
пактификацией X.

1) В любое открытое покрытие компакта cX можно вписать конечное покрытие из интер-
валов в пространстве cX, концы которых лежат во множестве X. В ограничение последнего
покрытия на X можно вписать покрытие из UX .

2) Каждое покрытие ωa = {(ai−1, ai+1), (ai−1, ai+2)}
n
i=1 ∈ UX продолжается до открытого

покрытия компакта cX: достаточно

(а) заменить каждый интервал (ai−1, ai+1) в пространстве X на интервал (ai−1, ai+1)cX в
пространстве cX;

(б) заменить каждый интервал (ai−1, ai+2) в X на интервал (ai−1, ai+2)cX в cX.

Из 1) и 2) следует, что (X,UX) — всюду плотное равномерное подпространство компак-
та cX (на котором выбрана единственная согласованная с топологией равномерность). Таким
образом, βGX = cX.

Предложение доказано.

Напомним, что нарост βGX \X = Γ есть множество всех щелей на (X,R).

Предложение 7. Продолжение α̃ : G× βGX → βGX действия α : G×X → X определя-

ется правилом

∀g ∈ G ∀ <u∈ Γ g(<u) = {(ga, gb) ∈ X2 | a <u b}. (∗)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно показать, что (∗) определяет продолжение дей-
ствия α до некоторого непрерывного действия π : G × βGX → βGX. Тогда отображения π
и α̃ равны, так как являются непрерывными отображениями, совпадающими на всюду плот-
ном подпространстве G×X ⊂ G× βGX, со значениями в хаусдорфовом пространстве.
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В этом доказательстве через gz, где g ∈ G, z ∈ βGX, обозначается π(g, z). Проверим, что
π является действием. Очевидно, что единица группы e ∈ G задает тождественное отображе-
ние βGX → βGX. Пусть <u∈ Γ, тогда ∀a, b, c ∈ X a <u b <u c =⇒ [a, b, c] и в линейно упорядо-
ченном множестве (X,<u) нет ни наименьшего, ни наибольшего элементов. Для каждого g ∈ G
имеем ∀a, b, c ∈ X (a g(<u) b g(<u) c) =⇒ (g−1a <u g−1b <u g−1c) =⇒ [g−1a, g−1b, g−1c] =⇒
[a, b, c]. Последняя импликация имеет место, так как g−1 ∈ Aut(X,R). То есть g(<u) — сечение
на X. Из заданного правила также следует, что g(<u) является линейным порядком на X без
наименьшего и наибольшего элементов. То есть g(<u) ∈ Γ. Следовательно, π — действие, и
Γ — инвариантное подмножество.

Проверим непрерывность π. По предложению 6 βGX является ц.у. множеством с тополо-
гией циклического порядка. Поскольку правило (∗) задает продолжение каждого g ∈ G до ав-
томорфизма ц.у. множества βGX, то отображение g : βGX → βGX является гомеоморфизмом.
Таким образом, для доказательства непрерывности действия π : G × βGX → βGX достаточ-
но проверить его непрерывность в точке (e, z), где z ∈ βGX. Для произвольной окрестности
U ∋ π(e, z) = z существует интервал (a, b)βGX ⊂ U , содержащий z, где a, b ∈ X. Также суще-
ствует меньший интервал (c, d)βGX , такой что z ∈ (c, d)βGX ⊂ (a, b)βGX ⊂ U . При этом c, d ∈ X,
c 6= a, d 6= b. Положим O = Oc

(a,b)X
∩ Od

(a,b)X
∈ NG(e). Тогда π(O × (c, d)βGX) ⊂ (a, b)βGX ⊂ U .

Таким образом, действие π непрерывно.
Предложение доказано.

Предложение 8. Если для каждой щели <u∈ Γ и подгруппы St<u
= {g ∈ G | g(<u) =<u}

действие St<u
y (X,<u) ультратранзитивно, то βGX является единственной эквивари-

антной компактификацией X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим некоторую эквивариантную компактификацию bX
G-пространства (G,X,α). Тогда bX является образом βGX при эквивариантном отображе-
нии компактификаций, т. е. существует непрерывное отображение q : βGX → bX, такое что
q тождественно на X и ∀g ∈ G ∀z ∈ βGX q(gz) = g(qz). Предположим, что компактифи-
кации βGX и bX неэквивалентны. Тогда существуют различные <u, <v∈ βGX \ X = Γ со
свойством q(<u) = q(<v). Так как <u и <v являются щелями на (X,R) и так как действие
St<u

y (X,<u) ультратранзитивно, то для любого интервала (a, b) ⊂ βGX существует g ∈ G
такое, что g(<u) =<u и g(<v) ∈ (a, b). Отсюда в силу эквивариантности отображения q и ра-
венства q(<u) = q(<v) имеем ∀(a, b) ⊂ βGX ∃g ∈ G : q(<u) = q(g(<u)) = g(q(<u)) =g(q(<v)) =
q(g(<v)), где g(<v) ∈ (a, b). Следовательно, g(<v) ∈ q−1(q(<u)) ∩ (a, b). Из произвольности
интервала (a, b) вытекает, что множество q−1(q(<u)) всюду плотно в βGX. В силу непрерыв-
ности q множество q−1(q(<u)) замкнуто (так как bX хаусдорфово), значит, q−1(q(<u)) = βGX.
Противоречие с тем, что q тождественно на X. Таким образом, βGX — единственная эквива-
риантная компактификация X.

Предложение доказано.

В о п р о с. Является ли действие St<u
y (X,<u) ультратранзитивным для каждой ще-

ли <u на ультраоднородном ц.у. множестве (X,R)? Это условие выполнено для счетного уль-
траоднородного ц.у. множества (см. пример 2 в конце разд. 5).

5. Эллисовская эквиравномерность на группе (Aut(X,R), τp),
действующей ультратранзитивно

В этом разделе мы используем результаты разд. 4 об ультраоднородном G-пространстве
(G,X,α) = ((Aut(X,R), τp), (X, τR), α) для описания полугрупповой компактификации груп-
пы G.

Множество отображений βGX → βGX с операцией композиции является полугруппой.
Так как действие G y βGX непрерывно и индуцированная этим действием топология по-
точечной сходимости совпадает с τp [3, лемма 1.4], то имеем вложение i : G → βGX

βGX ,
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являющееся гомоморфизмом полугрупп [3, теорема 2.7]. Оно определено следующим образом.
Действие G y βGX определяет гомоморфизм G → S(βGX) группы G в группу перестановок
множества βGX (так как действие эффективно, то этот гомоморфизм инъективен). Множе-
ство S(βGX) всех биекций βGX на себя содержится во множестве βGX

βGX всех отображений
βGX → βGX. Тем самым определено инъективное отображение множеств G → βGX

βGX . Оно
является топологическим вложением, так как βGX

βGX наделено топологией произведения, а
G — топологией поточечной сходимости (см. [4] и [3]).

По предложению 6 базу равномерности на βGX образуют покрытия

Ωa = {(ai−1, ai+1)βGX , (ai−1, ai+2)βGX}ni=1,

где a пробегает все циклы в X.

Будем отождествлять G и i(G). Единственная равномерность на компакте βGX
βGX инду-

цирует на подпространстве G равномерность, называемую эллисовской эквиравномерностью

(см. [3]), которую обозначим ν. Пополнение пространства (G, ν) — замыкание G в βGX
βGX —

является компактификацией группы G, обозначаемой bG и называемой собственной эллисов-

ской полугрупповой компактификацией.

Теорема 3. bG — правая топологическая полугруппа, состоящая из всех f ∈ βGX
βGX ,

удовлетворяющих свойству монотонности:

∀a, b, c ∈ βGX [fa, fb, fc] =⇒ [a, b, c].

bG не является полутопологической полугруппой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ bG. Допустим, что f : βGX → βGX не является мо-
нотонным, т. е. ∃a, b, c ∈ βGX : [fa, fb, fc]∧ [a, c, b]. Так как [fa, fb, fc], то существуют попарно
непересекающиеся окрестности U1, U2, U3 точек fa, fb, fc соответственно, такие что [y1, y2, y3]
для всех y1 ∈ U1, y2 ∈ U2, y3 ∈ U3. Тогда f ∈ O = {g ∈ βGX

βGX | ga ∈ U1, gb ∈ U2, gc ∈ U3} —
открыто в βGX

βGX . Но G ∩ O = ∅. Действительно, пусть g ∈ G ∩ O. Так как [a, c, b] и g ∈ G,
то [ga, gc, gb]. Так как g ∈ O, то [ga, gb, gc] — противоречие. Следовательно, G ∩ O = ∅. Тогда
f /∈ bG. Полученное противоречие показывает, что каждое f ∈ bG монотонно.

Пусть теперь отображение f : βGX → βGX монотонно. Покажем, что f ∈ bG. Рас-
смотрим произвольную окрестность O ∋ f в пространстве βGX

βGX . Достаточно доказать,
что G ∩O 6= ∅. Можно считать, что O = {g ∈ βGX

βGX | gx1 ∈ U1, . . . , gxn ∈ Un}, где
x = (x1, . . . , xn) — цикл в βGX, для каждого i Ui — интервал, содержащий fxi, причем (1)
Ui ∩ Uj = ∅, если fxi 6= fxj, и (2) Ui = Uj , если fxi = fxj.

Так как f монотонно, то для различных множеств Ui, Uj , Uk и произвольных точек zi ∈
Ui, zj ∈ Uj , zk ∈ Uk, где i < j < k, имеем [zi, zj , zk]. Так как X всюду плотно в βGX, то
каждое из множеств Ui∩X бесконечно. Тогда существует цикл y = (y1, . . . , yn) в X такой, что
для каждого i yi ∈ Ui. В силу ультратранзитивности действия G y X существует g ∈ G со
свойством gxi = yi для каждого i. Тогда g ∈ O. Следовательно, G ∩O 6= ∅.

Доказано, что для отображение f : βGX → βGX является монотонным тогда и только
тогда, когда f ∈ bG. Так как bG есть замыкание G в произведении βGX

βGX , то bG — обер-
тывающая полугруппа Эллиса, которая является правой топологической полугруппой (см.
[3, § 1.2]). Первая часть теоремы доказана.

Покажем, что bG не является полутопологической полугруппой.

Фиксируем различные a, b ∈ βGX. Разобьем βGX на два полуинтервала: βGX = [a, b)∪[b, a).
Определим f(x) = a ∀x ∈ [a, b) и f(x) = b ∀x ∈ [b, a). Полученное отображение f : βGX → βGX
является монотонным, поэтому по теореме 3 f ∈ bG. Покажем, что умножение на f слева
pf : bG → bG : g 7→ fg не является непрерывным. Имеем pf (f) = f . Пусть U — окрестность a,
не содержащая b. Тогда f ∈ O = {g ∈ bG | ga ∈ U} открыто. Для любой окрестности W ∋ f
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существует g ∈ W такое, что ga ∈ [b, a). Тогда pf (g)(a) = b /∈ U . То есть pf (W ) 6⊂ O. Таким
образом, pf разрывно в точке f .

Теорема доказана.

Так как ν является равномерностью на G как на подпространстве в βGX
βGX , то ее базу

образуют покрытия σz
x = {

n⋂
i=1

OxfStzi | f ∈ G}, где x — цикл в X, z — цикл в βGX.

Предложение 9. bG 6= G̃L∧R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Поскольку bG = G̃ν , то из равенства bG = G̃L∧R следует,
что ограничение на G единственной равномерности на компакте bG совпадает с Roelcke-
равномерностью (т. е. ν = L ∧ R). Поэтому достаточно показать, что ν 6= L ∧ R. Покажем,
что ν \ L ∧ R 6= ∅. Так как L ∧ R ⊂ L, то достаточно показать, что ν \ L 6= ∅. Рассмотрим

покрытие σx
x = {

n⋂
i=1

OxfStxi
| f ∈ G} ∈ ν, где x = (x1, . . . , xn) — цикл в X. Фиксируем произ-

вольный цикл y в X. Достаточно доказать, что покрытие λy = {fOy | f ∈ G} ∈ L не вписано
в σx

x. Можно считать, что x содержится в y, x1 = y1 и y2 ∈ (x1, x2). Фиксируем a ∈ (y1, y2)∩X.
В силу ультратранзитивности действия G y (X,R) имеем: (1) существует f ∈ G такое, что
fx1 = x1, fa = x3; (2) существует t ∈ Oy такое, что ty1 = a. Пусть g = ft ∈ fOy. Тогда

gx1 = gy1 = fty1 = fa = x3. Следовательно, g /∈
n⋂

i=1
OxfStxi

, так как иначе g ∈ OxfStx1
и для

некоторого s ∈ Ox выполнено gx1 = sfx1 = sx1 ∈ (xn, x2) — противоречие с gx1 = x3. То есть

fOy \
n⋂

i=1
OxfStxi

6= ∅. Значит, λy не вписано в σx
x.

Предложение доказано.

Пусть задано действие α : G × X → X группы G на множестве X. Тогда для каждо-
го натурального n определено диагональное действие αn : G × Xn → Xn, задаваемое со-
отношением ∀g ∈ G ∀x1, . . . , xn ∈ X αn(g, (x1, . . . , xn)) = (α(g, x1), . . . , α(g, xn)). Действие
α : G × X → X называется олигоморфным, если для каждого натурального n диагональное
действие αn : G×Xn → Xn имеет конечное число орбит [7].

П р и м е р 2. Через S обозначим окружность — отрезок [0, 1] в евклидовой топологии
с отождествленными концами. Через Q обозначим подпространство всех рациональных чи-
сел на S. Циклический порядок на S задается обходом против часовой стрелки. Отношение
порядка наследуется подмножеством Q. Положим G = (Aut(Q, R), τp). Легко видеть, что дей-
ствие G y Q ультратранзитивно. Тогда это действие олигоморфно, поэтому по [7, теорема 3.3]
группа G Roelcke-предкомпактна в перестановочной топологии τ∂ . Так как τ∂ > τp, то G
Roelcke-предкомпактна в топологии поточечной сходимости.

По теореме 2 Q является G-пространством. По предложению 6 максимальная эквивариант-
ная компактификация Q — окружность: βGQ = S. Из теоремы Кантора (каждое счетное плот-
ное линейно упорядоченное множество без наибольшего и наименьшего элементов изоморфно
(Q, <)) следует посылка предложения 8 (стабилизаторы щелей действуют ультратранзитив-
но), следовательно, S — единственная эквивариантная компактификация Q. По теореме 3 bG
является правой топологической полугруппой, состоящей из всех монотонных отображений
S → S. По предложению 9 bG отлична от Roelcke-компактификации группы G.
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