
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 31 № 1 2025

УДК 512.54.03, 515.122.4, 515.123.4, 512.562

О ROELCKE-ПРЕДКОМПАКТНОСТИ ГРУПП АВТОМОРФИЗМОВ ОБЩИХ
ЛИНЕЙНО УПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ

Б.В.Сорин

Устанавливается (топологическая) изоморфность группы автоморфизмов однородного линейно упоря-
доченного множества X и (топологического) сплетения групп автоморфизмов регулярного промежутка J
и факторпространства X/J . Дана характеризация Roelcke-предкомпактности групп автоморфизмов об-
щих линейно упорядоченных множеств. Установлена эквивалентность Roelcke-предкомпактности группы
автоморфизмов общего линейно упорядоченного множества в перестановочной топологии и топологии
поточечной сходимости при наличии простого собственного регулярного промежутка.

Ключевые слова: Roelcke-предкомпактность, однородное линейно упорядоченное множество, группа
автоморфизмов, сплетение групп.

B.V. Sorin. On Roelcke precompactness of automorphism groups of general chains. The
(topological) isomorphism of the automorphism group of a homogeneous chain X and the (topological) wreath
product of automorphism groups of a regular interval J with respect to the group of automorphisms of the
quotient space X/J is established. A characterization of the Roelcke-precompactness of automorphism groups
of general chains is given. The equivalence of the Roelcke precompactness of the automorphism group of a
general chain in permutation topology and pointwise convergence topology in the presence of a simple proper
regular interval is established.

Keywords: Roelcke precompactness, homogeneous chains, automorphisms group, wreath product.

MSC: 06A06, 20B35, 22A05, 54H15, 54E15

DOI: 10.21538/0134-4889-2025-31-1-175-184

1. Введение

Понятие Roelcke-предкомпактных групп введено W. Roelcke в [1]. Roelcke-предкомпакт-
ность группы — вполне ограниченность наибольшей нижней грани правой и левой равномер-
ностей на топологической группе — достаточно слабое свойство, присущее многим интересным
топологическим группам [2]. При этом условие Roelcke-предкомпактности групп предоставля-
ет возможность распространить на них многие результаты, справедливые для компактных
групп. В [3] исследование Roelcke-предкомпактности группы связывается с задачей оценки в
некотором смысле ее “малости”. Также Roelcke-равномерность имеет достаточно простое опи-
сание, что удобно при проведении исследований. Среди последних результатов отметим работу
T. Tsankov [4], в которой охарактеризованы (польские) Roelcke-предкомпактные группы пере-
становок (в перестановочной топологии) счетных дискретных пространств как пределы обрат-
ных спектров олигоморфных групп. В [5] даны равномерная характеризация олигоморфности
и распространение характеризации из [4] на группы перестановок произвольных дискретных
пространств.

Roelcke-предкомпактность группы сохраняющих порядок гомеоморфизмов отрезка в ком-
пактно-открытой топологии (совпадающей с топологией поточечной сходимости) установлена
в [6]. В [7; 8] доказано, что топология поточечной сходимости является допустимой группо-
вой топологией для групп автоморфизмов линейно упорядоченных множеств. Данное обсто-
ятельство позволяет изучать вопрос Roelcke-предкомпактности группы преобразований в пе-
рестановочной топологии и топологии поточечной сходимости. Roelcke-предкомпактность уль-
тратранзитивных подгрупп группы автоморфизмов ультраоднородных линейно упорядочен-
ных (и циклических) множеств в перестановочной топологии доказана в [9, предложение 6.6].
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В [5] показано, что для простых линейно упорядоченных множеств Roelcke-предкомпактность
группы автоморфизмов однородного линейно упорядоченного множества в перестановочной
топологии равносильна ее Roelcke-предкомпактности в топологии поточечной сходимости и
зависит от свойств однородности множества. Если линейно упорядоченное множество жест-
кое, то его группа автоморфизмов не Roelcke-предкомпактна, если 2-однородно (эквивалентно
ультраоднородно), то Roelcke-предкомпактна.

В работе проводится исследование Roelcke-предкомпактности групп преобразований об-
щих однородных линейно упорядоченных множеств, использующее связь структуры линейного
упорядоченного множества со структурой его группы автоморфизмов. Структура однородных
линейно упорядоченных множеств рассмотрена T. Ohkuma в [10]. Изучение структур групп
автоморфизмов начато в [8].

В разд. 2 представлены необходимые основные сведения и факты из теории однородных
линейно упорядоченных множеств, свойств Roelcke-предкомпактности групп, вводится груп-
повая топология на сплетении групп (wreath product), устанавливается (топологическая) изо-
морфность группы автоморфизмов однородного линейно упорядоченного множества X и (то-
пологического) сплетения групп автоморфизмов регулярного промежутка J и факторпрост-
ранства X/J (теорема 1). В предложении 4 дано достаточное условие Roelcke-предкомпакт-
ности топологического сплетения групп.

Основным результатом является теорема 2 разд. 3, в которой дана характеризация
Roelcke-предкомпактности групп автоморфизмов общих линейно упорядоченных множеств с
использованием редукции. Она позволяет положительно решить вопрос об эквивалентности
Roelcke-предкомпактности группы автоморфизмов общего линейно упорядоченного множест-
ва в перестановочной топологии и топологии поточечной сходимости при наличии простого
собственного регулярного промежутка (cледствие 1). Приводимые примеры демонстрируют
возможности применения полученного результата.

Рассматриваются бесконечные множества, топологические пространства — тихоновские.
Используются терминология и обозначения из работ [11] и [1]: N — натуральные числа, Z —
целые числа, Q — рациональные, R — действительные числа, NG(e) — семейство открытых
окрестностей единицы топологической группы G. Левое действие элемента g группы на точку x
обозначается как gx или g(x). Равенство (топологических) групп означает их (топологическую)
изоморфность.

Автор благодарен профессору К.Л.Козлову за многочисленные полезные обсуждения, свя-
занные с темой статьи.

2. Предварительные сведения

2.1. Однородные линейно упорядоченные множества

Если X и Y — линейно упорядоченные множества, то через X⊗ℓY обозначается их произве-

дение X×Y с лексикографическим порядком, через X♦Y — их конкатенация (на дизъюнктном
объединении X и Y линейный порядок следующий: x < y, если x ∈ X, y ∈ Y , ограничения
линейного порядка на X и Y совпадают с линейными порядками на X и Y соответственно).

Подмножество Y линейно упорядоченного множества X называется промежутком (вы-

пуклым множеством), если для любых x ≤ y ∈ Y и x ≤ z ≤ y =⇒ z ∈ Y .

О п р е д е л е н и е 1. Пусть X — линейно упорядоченное множество, Aut(X) — группа
сохраняющих порядок биекций (автоморфизмов) X.

Множество X называется однородным линейно упорядоченным множеством, если дей-
ствие Aut(X) y X транзитивно (т. е. для любых x, y ∈ X существует f ∈ Aut(X) такой, что
f(x) = y).
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Факты 1. (1) Однородное линейно упорядоченное множество или одноточечно, или бес-
конечно.

(2) Однородное линейно упорядоченное множество X или дискретно (для любого x ∈ X
существует x+, x < x+, и (x, x+) = ∅ [12]; такие множества рассмотрены в [13]), или плотно

(для любых x < y ∈ X существует z ∈ (x, y) [12]).

О п р е д е л е н и е 2. (i)Промежуток J однородного линейно упорядоченного множества X
называется регулярным [10, определение 5] (или o-блоком [14; 15]), если

∀ x, y ∈ J, ∀ g ∈ Aut(X) ((gx ∈ J) =⇒ (gy ∈ J)).

(ii)Однородное линейно упорядоченное множество X называется простым [10, определе-
ние 6], если в X нет собственных регулярных промежутков (несобственные — или точки, или
все X). Группа Aut(X) в этом случае называется o-примитивной [14].

(iii)Однородное линейно упорядоченное множество, не являющееся простым, будем (в ра-
боте) называть общим.

(iv)Линейно упорядоченное множество X называется 2-однородным, если для любых пар
точек x < y и x′ < y′ существует g ∈ Aut(X) такой, что g(x) = x′, g(y) = y′. Группа Aut(X) в
этом случае называется o-2-транзитивной [14; 15].

(v)Однородное линейно упорядоченное множество X называется жестким (rigid) [16] (или
имеющим единственный автоморфизм [10, определение 4]), если для любых x, y ∈ X суще-
ствует единственный g ∈ Aut(X) такой, что g(x) = y. Группа Aut(X) в этом случае называется
регулярной или однозначно транзитивной [16].

Факты 2. (1) 2-однородное линейно упорядоченное множество плотное.

(2) 2-однородное линейно упорядоченное множество является ультраоднородным [14, лем-
ма 4.2] (см, также [7]), т. е. для любых семейств различных n точек x1 < . . . < xn и y1 < . . . < yn
существует g ∈ Aut(X) такой, что g(xk) = yk, k = 1, . . . , n, n ∈ N.

(3) Собственный регулярный промежуток J однородного линейно упорядоченного множе-
ства X является однородным линейно упорядоченным множеством. Группа Aut(J) (любой
автоморфизм J продолжается до автоморфизма X, совпадающего с тождественным отобра-
жением на X \ J) называется характеристической группой J [10, п. (3.1)].

(4) Если J — регулярный промежуток, то отношение эквивалентности

x ∼J y ⇐⇒ ∀ g ∈ Aut(X) ((g(x) ∈ J) =⇒ (g(y) ∈ J))

определяет однородное линейно упорядоченное множество X/J = X/ ∼J , классы эквива-
лентности линейно изоморфны [10, § 4] и X = X/J ⊗ℓ J (точке x ∈ X соответствует точка
(Jx, tx) ∈ X/J ⊗ℓ J , Jx ∈ X/J — класс эквивалентности точки x относительно ∼J), где X/J —
однородное линейно упорядоченное множество [10, теорема 7] (см. также [15]).

(5) Для однородного линейно упорядоченного множества X следующие условия эквива-
лентны [10, п. 2, п. 3.5] и [14; 17]:

• X простое,

• X или 2-однородно, или жестко.

Однородное непрерывное [12] линейно упорядоченное множество X является простым [10,
§ 3.1]. Из описания жестких множеств (см., например, [16]) следует, что оно 2-однородно.

З а м е ч а н и е 1. Собственный регулярный промежуток J является открыто-замкнутым
подмножеством линейно упорядоченного пространства (X, τ) (τ — топология линейного по-
рядка на X) [10, теорема 7] и, следовательно, обобщенного линейно упорядоченного простран-

ства (X, τd) (τd — дискретная топология на X).
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2.2. Топологизация группы преобразований

Действие группы G на множестве X называется эффективным (или точным), если ядро
действия {g ∈ G | g(x) = x, ∀x ∈ X} — единица G. Если G эффективно действует на X, то
G ⊂ S(X), где S(X) — группа всех биекций X.

Стабилизатор точек x1, . . . , xn

Stx1,...,xn = {g ∈ G | g(xi) = xi, i = 1, . . . , n}

является подгруппой группы G.
Если X — топологическое пространство, Hom(X) — группа его гомеоморфизмов, то груп-

па G эффективно действует на пространстве X, при условии, что G ⊂ Hom(X). Если X —
дискретное пространство, то Hom(X) = S(X).

Допустимой групповой топологией [18] на группе G, эффективно действующей на тополо-
гическом пространстве X, называется топология, в которой группа является топологической
группой и ее действие Gy X непрерывно.

Для эффективного действия группы G на дискретном пространстве X перестановочная

топология τ∂ , предбазу окрестностей единицы которой образуют открыто-замкнутые подгруп-
пы — стабилизаторы точек, является наименьшей допустимой групповой топологией. ГруппаG
в перестановочной топологии неархимедова (базу окрестностей единицы образуют открыто-
замкнутые подгруппы).

Если топология поточечной сходимости τp (предбазу образуют множества вида [x,O] =
{f ∈ G | f(x) ∈ O}, O открыто в X) является допустимой групповой топологией на группе G
гомеоморфизмов пространства X, действующей эффективно, то она является наименьшей до-
пустимой групповой топологией [19, лемма 3.1], τ∂ ≥ τp, τ∂ — допустимая групповой топологией
и τ∂ = τp, если X — дискретное пространство.

Если X — однородное линейно упорядоченное множество, то элементы группы Aut(X)
являются гомеоморфизмами линейно упорядоченного пространства (X, τ) и обобщенного ли-
нейно упорядоченного пространства (X, τd).

Предложение 1 [5, предложение 1.10; 8]. Пусть X — однородное линейно упорядоченное

множество.

(1) На группе Aut(X) топология поточечной сходимости τp является наименьшей допу-

стимой групповой топологией для действия Aut(X) y (X, τ). Топология τ∂ является допу-

стимой групповой топологией, и τ∂ ≥ τp. Если X дискретно, то τ∂ = τp.
(2) На группе Aut(X) перестановочная топология τ∂ является наименьшей допустимой

групповой топологией для действия Aut(X) y (X, τd).

Пусть (Aut(X), τ∂) — подгруппа (S(X), τ∂).

2.3. Roelcke-равномерность на топологической группе

Необходимые сведения о Roelcke-равномерности L ∧ R на группе G (наибольшей нижней
грани правой R и левой L равномерностей) изложены в [1]. Базу Roelcke-равномерности об-
разуют покрытия {OgO | g ∈ G}, O ∈ NG(e), где NG(e) — семейство открытых окрестностей
единицы e группы G. Группа G Roelcke-предкомпактна, если Roelcke-равномерность вполне
ограничена. Напомним основные свойства Roelcke-предкомпактности топологических групп.

Факты 3. (1) Всюду плотная подгруппа H группы G Roelcke-предкомпактна в том и
только в том случае, если группа G Roelcke-предкомпактна [1, предложение 3.24] и [4, пред-
ложение 2.2]. Более того, Roelcke-компактификации H и G изоморфны [11, cледствие 8.3.11].

(2) Открытая подгруппа Roelcke-предкомпактной группы Roelcke-предкомпактна [1, пред-
ложение 3.24].



О Roelcke-предкомпактности групп автоморфизмов 179

(3) Непрерывный гомоморфный образ Roelcke-предкомпактной группы — Roelcke-предком-
пактная группа [4, предложение 2.2].

(4) Если нормальная подгруппаH и факторгруппа G/H группы G Roelcke-предкомпактны,
то группа G Roelcke-предкомпактна [4, предложение 2.2].

(5) Предел обратного спектра из Roelcke-предкомпактных групп и гомоморфизмов Roelcke-
предкомпактен [4, предложение 2.2].

(6) Произведение топологических групп Roelcke-предкомпактно в том и только в том слу-
чае, если сомножители — Roelcke-предкомпактные группы [1, предложение 3.35].

Если на группе G даны две групповые топологии σ ≤ τ , то из задания баз Roelcke-рав-
номерностей следует, что (L∧R)σ ⊂ (L∧R)τ для равномерностей на группе в соответствующих
топологиях.

Можно записать известные результаты в виде следующих предложений.

Предложение 2 [5, cледствие 1.2, замечание 1.3]. Если (G, τ∂) Roelcke-предкомпактна,

то (G, τp) Roelcke-предкомпактна.

Если (G, τp) не Roelcke-предкомпактна, то группа G в любой допустимой групповой то-

пологии также не Roelcke-предкомпактна.

Из Roelcke-предкомпактности (G, τp), вообще говоря, не следует Roelcke-предкомпакт-

ность (G, τ∂).

Предложение 3 [5, cледствие 3.6]. Пусть X — простое линейно упорядоченное множе-

ство. Тогда

(1) X жестко ⇐⇒ группа Aut(X) не является Roelcke-предкомпактной в любой допусти-

мой групповой топологии, при действии на соответствующем X однородном обобщен-

ном линейно упорядоченном пространстве.

(2) X 2-однородно ⇐⇒ группа (Aut(X), τ∂) Roelcke-предкомпактна ⇐⇒ группа (Aut(X), τp)
Roelcke-предкомпактна.

(3) Группа (Aut(X), τ∂) Roelcke-предкомпактна в том и только в том случае, если группа

(Aut(X), τp) Roelcke-предкомпактна.

2.4. Сплетение групп (wreath product)

Пусть G — группа, H — подгруппа группы перестановок S(X) множества X (определено
действие H y X). Корректно определено действие H на группе GX (перестановка координат
в произведении):

(hϕ)(x) = ϕ(h−1x), x ∈ X, где h ∈ H, ϕ ∈ GX . (Wr)

Сплетением групп GWrX H (также используется обозначение G ≀X H) G и H называется
полупрямое произведение GX ⋊H групп GX и H.

Если G — топологическая группа, топологическая группа GX — тихоновское произведе-
ние групп G, группа H — в перестановочной топологии (при действии H y X), то дей-
ствие H y GX , определенное в (Wr), непрерывно и топологическое полупрямое произведе-
ние GX ⋊H является топологической группой [1, предложение-определение 6.15].

Сплетение групп GWrX H c топологией произведения GX ×H топологических групп GX и
H назовем топологическим сплетением групп и будем обозначать через GWrτX H. Если X —
линейно упорядоченное множество и H = Aut(X), то индекс X здесь будем опускать: GWrτ H.

Теорема 1. Пусть J — собственный регулярный промежуток однородного линейно упо-

рядоченного множества X. Тогда

(1) Aut(X) = Aut(J)WrAut(X/J);
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(2) (Aut(X), τp) = (Aut(J), τp)Wrτ (Aut(X/J), τ∂);

(3) (Aut(X), τ∂) = (Aut(J), τ∂)Wrτ (Aut(X/J), τ∂);

(4) (Aut(X), τp)/(Aut(J), τp)
X/J =(Aut(X), τ∂)/(Aut(J), τ∂)

X/J =(Aut(X/J), τ∂);

(5) действие Aut(J)WrAut(X/J) y X/J ⊗ℓ J задается правилом

((gι)ι∈X/J , h), (Jx, tx)) → (hJx, ghJxtx), (gι)ι∈X/J ∈ Aut(J)X/J , h ∈ Aut(X/J). (⋆)

Действия (Aut(J), τp)Wrτ (Aut(X/J), τ∂) y (X = X/J ⊗ℓ J, τp) и

(Aut(J), τ∂)Wrτ (Aut(X/J), τ∂) y (X = X/J ⊗ℓ J, τd),

определяемые правилом (⋆), непрерывны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждения (1) и (2) являются переформулировкой теоремы 8
из [8], использующей инвариантность отношения ∼J относительно автоморфизмов (см. так-
же [20], где фактически доказано утверждение (1), и [15, § 6]).

В [8, теорема 8] определен изоморфизм групп

k : Aut(J)WrAut(X/J) → Aut(X)

такой, что k((gι)ι∈X/J , h)(Jx, tx) = (hJx, ghJxtx), где (gι)ι∈X/J ∈ Aut(J)X/J , h ∈ Aut(X/J) и
(Jx, tx) ∈ X/J ⊗ℓ J . Проверим, что изоморфизм групп k корректно определяет действие (⋆)
из п. (5).

Элемент (eAut(J)X/J = (eι)ι∈X/J , eX/J ), где eι — единица группы Aut(J), ι ∈ X/J , eX/J —

единица группы Aut(X/J), является единицей группы Aut(J)WrAut(X/J). Очевидно, что
k(eAut(J)X/J , eX/J )(Jx, tx) = (Jx, tx) для любой точки (Jx, tx) ∈ X/J ⊗ℓ J .

Для g, h ∈ Aut(X/J), ϕ = (ϕι)ι∈X/J , ψ = (ψι)ι∈X/J ∈ Aut(J)X/J и (Jx, tx) ∈ X/J ⊗ℓ J имеем

k(ψ, h)(Jx, tx) = (hJx, ψhJxtx), k(ϕ, g)(hJx, ψhJxtx) = ((gh)Jx, (ϕ(gh)JxψhJx)tx).

Так как (ϕ, g)(ψ, h) = (ϕ(gψ), gh) = ((ϕι)ι∈X/J (ψg−1ι)ι∈X/J , gh) = ((ϕιψg−1ι)ι∈X/J , gh) по опре-
делению операции произведения в полупрямом произведении по действию (см., например,
[1, предложение-определение 6.11]) и определению операции произведения в Aut(J)X/J , имеем

k((ϕ, g)(ψ, h))(Jx , tx) = ((ϕιψg−1ι)ι∈X/J , gh)(Jx, tx) = ((gh)Jx, (ϕ(gh)JxψhJx)tx).

Тем самым действие (⋆) в п. (5) корректно определено и каждый элемент группы
Aut(J)WrAut(X/J) — автоморфизм X.

Для точки x = (Jx, tx) ∈ X/J ⊗ℓ J = X стабилизатор точки x при действии Aut(X) y X
обозначим через Stx, стабилизатор точки tx ∈ J при действии Aut(J) y J обозначим как Sttx ,
стабилизатор точки Jx ∈ X/J при действии Aut(X/J) y x/J — как StJx . Здесь Jx и J —
изоморфные линейно упорядоченные множества (факт 2 (4)),

prx : (Aut(J))X/J =
∏

ι∈X/J

Aut(Jι) → Aut(Jx) = Aut(J)

— проекция произведения на сомножитель.

Утверждение (3) следует из совпадения окрестностей предбазы: окрестности Stx из предба-
зы перестановочной топологии Aut(X) (x = (Jx, tx) ∈ X/J ⊗ℓ J = X) совпадают с множества-
ми pr−1

x Sttx × StJx из предбазы топологии (Aut(J), τ∂)Wrτ (Aut(X/J), τ∂) = (Aut(J),τ∂)
X/J ⋊

(Aut(X/J),τ∂). Утверждение (4) является следствием пп. (2) и (3).

В силу утверждений (1)–(3) действия (⋆) в п. (5) непрерывны. �
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Предложение 4. Пусть G — топологическая группа, топологическая группа GX — ти-

хоновское произведение групп G и группа H в перестановочной топологии при действии

H y X.

Сплетение групп GWrτX H Roelcke-предкомпактно, если группы G и H Roelcke-предком-

пактны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно факту 3 (6) группа GX Roelcke-предкомпактна. По
факту 3 (4) (H — факторгруппа группы GWrτX H относительно нормальной подгруппы GX)
GWrτX H Roelcke-предкомпактно. �

3. Roelcke-предкомпактность групп автоморфизмов общих однородных
линейно упорядоченных множеств

Пусть X — однородное линейно упорядоченное множество, J — собственный регуляр-
ный промежуток, являющийся открыто-замкнутым подмножеством (X, τ) (и, следовательно,
(X, τd)) по замечанию 1, дополнение до которого — дизъюнктные открыто-замкнутые проме-
жутки J− = {t ∈ X | t < x, ∀ x ∈ J} и J+ = {t ∈ X | t > x, ∀ x ∈ J} (не обязательно
однородные). Положим H = {g ∈ Aut(X) | ∀ x ∈ J, g(x) ∈ J}.

Лемма 1. (1) H — открытая подгруппа (Aut(X), τp) (и, следовательно, (Aut(X), τ∂);

(2) (H, τp) = (Aut(J−), τp)× (Aut(J), τp)× (Aut(J+), τp),

(H, τ∂) = (Aut(J−), τ∂)× (Aut(J), τ∂)× (Aut(J+), τ∂);

(3) для любой точки x = (J, tx) (x ∈ J , tx ∈ J , Sttx — стабилизатор точки tx относительно

действия Aut(J) y J)

Stx = Aut(J−)× Sttx × Aut(J+).

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Так как J — регулярный промежуток, то H = [x, J ] = {g ∈
Aut(X) | g(x) ∈ J}, где x ∈ J . Значит, H — открытая подгруппа (Aut(X), τp) (и, следовательно,
(Aut(X), τ∂)).

(2) X = J−♦J♦J+, и любой автоморфизм X принадлежит H в том и только в том случае,
если он является комбинацией автоморфизмов J−, J и J+. Тем самым H = Aut(J)×Aut(J−)×
Aut(J+).

Так как топология поточечной сходимости является допустимой групповой топологией на
группе автоморфизмов линейно упорядоченного пространства по п. (1) предложения 1 (для
однородного линейно упорядоченного пространства) и по [8, cледствие 2] (в общем случае)
и τp ≤ τ∂ , то топологические группы в п. (2) корректно определены. Их топологическая изо-
морфность легко проверяется.

Утверждение (3) следует из п. (2) и определения регулярного промежутка. �

Теорема 2. Пусть X — общее однородное линейно упорядоченное множество. Следую-

щие условия эквивалентны:

(1) топологическая группа (Aut(X), τp)
(

соответственно (Aut(X), τ∂)
)

Roelcke-предком-

пактна;

(2) для любого собственного регулярного промежутка J топологические группы

(Aut(J), τp)
(

соответственно (Aut(J), τ∂)
)

и (Aut(X/J), τ∂) Roelcke-предкомпактны;

(3) существует собственный регулярный промежуток J такой, что топологические груп-

пы (Aut(J), τp)
(

соответственно (Aut(J), τ∂)
)

и (Aut(X/J), τ∂) Roelcke-предкомпактны.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1)=⇒(2). Пусть J — собственный регулярный промежуток X.
Из п. (4) теоремы 1 и факта 3 (3) следует Roelcke-предкомпактность (Aut(X/J), τ∂).
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Подгруппа (H = {g ∈ Aut(X) | ∀ x ∈ J, g(x) ∈ J}, τp) (соответственно (H, τ∂)) Roelcke-
предкомпактна как открытая подгруппа группы (Aut(X), τp) (соответственно (Aut(X), τ∂)) по
факту 3 (2). Из п. (2) леммы 1 и факта 3 (6) следует Roelcke-предкомпактность (Aut(J), τp)
(соответственно (Aut(J), τ∂)).

Импликация (2)=⇒(3) очевидна. (3)=⇒(1) следует из теоремы 1 и предложения 4. �

Из теоремы 2 и предложения 3 имеем

Следствие 1. Для общего однородного линейно упорядоченного множества X, имеющего

простой собственный промежуток, условия Roelcke-предкомпактности групп (Aut(X), τp) и

(Aut(X), τ∂) эквивалентны. �

П р и м е р ы. (1) Группа автоморфизмов лексикографически упорядоченного произведе-
ния 2-однородных линейно упорядоченных множеств X и Y Roelcke-предкомпактна в тополо-
гиях τp и τ∂ .

Действительно, X⊗ℓY — или простое линейно упорядоченное множество, или общее. Если
оно простое, то не может быть жестким. Значит, или X ⊗ℓ Y 2-однородное, или Y являет-
ся собственным регулярным промежутком (если существует собственный регулярный проме-
жуток, содержащийся в Y , то Y не 2-однородно; если существует собственный регулярный
промежуток, содержащий Y , то X ⊗ℓ Y 2-однородно). В первом случае группа Aut(X ⊗ℓ Y )
Roelcke-предкомпактна по предложению 3 (однако Aut(X ⊗ℓ Y ) 6= Aut(Y )WrAut(X)).
Во-втором случае она Roelcke-предкомпактна по теореме 2 и предложению 3. Заметим, что
обе возможности реализуются: R ⊗ℓ R — общее линейно упорядоченное множество, а Q ⊗ℓ Q

(линейно) изоморфно Q и, следовательно, является простым.

(2) Группа автоморфизмов лексикографически упорядоченного квадрата K Roelcke-пред-
компактна в топологиях τp и τ∂ , так как

Aut(K) = Aut(R)×
(

Aut(R) Wr Aut(R))× Aut(R)

и Aut(R) Wr Aut(R) — группа автоморфизмов множества R⊗ℓ R [8, следствие 5].

(3) По индукции, используя (1), можно показать, что группа автоморфизмов лексикогра-
фически упорядоченного конечного произведения 2-однородных линейно упорядоченных мно-
жеств Roelcke-предкомпактна в топологиях τp и τ∂ .

⊗n
ℓR = (⊗n−1

ℓ R) ⊗ℓ R, n ∈ N, с лексикографическим порядком ((x1, . . . , xn) < (y1, . . . , yn),
если xj < yj, где j = min{k | xk 6= yk}), — общее линейно упорядоченное множество (мож-
но воспользоваться тем, что R не имеет щелей, а в ⊗n

ℓR, n ≥ 2, щели содержатся в любом
непустом промежутке с концами в точках, у которых первые n− 1 координат различны) и его
группа автоморфизмов Aut(⊗n

ℓR) есть последовательное взятие сплетений групп автоморфиз-
мов собственных регулярных промежутков

WrnAut(R) = Aut(R) Wr
(

Wrn−1Aut(R)
)

, n ∈ N,

(действие WrnAut(R) на ⊗n
ℓR определяется как в теореме 1 (5)). Из структуры действия сле-

дует, что собственными регулярными промежутками ⊗n
ℓR являются R, ⊗2

ℓR, . . . ,⊗n−1
ℓ R.

(4) Группа автоморфизмов дискретного однородного линейно упорядоченного множе-
ства X не Roelcke-предкомпактна в топологиях τp и τ∂ . Действительно, из [10, пример § 3.1]
следует, что либо X эквивалентно Z, либо Z — собственный регулярный промежуток и X⊗ℓZ.
Остается применить теорему 2 и предложение 3.

Отметим, что Z⊗ℓ Q (линейно) изоморфно Q и, значит, 2-однородно. Его группа автомор-
физмов Roelcke-предкомпактна. Однако Aut(Z⊗ℓQ) 6= Aut(Q) Wr Aut(Z) и по предложению 4
группа Aut(Q) Wr Aut(Z) не Roelcke-предкомпактна в топологиях τp и τ∂ с учетом предложе-
ния 3.
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