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В работе доказано, что если линейная неоднородная периодическая система x(n+1) = P (n)x(n)+f(n),
в которой матрицы P (n) и f(n) ω-периодичны (ω 6= 1), detP (n) 6= 0, имеет Ω-периодическое решение
(Ω 6= 1), период которого взаимно прост с периодом системы, то существует n0 ∈ Z+ такое, что для
всех n ∈ Z+ det(P (n) − P (n0)) = 0. Приведен пример линейной неоднородной системы второго поряд-
ка, в которой матрицы P (n) и f(n) имеют общий период 3, а система имеет 2-периодическое решение.
Построены ω-периодические (ω 6= 1) нелинейные системы разностных уравнений в двумерном и трехмер-
ном случаях, имеющие решение, период которого Ω 6= 1 взаимно прост с ω, но при этом система не имеет
ω-периодических решений. Доказано, что дискретное неавтономное логистическое уравнение

xn+1 = xn exp
(

rn

(

1−
xn

Kn

))

,

где {rn} и {Kn} — положительные периодические последовательности с общим периодом ω (ω 6= 1), не
может иметь Ω-периодическое решение (Ω 6= 1), период которого взаимно прост с ω.

Ключевые слова: периодические решения периодической системы разностных уравнений, взаимная
простота периодов.

A. V. Lasunsky. On periodic solutions of a system of difference equations whose period is

coprime with the period of the system.

It is proved that if a linear inhomogeneous periodic system x(n+1) = P (n)x(n)+f(n), in which the matrices
P (n) and f(n) are ω-periodic (ω 6= 1) and detP (n) 6= 0, has an Ω-periodic solution (Ω 6= 1) whose period is
coprime with the period of the system, then there is n0 ∈ Z+ such that det(P (n) − P (n0)) = 0 for all n ∈ Z+.
An example of a linear inhomogeneous second-order system is given in which the matrices P (n) and f(n) have
a common period 3, and the system has a 2-periodic solution. In the two-dimensional and three-dimensional
cases, we construct nonlinear ω-periodic (ω 6= 1) systems of difference equations that have a solution whose
period Ω 6= 1 is coprime with ω, but the system does not have ω-periodic solutions. It is proved that the discrete
nonautonomous logistic equation

xn+1 = xn exp
(

rn

(

1−
xn

Kn

))

,

where {rn} and {Kn} are positive periodic sequences with a common period ω (ω 6= 1), cannot have an
Ω-periodic solution (Ω 6= 1) whose period is coprime with ω.
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1. Введение

Рассмотрим систему разностных уравнений

xn+1 = X(n, xn), n ∈ Z+ = N ∪ {0}, xn ∈ R
m, (1.1)

правая часть которой ω-периодична по n, т. е. существует такое наименьшее ω ∈ N, что для
любого фиксированного p ∈ R выполняется равенство

X(n+ ω, p) = X(n, p)
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при всех n ∈ Z+. Далее под периодом системы (1.1) будем понимать период ее правой части.
Если ω = 1, то система (1.1) автономна. Этот случай будем оговаривать отдельно.

Будем предполагать, что вектор-функция

X : Z+ × R
m −→ R

m, m ∈ N,

определена при всех значениях своих аргументов.

Будем считать, что последовательность xn = x(n), n ∈ Z+, является Ω-периодической
(Ω ∈ N), если для любого n ∈ Z+ справедливо равенство xn+Ω = xn. Ясно, что период после-
довательности определяется не однозначно. В дальнейшем под периодом последовательности
будем понимать наименьший из периодов (основной период). Если основной период равен 1,
то последовательность, очевидно, постоянна. Постоянное решение системы (1.1), как и в слу-
чае дифференциальных уравнений, будем называть положением равновесия или точкой покоя.
Вопросами существования и построения периодических решений дискретных уравнений и си-
стем занимались многие авторы (см. [1–4] и др.). В основном они изучали решения, период
которых совпадал с периодом уравнения (системы). Пусть ϕ(n) является Ω-периодическим
решением (Ω 6= 1) системы (1.1). Всегда ли период Ω кратен ω (ω 6= 1) или, наоборот, ω крат-
но Ω? Чтобы ответить на этот вопрос и построить соответствующие примеры, обратимся к
дифференциальным уравнениям.

Рассмотрим систему

dx

dt
= X(t, x), t ∈ R+ = [0,+∞), x ∈ R

n, (1.2)

где функция X(t, x) непрерывна по своим аргументам и удовлетворяет какому-либо условию,
обеспечивающему единственность решения задачи Коши. Пусть существует ω > 0 такое, что
X(t+ ω, x) = X(t, x) для всех x и t.

Еще в 30-х годах прошлого века группой физиков под руководством Л.И.Мандельштама
и Н.Д.Папалекси [5] экспериментально были обнаружены асинхронные колебания, описывае-
мые сильно нерегулярными периодическими решениями системы (1.2).

Х.Л.Массер заметил [6], что периодическое решение системы (1.2) может иметь период Ω,
несоизмеримый с ω, т. е. их отношение есть иррациональное число. Этот результат Х.Л.Мас-
сера положил начало новому направлению в качественной теории дифференциальных уравне-
ний. Немного позднее участники семинара по нелинейным колебаниям Я. Куцвейль и О. Вей-
вода, на тот момент только что окончившие аспирантуру, а впоследствии — широко известные
чешские математики высокого уровня, установили [7], что для всякой системы (1.2), имею-
щей периодическое решение, период которого несоизмерим с периодом правых частей, правые
части вдоль такого решения не зависят от времени t. Пример такой системы Н.П.Еругина
можно найти, например, в [8] или [9, с. 483]. Развитие новое направление получило в работах
И.В. Гайшуна [10], Э.И. Грудо [11–13], Ю.А.Ильина [14], В.Т.Борухова [15] и других матема-
тиков.

К началу 70-х годов прошлого века в физике уже был известен ряд систем, в которых коле-
бательные процессы осуществляются на собственной частоте, в общем случае несоизмеримой
с частотой внешней силы [16;17].

Оказывается, многие аналогичные факты имеют место и для разностных уравнений, толь-
ко теперь уже будет идти речь о взаимной простоте периодов ω и Ω. Дискретный аналог
теоремы Массер — Курцвейля — Вейводы доказан в [18, теорема 1]. По аналогии с теорией
дифференциальных уравнений [19] Ω-периодическое решение ω-периодической системы (1.1)
такое, что ω и Ω взаимно просты, следуя работам [20;21], будем также называть сильно нере-
гулярным.
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2. Линейные системы разностных уравнений

и сильно нерегулярные решения

Докажем сначала следующее утверждение, которое будем использовать в дальнейшем. Оно
касается не обязательно линейных систем разностных уравнений.

Предложение 1. Пусть ϕ(n) является Ω-периодическим решением ω-периодической си-

стемы (1.1) (Ω 6= 1, ω 6= 1) и НОД(ω,Ω) = 1, тогда ϕ(n) есть решение любой автономной

системы xn+1 = X(n0, xn), где n0 ∈ Z+ произвольно.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, возьмем произвольное n0 ∈ Z+. Имеем
ϕ(n0 + 1) = X(n0, ϕ(n0)), так как ϕ(n) — решение системы (1.1). В силу дискретного аналога
теоремы Массера — Курцвейля — Вейводы (см. [18, теорема 1]) X(n,ϕ(n0)) = X(n0, ϕ(n0)),
поэтому ϕ(n0+1) = X(n,ϕ(n0)). Заменяя n0 на n, а n на n0, получаем ϕ(n+1) = X(n0, ϕ(n)).

В работе [20] получено необходимое условие существования сильно нерегулярных перио-
дических решений дискретной линейной однородной периодической системы второго порядка.
А.К.Деменчук показал [21], что линейное неоднородное нестационарное периодическое дис-
кретное уравнение первого порядка не имеет сильно нерегулярных периодических решений,
отличных от постоянных. В следующей теореме мы получим необходимое условие существо-
вания сильно нерегулярных периодических решений дискретной линейной неоднородной пе-
риодической системы произвольного порядка. Как следствие, из этой теоремы будет вытекать
результат [21] для скалярного случая. Далее мы приведем пример дискретной линейной неод-
нородной периодической системы второго порядка, имеющей сильно нерегулярное решение.

Теорема 1. Если линейная неоднородная периодическая система

x(n+ 1) = P (n)x(n) + f(n), (2.1)

в которой матрицы P (n) и f(n) ω-периодичны (ω 6= 1), detP (n) 6= 0, имеет сильно нере-

гулярное Ω-периодическое решение (Ω 6= 1), то существует n0 ∈ Z+ такое, что для всех

n ∈ Z+

det(P (n)− P (n0)) = 0. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕ(n) — сильно нерегулярное Ω-периодическое решение
(Ω 6= 1) системы (2.1), тогда для любого n0 ∈ Z+ по предложению 1 ϕ(n) является решением
системы

x(n+ 1) = P (n0)x(n) + f(n0).

Для n0 = 0
ϕ(1) = P (0)ϕ(0) + f(0),
ϕ(2) = P (0)ϕ(1) + f(0),
........................................

ϕ(0) = ϕ(Ω) = P (0)ϕ(Ω − 1) + f(0),

откуда
Ω−1
∑

k=0

ϕ(k) = P (0)

Ω−1
∑

k=0

ϕ(k) + Ωf(0).

Аналогично для i = 1, . . . , ω − 1

Ω−1
∑

k=0

ϕ(k) = P (i)

Ω−1
∑

k=0

ϕ(k) + Ωf(i).

Имеем

f(n) =
1

Ω

(

Ω−1
∑

k=0

ϕ(k) − P (n)

Ω−1
∑

k=0

ϕ(k)
)

, n ∈ Z+. (2.3)
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Исходная система (2.1) принимает вид

y(n+ 1) = P (n)y(n); (2.4)

здесь

y(n) = x(n)−
1

Ω

Ω−1
∑

k=0

ϕ(k).

Итак, если линейная неоднородная система (2.1) имеет сильно нерегулярное решение ϕ(n), то
линейная однородная система (2.4) имеет сильно нерегулярное решение

ψ(n) = ϕ(n)−
1

Ω

Ω−1
∑

k=0

ϕ(k).

Так как Ω 6= 1, то существует n0 ∈ Z+ такое, что ψ(n0) 6= O. По дискретному аналогу теоремы
Массера— Курцвейля— Вейводы [18]

P (n)ψ(n0) = P (n0)ψ(n0) = const.

Для однородной системы (P (n) − P (n0)ψ = O находим ненулевое решение ψ(n0), значит,
det(P (n)− P (n0)) = 0.

Следствие 1 (см. [21]). Линейное неоднородное нестационарное периодическое дискрет-

ное уравнение первого порядка не имеет сильно нерегулярных периодических решений, от-

личных от постоянных.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если такое решение существует, то в скалярном случае соот-
ношение (2.2) означает, что последовательность p(n) постоянна, а тогда и последователь-
ность f(n) (см.(2.3)) постоянна. �

Приведем пример системы (2.1) второго порядка, в которой матрицы P (n) и f(n) 3-перио-
дичны, а система имеет 2-периодическое решение.

П р и м е р 1. Система

x(n+ 1) =

(

−1 0

0 cos
2πn

3

)

x(n) +

(

2

1− cos
2πn

3

)

имеет период 3, а также 2-периодическое решение

x(n) =

(

(−1)n + 1
1

)

.

Заметим, что в этом примере ∀n, n0 ∈ Z+ det(P (n)− P (n0) = 0.
В статье [14] отмечается, что если для системы (1.2) в двумерном случае существует ре-

шение с несоизмеримым периодом, то она имеет хотя бы одно ω-периодическое решение (не
исключается случай ω = 0). Дискретный аналог этого утверждения невозможен. В этом можно
убедиться на следующем примере.

П р и м е р 2. Правая часть системы

{

xn+1 = −xn,

yn+1 = yn +
(

1 + 2 sin
π

k
cos
(π

k
+

2πn

k

))

(x2n − 1),

(k > 1 нечетное) периодична с периодом ω = k. Система характеризуется общим решением

xn = C1(−1)n, yn = C2 + (C2
1 − 1)

(

n+ sin
2πn

k

)

.
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1) Если C1 = ±1, то система имеет решения xn = C1(−1)n, yn = C2 с периодом Ω = 2,
причем НОД(Ω, k)=1.

2) Если C1 6= ±1, то решения не являются периодическими, так как yn — неограниченная
последовательность.

Неудивительно, что и в трехмерном случае можно построить соответствующие примеры.

П р и м е р 3. Правая часть системы











xn+1 = −yn,
yn+1 = xn,

zn+1 = zn +
(

1 + 2 sin
π

k
cos
(π

k
+

2πn

k

))

(x2n + y2n − 1),

k > 1, k ∈ N, НОД(k; 4) = 1, имеет период ω = k. Система обладает общим решением

xn = C1 cos
πn

2
+C2 sin

πn

2
, yn = C1 sin

πn

2
+C2 cos

πn

2
, zn = C3+(C2

1 +C
2
2 −1)

(

n+sin
2πn

k

)

.

1) Если C2
1 +C

2
2 = 1, то у системы есть решение с периодом Ω = 4. Система имеет решения,

период которых взаимно прост с периодом правой части системы.

2) Если C2
1 + C2

2 6= 1, то zn → ∞ при n→ +∞ и больше периодических решений нет.

Х.Л.Массер доказал [6], что у системы
dx

dt
= X(x)+f(t), где f(t) ω-периодическая вектор-

функция, нет решений с несоизмеримым периодом (см. также работу [14]). Аналогичное утвер-
ждение справедливо и для дискретного случая, справедливость которого сразу вытекает из
дискретного аналога теоремы Массера— Курцвейля— Вейводы (см. [18, теорема 1]).

Предложение 2. Система

xn+1 = X(xn) + fn,

где fn — k-периодическая последовательность (k 6= 1), не имеет периодических решений,

период которых взаимно прост с k.

3. Дискретное периодическое логистическое уравнение

Дискретное периодическое логистическое уравнение

xn+1 = xn exp
(

rn

(

1−
xn

Kn

))

, (3.1)

где rn и Kn — положительные периодические последовательности, является одной из основных
моделей роста численности популяций изолированных видов. Для постоянных коэффициен-
тов rn, Kn динамика уравнения (3.1) достаточно хорошо изучена [22, c. 46–54]. На примере
уравнения xn+1 = xn exp(r(1− xnK

−1)) при увеличении параметра r можно проследить пере-
ход к хаотическому режиму через бифуркации удвоения периода решений.

Если rn и Kn — положительные периодические последовательности с общим периодом ω,
то у уравнения (3.1) существует ω-периодическое решение [23] (не исключается случай ω = 1).
В этой же работе получено достаточное условие глобальной асимптотической устойчивости
данного решения.

В статье [24] для уравнения
xn+1 = xn exp(rn(1− xn)),

в котором rn — положительная ω-периодическая последовательность (ω 6= 1), найдено до-
статочное условие существования не менее двух положительных ω-периодических решений,
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отличных от положения равновесия. В работе [18] построены примеры ω-периодического ло-
гистического уравнения xn+1 = xn exp(rn(1−xn)), имеющего периодические решения периода
ω, 2ω, 3ω. В [24] можно найти пример уравнения (3.1), в котором rn и Kn — положительные
3-периодические последовательности и уравнение имеет 3-периодическое и 6-периодическое
решения.

Рассмотрим теперь вопрос о существовании сильно нерегулярных решений у уравнения (3.1),
отличных от положения равновесия. Сначала отметим два простейших следствия теоремы
Массера — Курцвейля — Вейводы (см. [18, теорема 1]).

Предложение 3. Уравнение (3.1), в котором rn = r > 0,Kn — положительная ω-

периодическая последовательность (ω 6= 1), не может иметь сильно нерегулярное реше-

ние (Ω 6= 1).

Предложение 4. Уравнение (3.1), в котором Kn = K > 0, rn — положительная ω-

периодическая последовательность (ω 6= 1), не может иметь сильно нерегулярное реше-

ние (Ω 6= 1).

В общем случае утверждение не столь очевидно.

Теорема 2. Уравнение (3.1), в котором rn и Kn — положительные периодические по-

следовательности с общим периодом ω 6= 1, не может иметь сильно нерегулярное реше-

ние (Ω 6= 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть ϕ(n) — такое решение, тогда по предложению 1 при n = 0
имеем

ϕ1 = ϕ0 exp(r0(1− ϕ0K
−1
0 ),

ϕ2 = ϕ1 exp(r0(1− ϕ1K
−1
0 ),

ϕ3 = ϕ2 exp(r0(1− ϕ2K
−1
0 ),

...........................................

ϕ0 = ϕΩ = ϕΩ−1 exp(r0(1− ϕΩ−1K
−1
0 ).

Перемножив эти равенства, получаем после очевидных преобразований

ϕ0 + ϕ1 + . . .+ ϕΩ−1 = K0 Ω.

Мы учли, что ϕi 6= 0. Аналогично, для n = 1, . . . , ω − 1 имеем

ϕ0 + ϕ1 + . . .+ ϕΩ−1 = Ki Ω, i = 1, . . . , ω − 1.

Отсюда следует, что Kn постоянная последовательность. Противоречие.
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11. Grudo È.I. Periodic solutions with incommensurable periods of periodic differential systems. Differ.

Uravn., 1986, vol. 22, no. 9, pp. 1499–1504 (in Russian).
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