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Введение

Пусть N, Z, R — множества натуральных, целых, вещественных чисел соответственно и
Z+ = N∪{0}; Rm — m-мерное евклидово пространство точек x = (x1, . . . , xm) с вещественными
координатами; Im = {x ∈ R

m; 0 ≤ xj ≤ 1; j = 1, . . . ,m} — m-мерный куб. Пусть Z
m и Z

m
+ —

m-кратные декаротовы произведения множеств Z и Z+ соответственно.

О п р е д е л е н и е 1 (см. [1, гл. 2, разд. 2, c. 81]). Две неотрицательные измеримые по
Лебегу функции f, g называются равноизмеримыми, если

µ{x ∈ Im : f(x) > λ} = µ{x ∈ Im : g(x) > λ}, λ > 0,

где µe — мера Лебега множества e ⊂ Im.

Банахово пространство X измеримых по Лебегу на Im функций называется симметричным
или перестановочно-инвариантным,

1) если из того, что |f(x)| ≤ |g(x)| почти всюду на Im и g ∈ X, следует, что f ∈ X и
‖f‖X ≤ ‖g‖X ;

2) если из того, что f ∈ X и из равноизмеримости функций |f(x)| и |g(x)|, следует, что
g ∈ X и ‖f‖X = ‖g‖X (см. [1, гл. 2, разд. 4, c. 123], [2, гл. 2, разд. 4, с. 59]).

Здесь и в дальнейшем ‖f‖X означает норму элемента f ∈ X.

1Работа выполнена в рамках грантового финансирования Комитета науки Министерства науки и
высшего образования РК (проект AP19677486).
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Ассоциированное пространство X
′

к симметричному пространству X состоит из всех из-
меримых функций g(x) на Im, для которых [1, гл. 2, разд. 4, с. 140]

‖g‖X′ = sup
‖f‖X61

∫

Im

f(x)g(x)dx <∞,

и X
′
также является симметричным пространством [1, гл. 2, разд. 4, с. 141].

Пусть χe(t) — характеристическая функция множества e ⊂ Im. Функция ϕ(µe) = ‖χe‖X
называется фундаментальной функцией пространства X, где µe — мера Лебега множества
e ⊂ Im. Таким образом, фундаментальная функция симметричного пространства X есть
функция ϕ(t) = ‖χ[0,t]‖X , определенная на отрезке [0, 1]. Фундаментальную функцию ϕ(t)
симметричного пространства можно считать вогнутой, неубывающей, непрерывной на [0, 1]
функцией, причем ϕ(0) = 0 (см. [1, гл. 2, разд. 4, c. 137]). Такие функции называются Φ-функ-
циями. Далее X(ϕ) означает симметричное пространство с фундаментальной функцией ϕ и
‖f‖X(ϕ)— норма f ∈ X(ϕ).

Для данной функции ϕ(t), t ∈ [0, 1], положим αϕ = limt→0
ϕ(2t)

ϕ(t)
, βϕ = limt→0

ϕ(2t)

ϕ(t)
.

Известно, что для любого симметричного пространства X(ϕ) справедливы неравенства
1 ≤ αϕ ≤ βϕ ≤ 2 (см. [3]).

Далее рассматривается симметричное пространство X(ϕ) действительнозначных функций
m-переменных с периодом 2π по каждой переменной. Ниже приведем известные примеры
симметричных пространств.

◦ Lp(T
m) — пространство Лебега с нормой (см., например, [2], гл. 1, разд. , с. 3)

‖f‖p =

(
∫

Im

|f(2πx)|pdx

)1/p

, 1 ≤ p <∞; для p = ∞, ‖f‖∞ = ess sup
x∈Im

|f(2πx)|.

Здесь и в дальнейшем T
m = [0, 2π]m, функции f — 2π-периодические по каждой перемен-

ной.

◦ Пространство Лоренца Lp,τ (T
m) с нормой (см. [4, гл. 5, разд. 3, с. 228] и [2, лемма 4.5,

с. 219])

‖f‖p,τ =

(

τ

p

1
∫

0

(

t
∫

0

f∗(u)du

)τ

t
τ( 1

p
−1)−1

dt

)1/τ

<∞,

где f∗(u) — невозрастающая перестановка функции |f(2πx̄)|, x̄ ∈ Im (см. [1, гл. 2, разд. 2,
c. 83]), 1 < p 6 ∞, 1 6 τ 6 ∞.

О п р е д е л е н и е 2 [5]. Пусть k ∈ N, l1(t) := 1 + | log2 t|, lk(t) := 1 + log2 lk−1(t)| для
k > 1 и t ∈ (0, 1]; кроме этого, p, τ ∈ (0, ∞] и αj ∈ R, j = 1, . . . ,m. Обобщенным простран-
ством Лоренца — Зигмунда Lp,τ,α1,...,αk

(Tm) называется множество всех измеримых по Лебегу
функций f(x) с периодом 2π по каждой переменной xj , для которых

‖f‖p,τ,α1,...,αk
:=

(

∫ 1

0
(f∗(t))τ

(

t1/p
m
∏

j=1

l
αj

j (t)
)τ dt

t

)1/τ

< +∞,

В случае k = 2 обобщенное пространство Лоренца — Зигмунда Lp,τ,α1,α2(T
m) определено и

изучено в [6].

З а м е ч а н и е 1. Если αj = 0, j = 1, . . . , k, то Lp,τ,α1,...,αk
(Tm) совпадает с пространством

Лоренца Lp,τ (T
m); если, кроме этого, τ = p, то совпадает с пространством Лебега Lp(T

m). Если
k = 1, то Lp,τ,α1,...,αk

(Tm) является известным пространством Лоренца — Зигмунда (см. [7]).
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C(Tm) — пространство непрерывных действительнозначных функций, имеющих 2π период
по каждой переменной с нормой ‖f‖∞ = maxx∈Tm |f(x)|. Известно, что C(Tm) — собственное
подпространство в L∞(Tm).

Для заданного pj ∈ [1,∞), j = 1, . . . ,m, p = (p1, . . . , pm), lp — пространство числовых
последовательностей

{

an
}

с нормой

∥

∥

{

an
}

n∈Zm

∥

∥

lp
=
(

∑

nm∈Z

(

. . .
(

∑

n1∈Z

|an|
p1
)p2/p1

. . .
)pm/pm−1

)1/pm
,

и
∥

∥

{

an
}

n∈Zm

∥

∥

l∞
= supn∈Zm |an| <∞ для pj = ∞.

Через C(p, q, r, y) обозначим положительные величины, зависящие от указанных в скоб-
ках параметров, вообще говоря, различные в разных формулах. Для положительных величин
A(y), B(y) запись A(y) ≍ B(y) означает, что существуют положительные числа C1, C2 та-
кие, что C1A(y) ≤ B(y) ≤ C2A(y). Для краткости записи в случае выполнения неравенств
B(y) ≥ C1A(y) или B(y) ≤ C2A(y) часто будем писать B(y) >> A(y) или B(y) << A(y)
соответственно.

Пусть l ∈ N и Vl(t) — одномерное ядро Валле-Пуссена порядка 2l − 1, т. е.

Vl(t) = 1 + 2
l
∑

k=1

cos kt+ 2
2l−1
∑

k=l+1

(

1−
k − l

l

)

cos kt.

Каждому s = (s1, . . . ,m), sj ∈ N, сопоставим тригонометрический полином

As(x) =
m
∏

j=1

(V2sj (xj)− V
2sj−1(xj)).

Для функции f ∈ X(ϕ) рассмотрим свертку As(f, x) = (f ∗ As)(x). Известно, что оператор
свертки As ограничен в симметричном пространстве X(ϕ) [2, лемма 6.1, с. 156].

Введем следующие обозначения: [a] — целая часть числа a, 〈y, x〉 =
m
∑

j=1
yjxj, δs(f, x) =

∑

n∈ρ(s)

an (f) e
i〈n,x〉, где an(f) — коэффициенты Фурье функции f ∈ L1 (T

m) по системе

{ei〈n,x〉}n∈Zm и ρ(s) =
{

k=(k1, . . . , km) ∈ Z
m : [2sj−1] ≤ |kj| < 2sj , j = 1, . . . ,m

}

, s = (s1, . . . , sm),
sj = 0, 1, 2, . . . .

Пусть r = (r1, . . . , rm), θ = (θ1, . . . , θm), rj > 0, 1 6 θj 6 ∞, j = 1, . . . ,m. Рассмотрим
аналог класса Никольского — Бесова

S
r
X(ϕ),θ

B :=
{

f ∈ X(ϕ) :
∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖As(f)‖X(ϕ)

}

s∈Zm
+

∥

∥

∥

l
θ

6 1
}

.

В случае 1 < αϕ 6 βϕ < 2 в определении класса S
r
X(ϕ),θ

B норму ‖As(f)‖X(ϕ) можно

заменить на ‖δs(f)‖X(ϕ). Так как оператор As ограничен в пространстве X(ϕ) (см. выше), то
‖As(f)‖X(ϕ) ≍ ‖δs(f)‖X(ϕ).

З а м е ч а н и е 2. При X(ϕ) = Lp,τ,α1,...,αk
(Tm) будем писать S

r
p,τ,α1,...,αk,θ

B (вместо

S
r
X(ϕ),θ

B). В случае τ = p, αj = 0, j = 1, . . . ,m, класс S
r
p,τ,α1,...,αk,θ

B совпадает с хорошо

известным классом Никольского — Бесова Sr
p,θ
B в пространстве Lp(T

m) (см., например, [8;9]).
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Постановка задачи. А.Лебег [10] установил, что для функции f ∈ C(T) справедливо
неравенство

‖f − Sn(f)‖∞ 6 (Ln + 1)En(f)∞, n ∈ Z+,

где En(f)∞ — наилучшее приближение функции f ∈ C(T) тригонометрическими полиномами
порядка не выше n, Ln — константа Лебега, Sn(f, x) — частная сумма порядка n ряда Фурье
функции f по тригонометрической системе. Отсюда следует, что ‖f − Sn(f)‖∞ 6 En(f)∞ lnn.

К.И.Осколков [11] доказал следующее усиление этой оценки:

‖f − Sn(f)‖∞ 6 C
2n
∑

ν=n

Eν(f)∞
ν − n+ 1

. (0.1)

Многомерный аналог неравенства (0.1) для прямоугольных частных сумм Фурье доказал
С.П.Байбородов [12] и О.В.Давыдов [13].

Приближение непрерывной функции средними Чезаро, Валле-Пуссена исследовали
С.Б.Стечкин [14;15], В.Дамен [16], В.Э. Гейт [17], Н.А.Ильясов [18] и другие (см. [19] и биб-
лиографию в [20]).

Для данного вектора γ = (γ1, . . . , γm) с положительными координатами γj положим Q
(γ)
n =

∪
〈s,γ〉<n

ρ(s) — ступенчатый гиперболический крест и рассмотрим частную сумму ряда Фурье
функции f по ступенчатому гиперболическому кресту

S
Q

(γ)
n

(f, x) =
∑

k∈Q
(γ)
n

ak(f)e
i〈k,x〉.

Вопросы приближения функций f ∈ S
r
p,θ
B частными суммами ряда Фурье по гиперболи-

ческим крестам в равномерной метрике исследовали И.Р.Лифлянд [21], В.Н.Темляков [22],
А.С.Романюк [23] и другие. Оценки приближения суммами S

Q
(γ)
n

(f, x) функции f ∈ S
r
X(ϕ),θ

B,

когда X(ϕ) 6= Lp(T
m), 1 6 p <∞, не изучены.

В этой статье мы рассматриваем следующую задачу: найти точный порядок величины

sup
f∈Sr

X(ϕ),θ
B

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ .

1. Неравенство разных метрик для тригонометрического полинома

Докажем один аналог неравенства разных метрик Джексона — Никольского в обобщенном
пространстве Лоренца — Зигмунда. Отметим, что пространство L∞,τ,β1,,...,βk(T

m) нетривиально
при условии (см., например, [6, лемма 3.5])

1
∫

0

(

k
∏

j=1

l
βj
j (t)

)τ dt

t
< +∞, 0 < τ <∞, βj ∈ R. (1.1)

Теорема 1. Пусть 0 < p <∞, 0 < τ1, τ2 <∞, αj, βj ∈ R, j = 1, . . . , k.

Если β1 +
1

τ2
< 0, то для тригонометрического полинома

Tn(x) =

n1
∑

k1=−n1

. . .

nm
∑

km=−nm

ake
i〈k,x〉, nj ∈ N,

выполняется неравенство

‖Tn‖∞,τ2,β1,...,βk ≪
(

m
∏

j=1

(2nj+1)
)

1
p

k
∏

ν=1

(

lν(
m
∏

j=1

(2nj+1))
)βν−αν

(

1+log
m
∏

j=1

(2nj+1)
)

1
τ2 ‖Tn‖p,τ1,α1,...,αk

.



Об оценках приближения функции суммами Фурье 13

Д о к а з а т е л ь с т в о. По свойству интеграла имеем

‖Tn‖
τ2
∞,τ2,β1,...,βk

=

∏m
j=1(2nj+1)−1

∫

0

(T ∗
n(t))

τ2

k
∏

ν=1

lβντ2ν (t)
dt

t
+

1
∫

∏m
j=1(2nj+1)−1

(T ∗
n(t))

τ2

k
∏

ν=1

lβντ2ν (t)
dt

t
= I1(n) + I2(n).

(1.2)
Оценим I1(n). По свойству невозрастающей перестановки функции будем иметь

I1(n) 6 max
x∈Im

|Tn(2πx)|

∏m
j=1(2nj+1)−1

∫

0

k
∏

ν=1

lβντ2ν (t)
dt

t
. (1.3)

Сделав замену переменной y = 1/t, нетрудно убедиться, что
∏m

j=1(2nj+1)−1

∫

0

k
∏

ν=1

lβντ2ν (t)
dt

t
=

∞
∫

∏m
j=1(2nj+1)

(1 + log2 y)
(β1+ε)τ2

∏k
ν=2 l

βντ2
ν ( 1y )

(1 + log2 y)
ετ2

dy

y
(1.4)

для числа ε > 0. Затем, выбирая ε > 0 такое, что (β1 + ε)τ2 + 1 < 0, и учитывая, что
∏k
ν=2 l

βντ2
ν (1/y)

(1 + log2 y)
ετ2

↓ 0, y → +∞, из формулы (1.4) получим

∏m
j=1(2nj+1)−1

∫

0

k
∏

ν=1

lβντ2ν (t)
dt

t
6

ln 2

−((β1 + ε)τ2 + 1)

k
∏

ν=2

lβντ2ν

(

m
∏

j=1

(2nj + 1)
)(

1 + log2

m
∏

j=1

(2nj + 1)
)β1τ2+1

.

(1.5)
Теперь из неравенств (1.2) и (1.5) следует, что

I1(n) 6
ln 2

−((β1 + ε)τ2 + 1)

k
∏

ν=2

lβντ2ν

(

m
∏

j=1

(2nj + 1)
)(

1 + log2

m
∏

j=1

(2nj + 1)
)β1τ2+1

‖Tn‖
τ2
∞.

Так как Lp,τ1,α1,...,αk
(Tm) является симметричным пространством с фундаментальной функци-

ей ϕ(t) = t1/p
∏k
ν=1 l

βν
ν (t), t ∈ (0, 1], то, пользуясь [24, лемма 5], отсюда получим

I1(n) ≪
(

m
∏

j=1

(2nj+1)
)

τ2
p

k
∏

ν=1

l(βν−αν)τ2
ν

(

m
∏

j=1

(2nj+1)
)(

1+log2

m
∏

j=1

(2nj+1)
)

‖Tn‖
τ2
p,τ1,α1,...,αk

. (1.6)

Оценим I2(n). Положим Pn =
∏m
j=1(2nj + 1)−1. Тогда для I2(n) имеем

I2(n) 6
(

sup
t∈(0,1]

T ∗
n(t)t

1/p
k
∏

ν=1

lαν
ν (t)

)τ2
1
∫

Pn

k
∏

ν=1

l(βν−αν)τ2
ν (t)t

−
τ2
p
−1
dt. (1.7)

Снова делая замену переменной y = 1/t, выводим

1
∫

Pn

k
∏

ν=1

l(βν−αν)τ2
ν (t)t

−
τ2
p
−1
dt =

P−1
n
∫

1

y
τ2
p

k
∏

ν=2

l(βν−αν)τ2
ν

(1

y

)(1 + log2 y)
(β1−α1)τ2+ε

(1 + log2 y)
ε

dy

y
, (1.8)

где 0 < ε < 1. Теперь, учитывая, что функция y
τ2
p
∏k
ν=2 l

(βν−αν)τ2
ν (1/y)(1 + log2 y)

(β1−α1)τ2+ε

возрастает на [1,∞), из (1.8) получим

1
∫

Pn

k
∏

ν=1

l(βν−αν)τ2
ν (t)t

−
τ2
p
−1
dt 6 P

−
τ2
p

n

k
∏

ν=2

l(βν−αν)τ2
ν (Pn)(1 + log2 P

−1
n )(β1−α1)τ2+ε
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×

P−1
n
∫

1

(1 + log2 y)
−ε dy

y
=

ln 2

1− ε
P

−
τ2
p

n

k
∏

ν=2

l(βν−αν)τ2
ν (Pn)(1 + log2 P

−1
n )(β1−α1)τ2+1. (1.9)

Далее, из неравенств (1.7) и (1.9) выводим

I2(n) ≪
ln 2

1− ε
P

−
τ2
p

n

k
∏

ν=2

l(βν−αν)τ2
ν (Pn)(1 + log2 P

−1
n )(β1−α1)τ2+1

(

sup
t∈(0,1]

T ∗
n(t)t

1/p
k
∏

ν=1

lαν
ν (t)

)τ2
.

(1.10)
Здесь, если (β1 −α1)τ2 +1 > 0, то можно считать, что ε = 0, и если (β1 − α1)τ2 + 1 < 0, то ε =

−
(β1 − α1)τ2 + 1

2
. Известно, что sup

t∈(0,1]

(

f∗(t)t1/p
k
∏

ν=1

lαν
ν (t)

)

≪‖f‖p,τ1,α1,...,αk
, f ∈ Lp,τ1,α1,...,αk

(Tm).

Поэтому из неравенства (1.10) получим

I2(n) ≪ P
−

τ2
p

n

k
∏

ν=2

l(βν−αν)τ2
ν (Pn)(1 + log2 P

−1
n )(β1−α1)τ2+1‖Tn‖

τ2
p,τ1,α1,...,αk

. (1.11)

Теперь из неравенств (1.2), (1.6) и (1.11) следует, что

‖Tn‖∞,τ2,β1,...,βk ≪
(

m
∏

j=1

(2nj+1)
)

1
p

k
∏

ν=1

lβν−αν
ν

(

m
∏

j=1

(2nj+1)
)(

1+log2

m
∏

j=1

(2nj+1)
)

1
τ2 ‖Tn‖p,τ1,α1,...,αk

.

Теорема 1 доказана.

Теорема 2. Пусть 0 < τ <∞ и α1 + 1/τ , α2 ∈ R. Тогда справедливо соотношение

J(n, τ, α1, α2) := sup
Tn 6=0

‖Tn‖∞
‖Tn‖∞,τ,α1,α2

≍ l
−(α1+

1
τ
)

1

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

l−α2
2

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для кратного тригонометрического полинома Tn в [24] доказано,
что

‖Tn‖∞ 6
2

µ∆

∫

∆

|Tn(x)|dx; (1.12)

здесь ∆ =
{

x = (x1, . . . , xm) ∈ T
m :

∑m
j=1 |njxj | 6 1/2

}

и µ∆ — мера Лебега множества ∆.
Согласно неравенству Гельдера в функциональном банаховом пространстве справедливо нера-
венство

∫

∆

|Tn(x)|dx 6 ‖Tn‖∞,τ,α1,α2‖χ∆‖(L∞,τ,α1,α2 )
′ , (1.13)

где (L∞,τ,α1,α2)
′

— ассоциированное пространство к пространству L∞,τ,α1,α2(T
m). По [6, тео-

рема 6.11] при 1 < τ < ∞ справедливо равенство (L∞,τ,α1,α2)
′
= L1,τ ′ ,−α1−1,−α2

(Tm), где

τ
′
=

τ

τ − 1
, и в силу [6, лемма 3.14 ] фундаментальная функция ϕ(t) = tl

−α1−1+ 1
τ

1 (t)l−α2
2 (t),

t ∈ (0, 1], если −α1 − 1 +
1

τ
> 0. Поэтому, учитывая, что µ∆ = 1/(m!

∏m
j=1 n

−1
j ), из неравенств

(1.12) и (1.13) получим

‖Tn‖∞ ≪
1

µ∆
‖Tn‖∞,τ,α1,α2‖χ∆‖1,τ ′ ,−α1−1,−α2

= C
ϕL

1,τ
′
,−α1−1,−α2

(µ∆)

µ∆
‖Tn‖∞,τ,α1,α2

= Cl
−α1−1+ 1

τ
′

1 (µ∆)l−α2
2 (µ∆)‖Tn‖∞,τ,α1,α2 ≪ l

−α1−
1
τ

1

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

l−α2
2

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

‖Tn‖∞,τ,α1,α2 (1.14)
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при 1 < τ < ∞. Пусть p = ∞, 0 < τ 6 1. Тогда по [6, теорема 6.11] справедливо равенство

(L∞,τ,α1,α2(T
m))

′
= L1,∞,−α1−

1
τ
,−α2

(Tm) при α1+
1

τ
< 0, и согласно [6, лемма 3.14, п.(ii)] фунда-

ментальная функция ϕL
1,∞,−α1−

1
τ ,−α2

= tl
−α1−

1
τ

1 (t)l−α2
2 (t), t ∈ (0, 1]. Поэтому из формул (1.12)

и (1.13) имеем

‖Tn‖∞ ≪ l
−α1−

1
τ

1

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

l−α2
2

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

‖Tn‖∞,τ,α1,α2 (1.15)

в случае 0 < τ 6 1. Теперь из неравенств (1.14) и (1.15) следует оценка сверху величины
J(n, τ, α1, α2) при 0 < τ <∞.

Оценка снизу. Для кратной суммы Валле-Пуссена Vn(n) =
∏m
j=1 Vnj

(xj), nj ∈ N, известны
соотношения

‖Vn‖∞ ≍

m
∏

j=1

nj, ‖Vn‖1 ≍ 1. (1.16)

Из неравенств (1.14), (1.15), соотношения (1.16) и теоремы 1 при τ1 = p = 1, τ2 = τ , α1 = . . . =
αk = 0, β1 = α1, β2 = α2 вытекает, что

‖Vn‖∞,τ,α1,α2 ≍
(

m
∏

j=1

nj

)

l
α1+

1
τ

1

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

lα2
2

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

. (1.17)

Из первого соотношения в (1.16) и (1.17) следует оценка снизу в теореме 2.
Теорема 2 доказана.

З а м е ч а н и е 3. Из [24, леммa 6] и второго соотношения в (1.16) следует, что

‖Vn‖p,τ1,α1,α2 ≪
m
∏

j=1

n
1− 1

p

j lα1
1

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

lα2
2

(

m
∏

j=1

n−1
j

)

при 1 < p <∞, 0 < τ1 <∞. Теперь нетрудно убедиться, что из этого неравенства и соотноше-
ния (1.17) получим точность неравенства в теореме 1 при k = 2.

2. Основные результаты

Теорема 3 (о вложении). Пусть X(ϕ) — симметричное пространство с фундаменталь-

ной функцией ϕ и r = (r1, . . . , rm), θ = (θ1, . . . , θm), 1 6 θj 6 ∞, j = 1, . . . ,m, rj0 =
min{rj > 0: j = 1, . . . ,m}. Если rj0 > log2 βϕ > log2 αϕ > 0, то S

r
X(ϕ),θ

B ⊂ C(Tm).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Исходя из свойства нормы пространства C(Tm) и применяя
неравенство разных метрик Никольского для тригонометрического полинома в симметричном
пространстве (см. [24, лемма 5]), получим

‖f‖∞ 6
∑

s∈Zm
+

‖As(f)‖∞ 6 C
∑

s∈Zm
+

1

ϕ(
∏m
j=1 2

−sj )
‖As(f)‖X(ϕ). (2.1)

Пусть f ∈ S
r
X(ϕ),θ

B. Если θj = ∞, j = 1, . . . ,m, то из неравенства (2.1) вытекает

‖f‖∞ ≪
∑

s∈Zm
+

2−〈s,r〉

ϕ(
∏m
j=1 2

−sj)
sup
s∈Zm

+

2〈s,r〉‖As(f)‖X(ϕ) (2.2)

для функции f ∈ S
r
X(ϕ),θ

B. Введем обозначение Ωl := {s ∈ Z
m
+ : l 6 〈s, r〉 < l + 1}, l ∈ Z+.
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По условию теоремы rj0 > log2 βϕ > log2 αϕ > 0. Выберем число ε такое, что 0 < ε < log2 αϕ.
Так как βϕ 6 2, то 0 < ε < 1. Рассмотрим Φ-функцию ψ(t) = tε, t ∈ [0, 1], и функцию
g(t) = ϕ(t)/ψ(t), t ∈ (0, 1], g(0) = 0. В соответствии с выбором числа ε справедливо неравенство
βψ < αϕ. Поэтому по [25, лемма 4] (см. также [26, лемма 2]) существует Φ-функция g1 такая,
что g1(t) ≍ g(t), t ∈ (0, 1], и αg1 > 1. Функция g1 возрастает на [0, 1], значит, 1/g1 убывает на
(0, 1]. Следовательно, ввиду

∑m
j=1 sj < 〈s, γ〉 справедливо

2−〈s,r〉

ϕ
(
∏m
j=1 2

−sj
) =

(
∏m
j=1 2

−sj
)ε

ϕ
(
∏m
j=1 2

−sj
)

(

m
∏

j=1

2−sj
)−ε

2−〈s,r〉
6 C

1

g1
(
∏m
j=1 2

−sj
)

m
∏

j=1

2−sj(rj−ε)

6 C
1

g1
(

2−〈s,γ〉
)

m
∏

j=1

2−sj(rj−ε) 6 C
1

g1
(

2−(l+1)
)

m
∏

j=1

2−sj(rj−ε) (2.3)

для s ∈ Ωl. В силу оценки (2.3) и неравенства Гельдера при
1

θj
+

1

θ
′

j

= 1, j = 1, . . . ,m (при

θj = 1 считается, что θ
′

j = ∞) выводим

∑

s∈Ωl

‖As(f)‖X(ϕ)

ϕ(
∏m
j=1 2

−sj )
≪
∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖As(f)‖X(ϕ)

}

s∈Ωl

∥

∥

∥

lθ

∥

∥

∥

{ 2−〈s,r〉

ϕ(
∏m
j=1 2

−sj)

}

s∈Ωl

∥

∥

∥

l
θ
′

≪
1

g1
(

2−(l+1)
)

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

2−sj(rj−ε)
}

s∈Ωl

∥

∥

∥

l
θ
′

(2.4)

для функции f ∈ S
r
X(ϕ),θ

B, 1 6 θj 6 ∞, j = 1, . . . ,m, θ
′

= (θ
′

1, . . . , θ
′

m). Положим δj =
rj − ε

rj0 − ε
,

j = 1, . . . ,m, δ = (δ1, . . . , δm). Тогда δj = γj для j ∈ A и γj < δj , если j /∈ A. Поэтому согласно
[27, лемма 2] (см. также [28, лемма В]) из (2.4) будем иметь

∑

s∈Ωl

‖As(f)‖X(ϕ)

ϕ(
∏m
j=1 2

−sj)
≪

1

g1
(

2−(l+1)
)2−l(rj0−ε)(l + 1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j (2.5)

для функции f ∈ S
r
X(ϕ),θ

B, 1 6 θj 6 ∞, j = 1, . . . ,m. Теперь выберем число µ такое, что

log2 βg1 < µ < min{1, rj0 − ε} и рассмотрим функцию g2(t) = tµ/g1(t), t ∈ (0, 1], g2(0) = 0. Так
как βg1 < αtµ = 2µ, то снова по [25, лемма 4] (см. также [26, лемма 2]) существует Φ-функция g3
такая, что g3(t) ≍ g2(t), t ∈ (0, 1], и αg3 > 1. Так как функция g3 возрастает на [0, 1], то из (2.5)
следует, что

∑

s∈Ωl

‖As(f)‖X(ϕ)

ϕ(
∏m
j=1 2

−sj)
≪ g3(2

−(l+1))2−l(rj0−ε−µ)(l + 1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j . (2.6)

Если θj = ∞, j = 1, . . . ,m, то θ
′

j = 1, и из (2.2), (2.6) ввиду того, что функция g3 возрастает
на [0, 1] и rj0 − ε− µ > 0, получим

‖f‖∞ ≪
∞
∑

l=0

∑

s∈Ωl

2−〈s,r〉

ϕ(
∏m
j=1 2

−sj )
sup
s∈Zm

+

2〈s,r〉‖As(f)‖X(ϕ)

≪
∞
∑

l=0

g3(2
−(l+1))2−l(rj0−ε−µ)(l+1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j ≪ g3(2

−1)
∞
∑

l=0

2−l(rj0−ε−µ)(l+1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j < +∞.

Пусть 1 6 θj <∞, j = 1, . . . ,m. Тогда из неравенств (2.1) и (2.6) следует, что

‖f‖∞ ≪
∞
∑

l=0

∑

s∈Ωl

‖As(f)‖X(ϕ)

ϕ(
∏m
j=1 2

−sj )
≪

∞
∑

l=0

g3(2
−(l+1))2−l(rj0−ε−µ)(l + 1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j <∞.
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Следовательно, из этих неравенств вытекает, что S
r
X(ϕ),θ

B ⊂ C(Tm), 1 6 θj 6 ∞, j = 1, . . . ,m.

Теорема 3 доказана.

Рассмотрим приближение функции суммами Фурье по ступенчатым гиперболическим кре-
стам S

Q
(γ)
n

(f, x).

Теорема 4. Пусть X(ϕ) — симметричное пространство с фундаментальной функци-

ей ϕ и 1 < αϕ 6 βϕ 6 2, r = (r1, . . . , rm), θ = (θ1, . . . , θm), 1 6 θj 6 ∞, j = 1, . . . ,m,

rj0 = min{rj > 0: j = 1, . . . ,m}, A = {j = 1, . . . ,m : rj = rj0}. Если rj0 > log2 βϕ > log2 αϕ > 0,
то

sup
f∈Sr

X(ϕ),θ
B

‖f − S
Q

(γ
′
)

n

(f)‖∞ ≍
2−nrj0

ϕ(2−n)
n

∑

j∈A\{j1}

(1− 1
θj

)

, где j1 = min{j ∈ A}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как rj0 > log2 βϕ > log2 αϕ > 0, то по теореме 3 спра-
ведливо включение S

r
X(ϕ),θ

B ⊂ C(Tm). Пусть функция f ∈ S
r
X(ϕ),θ

B. Выберем число q0 > 1

такое, что 0 < 1/q0 < log2 αϕ. Тогда, пользуясь свойством нормы, неравенством разных мет-
рик Джексона — Никольского для тригонометрического полинома (см., например, [29, гл. 3,
подразд. 3.4.3]), известным соотношением ‖δs(f)‖q0 ≍ ‖As(f)‖q0 при 1 < q0 < ∞ и леммой 5
из [24], получим

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ 6
∑

〈s,γ〉>n

‖δs(f)‖∞ 6 2m
∑

〈s,γ〉>n

m
∏

j=1

2
sj
q0 ‖δs(f)‖q0

≪
∑

〈s,γ〉>n

m
∏

j=1

2
sj
q0 ‖As(f)‖q0 ≪

∑

〈s,γ〉>n

1

ϕ
(

∏m
j=1 2

−sj
)‖As(f)‖X(ϕ). (2.7)

Если θj = +∞, j = 1, . . . ,m, то θ
′

j = 1, j = 1, . . . ,m, и из неравенства (2.6) и (2.7) имеем

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ ≪

∞
∑

l=n

∑

s∈Ωl

‖As(f)‖X(ϕ)

ϕ
(
∏m
j=1 2

−sj
) ≪

∞
∑

l=n

g3(2
−(l+1))2−l(rj0−ε−µ)(l + 1)|A|−1

≪ g3(2
−(n+1))

∞
∑

l=n

2−l(rj0−ε−µ)(l + 1)|A|−1 < +∞ ≪ g3(2
−(n+1))2−n(rj0−ε−µ)(n+ 1)|A|−1. (2.8)

Ввиду определения функций g, g1, g2, g3 и возрастания t/ϕ(t) на (0, 1] нетрудно убедиться, что

g3(2
−(n+1))2−n(rj0−ε−µ) ≪ g2(2

−(n+1))2−n(rj0−ε−µ) ≪
2−(n+1)

g1(2−(n+1))
2−n(rj0−ε−µ)

≪
2−(n+1)ε

ϕ(2−(n+1))
2−n(rj0−ε) ≪

2−nrj0

ϕ(2−n)
. (2.9)

Теперь из неравенств (2.8) и (2.9) следует, что

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ ≪
2−nrj0

ϕ(2−(n+1))
(n+ 1)|A|−1 (2.10)

для функции f ∈ S
r
X(ϕ),θ

B в случае θj = +∞, j = 1, . . . ,m.

Пусть 1 6 θj <∞, j = 1, . . . ,m. Тогда из оценок (2.6) и (2.7) получим

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ ≪
∞
∑

l=n

∑

s∈Ωl

‖As(f)‖X(ϕ)

ϕ
(
∏m
j=1 2

−sj
) ≪

∞
∑

l=n

g3(2
−(l+1))2−l(rj0−ε−µ)(l + 1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j (2.11)
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для функции f ∈ S
r
X(ϕ),θ

B. В силу того, что функция g3 возрастает на [0, 1] и rj0 − ε− µ > 0,

неравенств (2.9) будем иметь

∞
∑

l=n

g3(2
−(l+1))2−l(rj0−ε−µ)(l + 1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j 6 g3(2

−(n+1))
∞
∑

l=n

2−l(rj0−ε−µ)(l + 1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j

≪ g3(2
−(n+1))2−n(rj0−ε−µ)(n+ 1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j ≪

2−nrj0

ϕ(2−n)
(n+ 1)

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j . (2.12)

Далее, из неравенств (2.11) и (2.12) следует, что

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ ≪
2−nrj0

ϕ(2−n)
n

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j (2.13)

для функции f ∈ S
r
X(ϕ),θ

B, 1 6 θj <∞, j = 1, . . . ,m. Таким образом (см. (2.10) и (2.13)),

Sn := sup
f∈Sr

X(ϕ),θ
B

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ ≪
2−nrj0

ϕ(2−n)
n

∑
j∈A\{j1}

1

θ
′
j .

В теореме 4 оценка сверху доказана.

Оценку снизу Sn в случае βϕ < 2 достаточно доказать для r1 = . . . = rm. Выберем число p0
такое, что log2 βϕ < 1/p0 < 1. Тогда согласно неравенству разных метрик Никольского в

симметричном пространстве [24, лемма 6] и соотношению ‖As‖p ≍
∏m
j=1 2

sj(1−
1
p
), 1 6 p 6 ∞

(см., например, [29, гл. 2, разд. 5]), имеем

‖As‖X(ϕ) ≪
ϕ
(
∏m
j=1 2

−sj
)

∏m
j=1 2

−
sj
p0

‖As‖p0 ≪

m
∏

j=1

2sjϕ
(

m
∏

j=1

2−sj
)

. (2.14)

Пусть 1 6 θj 6 ∞, j = 1, . . . ,m. Расcмотрим функцию

f1(x) = 2−nr1
2−n

ϕ(2−n)
n
−

∑m
j=2

1
θj

∑

〈s,1〉=n+1

As(x).

Нетрудно убедиться в том, что S
Q

(γ)
n

(f1, x) =
∑

〈s,1〉≤n δs(f1, x) = 0 для x ∈ T
m (см. [23, с. 100]).

Поэтому

‖f1 − S
Q

(γ)
n

(f1)‖∞ = ‖f1‖∞. (2.15)

Далее, пользуясь неравенством (2.14) и [27, лемм 3], получим

∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖As(f1)‖X(ϕ)

}

s∈Zm
+

∥

∥

∥

l
θ

=
∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖As(f1)‖X(ϕ)

}

〈s,1〉=n+1

∥

∥

∥

l
θ

≪ 2−nr1
2−n

ϕ(2−n)
n
−
∑m

j=2
1
θj

∥

∥

∥

{

2〈s,r〉
m
∏

j=1

2sjϕ
(

m
∏

j=1

2−sj
)

}

〈s,1〉=n+1

∥

∥

∥

l
θ

≪ 2−nr1
2−n

ϕ(2−n)
n
−
∑m

j=2
1
θj ϕ(2−(n+1))2n+1

∥

∥

∥

{

2〈s,r〉
}

〈s,1〉=n+1

∥

∥

∥

lθ

≪ C1.

Соответственно, функция F1 = C−1
1 f1 ∈ S

r
X(ϕ),θ

B. Известно, что (см. [23, с. 100])

∥

∥

∥

∑

〈s,1〉=n+1

As

∥

∥

∥

∞
≍ 2nnm−1. (2.16)
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Поэтому из равенства (2.15) следует, что

‖F1 − S
Q

(γ)
n

(F1)‖∞ = C−1
1 2−nr1

2−n

ϕ(2−n)
n
−
∑m

j=2
1
θj ‖

∑

〈s,1〉=n+1

As‖∞ ≫
2−nr1

ϕ(2−n)
n
∑m

j=2(1−
1
θj

)
.

Значит,

Sn ≫
2−nr1

ϕ(2−n)
n
∑m

j=2(1−
1
θj

)
, 1 6 θj <∞, j = 1, . . . ,m.

Если θj = ∞, j = 1, . . . ,m, то рассмотрим функцию f2(x) = 2−nr1
2−n

ϕ(2−n)

∑

〈s,1〉=n+1As(x).

Из неравенства (2.14) вытекает, что функция F2 = C2f2 ∈ S
r
X(ϕ),∞B. Далее, ввиду соотноше-

ния (2.16) выводим, что Sn ≫ 2−nr1(ϕ(2−n))−1nm−1. Теорема 4 доказана.

З а м е ч а н и е 4. Частный случай теоремы 4 при X(ϕ) = Lp(T
m) и θj = θ, j = 1, . . . ,m,

установлен ранее А.С.Романюком [23, теорема 2.1].

Следствие 1. Пусть X(ϕ) = Lp,τ (T
m) — пространство Лоренца и 1 6 p <∞, 0 < τ <∞,

rj0 > 1/p. Тогда

sup
f∈Sr

p,τ,θ
B

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ ≍ 2
−n(rj0−

1
p
)
n

∑

j∈A\{j1}

(1− 1
θj

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Так как фундаментальной функцией пространства Lp,τ (T
m) яв-

ляется ϕ(t) = t1/p, t ∈ [0, 1], то утверждение следует из теоремы 4.

Следствие 2. Пусть X(ϕ) = Lp,τ,α1,...,αk
(Tm) — обобщенное пространство Лоренца —

Зигмунда и 1 6 p <∞, 0 < τ <∞, αj ∈ R. Тогда

sup
f∈Sr

p,τ,α1,...,αk,θ
B

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ ≍ 2
−n(rj0−

1
p
)
k
∏

j=1

l
−αj

j (2−n)n

∑

j∈A\{j1}

(1− 1
θj

)

.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фундаментальной функцией пространства Lp,τ,α1,...,αk
(Tm) яв-

ляется ϕ(t) = t1/p
∏k
ν=1 l

αν
ν (t), t ∈ [0, 1] (см. [5, гл. 3, разд. 3.4]). Поэтому утверждение следует

из теоремы 4.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть 1 < p < ∞, 0 < τ < ∞. Множество всех 2π-периодических
функций f , для которых

‖f‖p),τ := sup
0<ε<p−1

(

ετ

(2π)m

∫

Tm

|f(x)|p−εdx

)
1

p−ε

< +∞,

называется нестандартным пространством Лебега и обозначается символом Lp),τ (Tm) [30].

Известно, что Lp),τ (Tm) является перестановочно-инвариантным пространством и его фун-

даментальная функция ϕLp),τ (t) ≍ t1/p(log 1
t )

− τ
p при t→ +0 [30, теорема 4.5].

Следствие 3. Пусть 1 < p <∞, 0 < τ <∞. Если rj0 > 1/p, то

sup
f∈Sr

p),τ,θ
B

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞ ≍ 2
−(rj0−

1
p
)
n

τ
p
+

∑

j∈A\{j1}

(1− 1
θj

)

.

Теория нестандартного пространства Лебега изложена в монографии [31].
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Теорема 5. Пусть r = (r1, . . . , rm) и αj, βj ∈ R, j = 1, . . . , k, 0 < p < ∞, 0 < τ1 < ∞,

1 6 θ 6 ∞, θ
′
= θ/(θ − 1), rj0 = min{rj > 0: j = 1, . . . ,m}, A = {j = 1, . . . ,m : rj = rj0} и

выполнено условие (1.1). Если rj0 > 1/p, то

sup
f∈Sr

p,τ1,α1,...,αk,θ
B

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞,1,β1,...,βk ≪ 2
−n(rj0−

1
p
)
(n+ 1)β1+1−α1

k
∏

j=2

l
βj−αj

j−1 (n+ 1)(n+ 1)
|A|−1

θ
′ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ S
r
p,τ1,α1,...,αk,θ

B. Выберем число p0 > max{p, 1}.
Известно, что (см., например, доказательство теоремы 2.1 [23, с.99])

‖δs(f)‖p0 ≍ ‖As(f)‖p0 . (2.17)

Теперь по свойству квази-нормы, ввиду теоремы 1, соотношения (2.17) и [24, лемма 6] будем
иметь

‖f‖∞,1,β1,...,βk ≪
∑

s∈Zm
+

‖δs(f)‖∞,1,β1,...,βk ≪
∑

s∈Zm
+

2
〈s,1〉 1

p0

k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν

‖δs(f)‖p0

≪
∑

s∈Zm
+

2
〈s,1〉 1

p0

k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν

‖As(f)‖p0

≪
∑

s∈Zm
+

2
〈s,1〉 1

p

k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν−αν

m
∑

j=1

(sj + 1)‖As(f)‖p,τ1,α1,...,αk
. (2.18)

Пусть 1 6 θ < +∞. Тогда, применяя неравенство Гельдера при
1

θ
+

1

θ′ = 1, получим

I :=
∑

s∈Zm
+

2〈s,1〉
1
p

k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν−αν

m
∑

j=1

(sj + 1)‖As(f)‖p,τ1,α1,...,αk

6

∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖As(f)‖p,τ1,α1,...,αk

}

s∈Zm
+

∥

∥

∥

lθ

∥

∥

∥

{

2−〈s,r〉2〈s,1〉
1
p

k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν−αν

m
∑

j=1

(sj+1)
}

s∈Zm
+

∥

∥

∥

l
θ
′

.

(2.19)
Поскольку rj0 > 1/p, то

∥

∥

∥

{

2−〈s,r〉2
〈s,1〉 1

p

k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν−αν

m
∑

j=1

(sj + 1)
}
∥

∥

∥

l
θ
′

< +∞. (2.20)

Теперь из неравенств (2.18)–(2.20) следует, что S
r
p,τ1,α1,...,αk,θ

B ⊂ L∞,1,β1,...,βk при rj0 > 1/p. Как
в доказательстве неравенства (2.18), учитывая теорему 1, соотношения (2.17) и [24, лемма 6],
получим

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞,1,β1,...,βk ≪
∑

〈s,γ〉>n

‖δs(f)‖∞,1,β1,...,βk

≪
∑

〈s,γ〉>n

2
〈s,1〉 1

p

k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν−αν

m
∑

j=1

(sj + 1)‖As(f)‖p,τ1,α1,...,αk
. (2.21)

Далее, в соответствии с неравенством Гельдера при
1

θ
+

1

θ′ = 1 будем иметь

∑

〈s,γ〉>n

2
〈s,1〉 1

p

k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν−αν

m
∑

j=1

(sj + 1)‖As(f)‖p,τ1,α1,...,αk
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≪
∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖As(f)‖p,τ1,α1,...,αk

}

s∈Zm
+

∥

∥

∥

lθ

×
∥

∥

∥

{

2−〈s,r〉2
〈s,1〉 1

p

k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν−αν

m
∑

j=1

(sj + 1)
}

〈s,γ〉>n

∥

∥

∥

l
θ
′

. (2.22)

Из неравенств (2.21) и (2.22) следует, что

‖f−S
Q

(γ)
n

(f)‖∞,1,β1,...,βk ≪
∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

2−sj(rj−
1
p
)
k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν−αν

m
∑

j=1

(sj+1)
}

〈sγ〉>n

∥

∥

∥

l
θ
′

(2.23)

для функции f ∈ S
r
p,τ1,α1,...,αk,θ

B. Исходя из [32, лемма 2.1], получим

∥

∥

∥

{

m
∏

j=1

2−sj(rj−
1
p
)
k
∏

ν=1

(

lν

(

m
∏

j=1

2sj+1
))βν−αν

m
∑

j=1

(sj + 1)
}

〈s,γ〉>n

∥

∥

∥

l
θ
′

≍
(

∑

〈s,γ〉>n

m
∏

j=1

2−sj(rj−
1
p
)θ

′ k
∏

ν=2

l
(βν−αν)θ

′

ν−1

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(β1−α1+

1

θ
′ )θ

′
)

1

θ
′

= C
(

∞
∑

l=n

∑

l<〈s,γ〉6l+1

m
∏

j=1

2−sj(rj−
1
p
)θ

′ k
∏

ν=2

l
(βν−αν)θ

′

ν−1

(

m
∑

j=1

(sj+1)
)(

m
∑

j=1

(sj+1)
)(β1−α1+

1

θ
′ )θ

′
)

1

θ
′
. (2.24)

Выберем число ε ∈ (0, 1/p). Учитывая, что функция ψ(y) = 2yεy
β1−α1+

1

θ
′
∏k
ν=2 l

(βν−αν)
ν−1 (y)

возрастает на [1,∞), выводим

m
∏

j=1

2
sj+1

p

k
∏

ν=2

lβν−αν

ν−1

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)β1−α1+

1

θ
′

= 2(
1
p
−ε)

∑m
j=1(sj+1)2ε

∑m
j=1(sj+1)

k
∏

ν=2

lβν−αν

ν−1

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)β1−α1+

1

θ
′

6 2
( 1
p
−ε)

∑m
j=1(sj+1)

2〈s,γ〉ε
k
∏

ν=2

lβν−αν

ν−1

(

m
∑

j=1

(sjγj + 1)
)(

m
∑

j=1

(γjsj + 1)
)β1−α1+

1

θ
′

≪ 2(
1
p
−ε)

∑m
j=1(sj+1)2(l+1)ε(l +m+ 1)

β1−α1+
1

θ
′

k
∏

ν=2

lβν−αν

ν−1 (l +m+ 1)

для s таких, что l < 〈s, γ〉 6 l + 1. Поэтому

∞
∑

l=n

∑

l<〈s,γ〉6l+1

m
∏

j=1

2
−sj(rj−

1
p
)θ

′ k
∏

ν=2

l
(βν−αν)θ

′

ν−1

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(β1−α1+

1

θ
′ )θ

′

≪

∞
∑

l=n

2(l+1)εθ
′

(l +m+ 1)
(β1−α1+

1

θ
′ )θ

′ k
∏

ν=2

lβν−αν

ν−1 (l +m+ 1)
∑

l<〈s,γ〉6l+1

2〈s,r〉θ
′

2(
1
p
−ε)

∑m
j=1(sj+1)θ

′

. (2.25)

Введем обозначения γ
′
= (γ

′

1, . . . , γ
′

m), γ
′

m =

rj −
1

p
+ ε

rj0 −
1

p
+ ε

. Тогда γ
′

j = γj для j ∈ A и γj < γ
′

j

для j /∈ A. Согласно [28, лемма В] имеем

∑

l<〈s,γ〉6l+1

2〈s,r〉θ
′

2
( 1
p
−ε)

∑m
j=1(sj+1)θ

′

=
∑

l<〈s,γ〉6l+1

2
−〈s,γ

′
(rj0−

1
p
+ε)θ

′

≪ 2
−l(rj0−

1
p
+ε)θ

′

l|A|−1. (2.26)
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Из неравенств (2.25) и (2.26) ввиду rj0 − 1/p > 0 следует, что

∞
∑

l=n

∑

l<〈s,γ〉6l+1

m
∏

j=1

2−sj(rj−
1
p
)θ

′ k
∏

ν=2

l
(βν−αν)θ

′

ν−1

(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(

m
∑

j=1

(sj + 1)
)(β1−α1+

1

θ
′ )θ

′

≪

∞
∑

l=n

2(l+1)εθ
′

(l +m+ 1)
(β1−α1+

1

θ
′ )θ

′ k
∏

ν=2

l
(βν−αν)θ

′

ν−1 (l +m+ 1)2
−l(rj0−

1
p
+ε)θ

′

l|A|−1

≪

∞
∑

l=n

2
−l(rj0−

1
p
)θ

′

l|A|−1(l + 1)
(β1−α1+

1

θ
′ )θ

′ k
∏

ν=2

l
(βν−αν)θ

′

ν−1 (l + 1)

≪ 2
−n(rj0−

1
p
)θ

′

n|A|−1(n + 1)
(β1−α1+

1

θ
′ )θ

′ k
∏

ν=2

l
(βν−αν)θ

′

ν−1 (n+ 1). (2.27)

Как итог, согласно неравенствам (2.23) и (2.27) имеем

‖f − S
Q

(γ)
n

(f)‖∞,1,β1,...,βk ≪ 2−n(rj0−
1
p
)n

|A|−1

θ
′ (n+ 1)

β1−α1+
1

θ
′

k
∏

ν=2

lβν−αν

ν−1 (n+ 1) (2.28)

для функции f ∈ S
r
p,τ1,α1,...,αk,θ

B.

Теорема 5 доказана.

В теореме 4 получена оценка приближения функций из симметричного пространства X(ϕ)
при 1 < αϕ.

Исследуем случай αϕ = 1. В частности, для пространств X(ϕ) = L∞,τ,β1,...,βk(T
m) и C(Tm)

индекс αϕ = βϕ = 1 (см., например, [5, гл. 3, разд. 3.3, с. 85]). Рассмотрим приближение
функции суммами (см., например, [22]) A

Qγ
n
(f, x) =

∑

〈s,γ〉6nAs(f, x), n ∈ N. Справедлива
следующая теорема.

Теорема 6. Пусть 0 < τ < ∞, α1 + 1/τ < 0, α2 ∈ R, 1 6 θ 6 ∞, θ
′
= θ/(θ − 1), rj > 0,

j = 1, . . . ,m. Тогда

sup
f∈Sr∞,τ,α1,α2,θ

B

‖f −A
Qγ

n
(f)‖∞ ≍ 2−nr1 l

−(α1+
1
τ
)

1 (2−n)lα2
2 (2−n)n

m−1

θ
′ .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f ∈ S
r
∞,τ,α1,α2,θ

B. По свойству нормы и теореме 2 имеем

‖f‖∞ 6
∑

s∈Zm
+

‖As(f)‖∞ ≪
∑

s∈Zm
+

l
−α1−

1
τ

1

(

m
∏

j=1

2−sj
)

l−α2
2

(

m
∏

j=1

2−sj
)

‖As(f)‖∞,τ,α1,α2 . (2.29)

Применяя неравенство Гельдера к сумме в правой части неравенства (2.29), при
1

θ
+

1

θ′ = 1
получим

‖f‖∞ ≪
∥

∥

∥

{

2〈s,r〉‖As(f)‖∞,τ,α1,α2

}
∥

∥

∥

lθ

(

∑

s∈Zm
+

2−〈s,r〉θ
′

l
−(α1+

1
τ
)θ

′

1

(

m
∏

j=1

2−sj
)

l−α2θ
′

2

(

m
∏

j=1

2−sj
))

1

θ
′

.

(2.30)

Выбирая ε ∈ (0,min{rj : j = 1, . . . ,m}) и учитывая, что последовательность

{(

m
∏

j=1

2sj
)−εθ

′

l
−(α1+

1
τ
)θ

′

1

(

m
∏

j=1

2−sj
)

l−α2θ
′

2

(

m
∏

j=1

2−sj
)}

s∈Zm
+
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убывает, выводим
∑

s∈Zm
+

2−〈s,r〉θ
′

l
−(α1+

1
τ
)θ

′

1

(

m
∏

j=1

2−sj
)

l−α2θ
′

2

(

m
∏

j=1

2−sj
)

=
∑

s∈Zm
+

m
∏

j=1

2−sj(rj−ε)θ
′(

m
∏

j=1

2sj
)−εθ

′

l
−(α1+

1
τ
)θ

′

1

(

m
∏

j=1

2−sj
)

l−α2θ
′

2

(

m
∏

j=1

2−sj
)

≪
∑

s∈Zm
+

m
∏

j=1

2−sj(rj−ε)θ
′

< +∞. (2.31)

Из неравенств (2.30) и (2.31) следует, что S
r
∞,τ,α1,α2,θ

B ⊂ C(Tm). Далее, по (2.30) и (2.31) имеем

‖f −A
Qγ

n
(f)‖∞ ≪

(

∑

〈s,γ〉>n

2−〈s,r〉θ
′

l
−(α1+

1
τ
)θ

′

1

(

m
∏

j=1

2−sj
)

l−α2θ
′

2

(

m
∏

j=1

2−sj
))

1

θ
′

(2.32)

для функции f ∈ S
r
∞,τ,α1,α2,θ

B. Рассуждая, как в доказательстве (2.31), в соответствии с [28,

лемма В] убеждаемся, что

(

∑

〈s,γ〉>n

2−〈s,r〉θ
′

l
−(α1+

1
τ
)θ

′

1

(

m
∏

j=1

2−sj
)

l−α2θ
′

2

(

m
∏

j=1

2−sj
))1/θ

′

≪ 2−nεl
−(α1+

1
τ
)

1 (2−n)l−α2
2 (2−n)

×
(

∑

〈s,γ〉>n

2−〈s,δ〉(r1−ε)θ
′)1/θ

′

≪ 2−nr1 l
−(α1+

1
τ
)

1 (2−n)l−α2
2 (2−n)n

ν−1

θ
′ , (2.33)

где δ = (δ1, . . . , δm), δj =
rj − ε

r1 − ε
. Теперь из неравенств (2.32) и (2.33) получим

sup
f∈Sr

∞,τ,α1,α2,θ
B

‖f −A
Qγ

n
(f)‖∞ ≪ 2−nr1 l

−(α1+
1
τ
)

1 (2−n)l−α2
2 (2−n)n

ν−1

θ
′ .

Оценку снизу достаточно доказать в случае r1 = . . . = rm.

Рассмотрим функцию f3(x) =
∑

〈s,1〉=n+1

As(x).

Тогда f3 ∈ L∞,τ,α1,α2(T
m), и ввиду соотношения (1.17) можно показать, что существует C3 > 0

такое, что функция F3 = C32
−n(r1+1)l

−(α1+
1
τ
)

1 (2−n)l−α2
2 (2−n)n−

ν−1
θ f3 ∈ S

r
∞,τ,α1,α2,θ

B. Известно,

что (см., например, [23, с.100]) ‖f3‖∞ ≍ 2nnm−1. Поэтому

‖F1 −A
Qγ

n
(F1)‖∞ = ‖F1‖∞ ≫ 2−nr1 l

−(α1+
1
τ
)

1 (2−n)l−α2
2 (2−n)n

ν−1

θ
′ .

Этим оценка снизу в теореме 6 доказана. Теорема 6 доказана.

Заключение

Оценки наилучшего приближения функции в равномерной метрике имеют важное значе-
ние в задачах оптимального восстановления дифференцируемых функций по заданным зна-
чениям в точках (см., например, [33; 34] и библиографию в них).

Результаты этой статьи могут быть применены в оценках наилучших M -членных прибли-
жений, поперечников функциональных классов в равномерной метрике.

Автор благодарен Рецензенту за замечания.
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