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Система σ = (σij), 1 ≤ i, j ≤ n, аддитивных подгрупп σij поля K называется сетью (ковром) над K

порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях индексов i, r, j. Сеть, рассматриваемая без диагонали,
называется элементарной сетью. По элементарной сети σ определяется элементарная сетевая подгруп-
па E(σ), которая порождается элементарными трансвекциями tij(α) = e + αeij . Элементарная сеть σ

называется замкнутой, если подгруппа E(σ) не содержит новых элементарных трансвекций. Пусть R —
нетерова область с QR-свойством (то есть всякое промежуточное подкольцо, лежащее между R и его
полем частных K, является кольцом частных кольца R относительно мультипликативной системы из R),
σ = (σij) — полная (элементарная) сеть порядка n ≥ 2 (соответственно n ≥ 3) над K, причем аддитивные
подгруппы σij — ненулевые R-модули. Доказано, что с точностью до сопряжения диагональной матри-
цей все σij являются (дробными) идеалами фиксированного промежуточного подкольца P , R ⊆ P ⊆ K,
причем для всех i < j выполняются включения πijπji ⊆ P, πij ⊆ P ⊆ πji. В частности, элементарная
сеть σ является замкнутой.
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Введение

В работе исследуется структура сети (ковра), элементарной сети (элементарного ковра)
над полем частных кольца с QR-свойством (R. G. Gilmer, J. Ohm [1]).

Система σ = (σij), 1 ≤ i, j ≤ n, аддитивных подгрупп σij поля K называется сетью (ков-
ром) над полем K порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях индексов i, r, j [2; 3]. Сеть
σ = (σij) называется D-сетью, если 1 ∈ σii, 1 ≤ i ≤ n. Из сетевого условия следует, что
все диагональные аддитивные подгруппы σii полной сети являются кольцами, а для D-сети
все σii — кольца с единицей. Сеть, рассматриваемая без диагонали, называется элементар-

ной сетью (элементарным ковром) [2; 3, вопрос 7.28 4]. Сеть (элементарная сеть) σ = (σij)

1Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования РФ,
cоглашение № 075-02-2024-1447.
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мы называем неприводимой, если все аддитивные подгруппы σij отличны от нуля. По эле-
ментарной сети σ определяется элементарная сетевая подгруппа E(σ), которая порождается
элементарными трансвекциями tij(α) = e + αeij , α ∈ σij, i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n (e — единичная
матрица, eij — матрица, у которой на позиции (i, j) стоит 1, а на остальных местах нули).
Назовем элементарную сеть σ замкнутой, если подгруппа E(σ) не содержит новых элемен-
тарных трансвекций [4, вопрос 15.46; 5]. Замкнутыми являются элементарные сети, диагональ
которых можно дополнить подгруппами, получив при этом полную сеть [5] (такие элементар-
ные сети мы называем дополняемыми). Примеры незамкнутых неприводимых элементарных
сетей любого порядка приводятся в [5; 6].

Через D(n,K) обозначим группу обратимых диагональных n × n матриц над полем K.
По сети σ и любой матрице d = diag(ε1, . . . , εn) из D(n,K) можно определить сопряженную
сеть π = dσd−1, где πij = εiσijε

−1
j . Нетрудно увидеть, что замкнутость (дополняемость) эле-

ментарной сети равносильна замкнутости (дополняемости) сопряженной элементарной сети.
Пусть R — коммутативная область целостности и K — ее поле частных. Мы говорим,

что кольцо R обладает QR-свойством (QR-property), если всякое промежуточное подкольцо,
лежащее между R и K, является кольцом частных (quotient ring) кольца R относительно
некоторой мультипликативной системы (не содержащей нуля) из R (см. [1]). Если кольцо R
обладает QR-свойством, то мы называем его QR-кольцом. QR-кольцами являются, например,
область главных идеалов или кольцо целых алгебраических чисел.

Теорема 1. Пусть R — нетерово QR-кольцо, K — поле частных кольца R, σ = (σij) —

неприводимая D-сеть порядка n ≥ 2 над K, причем для любых i, j подгруппы σij являются

R-модулями. Тогда для некоторого промежуточного подкольца P, R ⊆ P ⊆ K, сеть σ со-

пряжена диагональной матрицей из D(n,K) с полной D-сетью π = (πij) дробных идеалов πij
кольца P , причем πii = P, 1 ≤ i ≤ n, и для любых 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n справедливы

включения

πijπji ⊆ P, πij ⊆ P ⊆ πji, π1k ⊆ π2k ⊆ . . . ⊆ πnk (1)

(каждый столбец дробных идеалов сети π упорядочен по включению).

Теорема 2. Пусть R — нетерово QR-кольцо, K — поле частных кольца R, σ = (σij) —

неприводимая элементарная сеть порядка n ≥ 3 над K, причем для любых i, j подгруппы σij
являются R-модулями. Тогда для некоторого промежуточного подкольца P, R ⊆ P ⊆ K,

элементарная сеть σ сопряжена диагональной матрицей из D(n,K) с элементарной сетью

π = (πij) дробных идеалов πij кольца P , для любых 1 ≤ i < j ≤ n, 1 ≤ k ≤ n справедли-

вы включения (1). Элементарная сеть σ (как и π) является дополняемой и, в частности,

замкнутой.

Область главных идеалов является нетеровым QR-кольцом (в этом случае группа классов
идеалов тривиальна) [1;7]. Следовательно, если R — область главных идеалов, то мы получаем
результаты работы [8], в которой получено описание полных и элементарных сетей над полем
частных области главных идеалов. Далее, кольцо целых R в поле алгебраических чисел K
(конечное расширение поля рациональных чисел Q) является нетеровым QR-кольцом (группа
классов идеалов кольца R конечна) [1; 7]. Поэтому другим важным следствием сформулиро-
ванных результатов является описание полных и элементарных сетей σ = (σij) над полем
алгебраических чисел K (когда подгруппы σij являются R-модулями).

Доказанные теоремы обобщают результаты статьи Р.Ю.Дряевой, В.А.Койбаева и Я.Н.Ну-
жина [8] и, можно сказать, являются предельными в данном направлении.

1. D-сети над QR-кольцами

Лемма 1 [1, следствие 2.6]. Если R нетерова область, то следующие условия эквива-

лентны:
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(1) R обладает QR-свойством;
(2) R — дедекиндова область, и группа классов идеалов кольца R периодическая (некоторая

степень всякого идеала кольца R является главным идеалом).

Непосредственно из леммы 1 и [7, гл. 9] следует, что область главных идеалов и кольцо
целых чисел в поле алгебраических чисел являются нетеровыми QR-кольцами.

Следующее предложение является теоремой Крулля — Акидзуки.

Предложение 1 [9, гл. VII, § 2, no. 5]. Пусть A — нетерово целостное кольцо, в кото-

ром всякий ненулевой простой идеал максимален, K — его поле частных. Пусть L — конеч-

ное расширение поля K и B — подкольцо поля L , содержащее кольцо A, A ⊆ B ⊆ L . Тогда

B нетерово и любой ненулевой простой идеал в B максимален.

Лемма 2 [1, предложение 1.3]. Рассмотрим цепочку колец D ⊂ D1 ⊂ D2 и рассмотрим

следующие условия:
(a) D1 — кольцо частных кольца D;
(b) D2 — кольцо частных кольца D1;
(c) D2 — кольцо частных кольца D.
Тогда (a) и (b) влечет (c); (a) и (c) влечет (b); но (c) и (b) не влечет (a).

З а м е ч а н и е. Далее, если не оговорено противное, мы предполагаем, что R — нетерова
область, обладающая QR-свойством (нетерово QR-кольцо), K — поле частных кольца R.

Предложение 2. Всякое промежуточное кольцо L, R ⊆ L ⊆ K, является нетеровым

QR-кольцом.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что L является QR-кольцом. Пусть B — промежу-
точное подкольцо, L ⊂ B ⊂ K. Покажем, что кольцо B является кольцом частных кольца L.
В лемме 2 положим D = R, D1 = L, D2 = B. Так как R является QR-кольцом, то D1 — кольцо
частных кольца D и D2 — кольцо частных кольца D. Тогда из леммы 2 ((a) и (c) влечет (b))
следует, что D2 — кольцо частных кольца D1, а потому кольцо B является кольцом частных
кольца L. Таким образом, L есть QR-кольцо.

Далее, согласно лемме 1 кольцо R (как дедекиндово кольцо) нетерово и одномерно, а по-
тому согласно предложению 1 промежуточное кольцо L является нетеровым. Следовательно,
L есть нетерово QR-кольцо. �

Лемма 3. Пусть Q, L — промежуточные подкольца, причем R ⊆ Q ⊆ L ⊆ K. Предпо-

ложим, что B ⊆ K — ненулевой (дробный) идеал кольца L и B — (дробный) идеал кольца Q.

Тогда L = Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию B — ненулевой идеал поля K (относительно Q и L).
Согласно лемме 2 кольца Q и L являются нетеровыми QR-кольцами, а потому по лемме 1 эти
кольца дедекиндовы, причем группа классов идеалов кольца Q и группа классов идеалов коль-
ца L являются периодическими группами. Тогда для некоторых степеней m и n и элементов
t1, t2, a, b ∈ K мы имеем

Bm = t1Q, Bn = t2L =⇒ Bmn = aQ = bL.

Отсюда (a/b)Q = L, (b/a)L = Q. Поэтому a/b ∈ L и b/a ∈ Q ⊆ L. Таким образом, a/b, b/a ∈ L.
Следовательно, b/a — обратимый элемент кольца L, отсюда L = (b/a)L = Q, а значит, Q = L.�

Предложение 3. Пусть σ =

(

σ11 σ12
σ21 σ22

)

— неприводимая D-сеть аддитивных подгрупп

поля K, причем σij являются R-модулями для всех i, j = 1, 2. Тогда σ11 = σ22, причем σii —

промежуточные подкольца, R ⊆ σii ⊆ K, которые являются QR-кольцами, i = 1, 2; кроме

того, σ12σ21 — целый идеал кольца σ11 = σ22.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. По условию σij 6= 0 (в силу невырожденности сети σ) для всех
i = 1, 2. По определению D-сети σ подгруппы σ11 и σ22 являются кольцами, которые содержат
единицу, 1 ∈ σii, i = 1, 2. Далее, так как σii — R-модули и 1 ∈ σii, то R · 1 ⊆ σii, поэтому σii —
промежуточные подкольца, R ⊆ σii ⊆ K, i = 1, 2. Согласно предложению 2 σii являются QR-
кольцами. Рассмотрим произведение B = σ12σ21. Подгруппа B отлична от 0. По определению
сети σ мы имеем σijσji ⊆ σii, i = 1, 2. Поэтому B ⊆ σ11 и B ⊆ σ22, причем по определению
сети подгруппа B является σ11-модулем и σ22-модулем. Следовательно, B — целый идеал
кольца σ11 и B — целый идеал кольца σ11, причем B 6= 0. Положим

Q = σ11 ∩ σ22, L = σ22 =⇒ R ⊆ Q ⊆ L ⊆ K.

Тогда B — идеал колец Q и L, B ⊆ Q ⊆ L. Согласно лемме 3 мы имеем равенство Q =
σ11 ∩ σ22 = L = σ22. Аналогично σ11 ∩ σ22 = σ11. Следовательно, σ22 = σ11. �

Предложение 4. Пусть R — произвольная коммутативная область с 1, K — поле

частных области R, σ = (σij) — неприводимая сеть (элементарная сеть) порядка n ≥ 2
над K. Тогда σ сопряжена диагональной матрицей из D(n,K) с сетью (элементарной се-

тью) π = (πij), у которой все πij, лежащие ниже главной диагонали, содержат 1 : 1 ∈ πij
для всех i > j.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В подгруппах σii−1 рассмотрим ненулевые элементы aii−1, i =
2, 3, . . . , n. Положим

d = d2(1/a21)d3(1/a32a21)d4(1/a43a32a21) . . . dn(1/ann−1an−1n−2 . . . a21),

где через dr(θ) обозначается элементарная диагональная матрица dr(θ) = e + (θ − 1)err,
θ ∈ K, 1 ≤ r ≤ n. Рассмотрим сеть

π = (πij) = dσd−1.

Нетрудно проверить, что 1 ∈ π21, 1 ∈ π32, . . . , 1 ∈ πnn−1, 1 ∈ πii−1, i = 2, 3, . . . , n. Пусть
теперь i > j. Тогда πii−1πi−1i−2 . . . πj+1j ⊆ πij =⇒ 1 ∈ πij. Таким образом, мы показали, что
1 ∈ πij для любого i > j. �

Предложение 5. Пусть P — произвольная коммутативная область с 1, K — поле

частных области P , τ = (τij) — неприводимая (полная) сеть дробных идеалов кольца P
порядка n ≥ 2 (τij ⊆ K). Предположим, что 1 ∈ τij для всех i > j. Если τ11 = τ22 = . . . =
τnn = P , то для τ = (τij) выполняются включения (1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть i < j. Покажем, что τij ⊆ P ⊆ τji. Так как i < j, то
1 ∈ τji, а по сетевому условию τjjτji ⊆ τji. Откуда Pτji ⊆ τji, P = P · 1 ⊆ τji. Далее, по
сетевому условию τijτji ⊆ τii = P , откуда τij · 1 ⊆ P.

Покажем, что τ1k ⊆ τ2k ⊆ . . . ⊆ τnk. Пусть j > i. Покажем, что τik ⊆ τjk. По условию мы
имеем 1 ∈ τji. Откуда τji = 1 · τji ⊆ τjiτik ⊆ τjk. �

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Согласно предложению 3 для некоторого промежу-
точного кольца P, R ⊆ P ⊆ K, для сети σ = (σij) мы имеем σ11 = σ22 = . . . = σnn = P . Так
как сеть σ = (σij) неприводима, то аддитивные подгруппы σij — ненулевые дробные идеалы
кольца P , причем для любых i, j произведение σijσji является целым идеалом кольца P . Со-
гласно предложению 4 сеть σ сопряжена диагональной матрицей с сетью π = (πij), у которой
все P -модули πij, лежащие ниже главной диагонали, содержат 1. Осталось воспользоваться
предложением 5.

Теорема 1 доказана.
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2. Вложение элементарной сети в промежуток сетей

Пусть σ = (σij) — элементарная сеть над полем K порядка n ≥ 3. Рассмотрим набор
ω = (ωij) аддитивных подгрупп ωij поля K, определенных для любых i 6= j следующим обра-
зом: ωij =

∑n
k=1 σikσkj, где, очевидно (так как σ — элементарная сеть), суммирование берется

по всем k, отличным от i и j. Ясно, что ωij ⊆ σij, следовательно, для любой тройки попарно
различных чисел i, r, j мы имеем ωirωrj ⊆ ωij. Таким образом, набор ω = (ωij) аддитивных
подгрупп ωij поля K является элементарной сетью, которую мы называем элементарной про-

изводной сетью. Элементарная сеть ω является дополняемой [5, предложение 1], а потому
она дополняется до (полной) сети. Элементарную сеть ω можно дополнить до (полной) сети
стандартным способом, пользуясь формулой ωii =

∑

k 6=i ωkiωik, где суммирование берется по
всем k, отличным от i. Элементарная производная сеть ω, дополненная диагональю, называ-
ется производной сетью (для σ) [5].

Для произвольных i 6= j положим Ωij = σij + σijγij , где γij =
∑∞

m=1(σjiσij)
m. Таблица

Ω = (Ωij) является элементарной сетью, причем дополняемой, т. е. справедливы включения
ΩijΩjiΩij ⊆ Ωij для любых i 6= j [5, предложение 2]. Дополним элементарную сеть Ω до (пол-
ной) сети стандартным способом [5], положив Ωii =

∑

k 6=iΩikΩki, где суммирование берется
по k, k 6= i. Нетрудно видеть, что Ωii =

∑n
k=1,k 6=i γik. Сеть Ω называется сетью, ассоции-

рованной с элементарной группой E(σ) [5]. Из построения сетей очевидно, что ω ⊆ Ω, т. е.
ωij ⊆ Ωij .

В дальнейшем, R — нетерово QR-кольцо, K — поле частных области R, σ = (σij) —
неприводимая элементарная сеть аддитивных подгрупп σij порядка n ≥ 3 над K, причем для
любых i, j подгруппы σij являются R-модулями.

При помощи сетей ω и Ω построим сети ω и Ω, добавив к диагональным кольцам кольцо R:
ωij = ωij, Ωij = Ωij для всех i 6= j,

(ω)ii = ωii +R, (Ω)ii = Ωii +R, i = 1, . . . , n.

Сделаем несколько замечаний. Во-первых, если B и R — подкольца поля K, причем B
является R-модулем, то подкольцо кольца K, порожденное кольцами R и B, совпадает с
B + R: 〈B, R〉ring = B + R. Следовательно, все ωii + R и Ωii + R являются промежуточными
подкольцами с 1, лежащими между R и K. Во-вторых, очевидно, что построенные табли-
цы ω и Ω есть неприводимые D-сети над K, у которых все подгруппы ωij и Ωij являются
R-модулями. Таким образом, построенные сети ω и Ω удовлетворяют условиям теоремы 1.
В силу теоремы 1 тогда все диагональные кольца сети ω совпадают между собой (аналогично
и для сети Ω). Поэтому положим

ω11 +R = . . . = ωnn +R = L, Ω11 +R = . . . = Ωnn +R = P. (2)

Очевидно, что R ⊆ L ⊆ P ⊆ K.

Предложение 6. Имеет место вложение ω ⊆ σ ⊆ Ω, причем для любых i 6= j и произ-

вольного r справедливы включения

ωirΩrj ⊆ ωij, Ωirωrj ⊆ ωij. (3)

Далее, имеет место равенство колец L = P .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вложение ω ⊆ σ ⊆ Ω и формулы (3) вытекают из теоремы 1 [4].
Отсюда, в частности, ω ⊆ σ ⊆ Ω.

Включение L ⊆ P очевидно из построения. Докажем обратное включение. Из (3) мы имеем
ω21Ω11 ⊆ ω21. Но так как ω21 — R-модуль, то ω21R ⊆ ω21. Следовательно, поскольку Ω11+R = P
(см. (2)), то

ω21(Ω11 +R) ⊆ ω21Ω11 + ω21R ⊆ ω21 =⇒ ω21P ⊆ ω21.
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Положим A = ω21. Тогда AP ⊆ A.
Так как L = ω11 + R, то из сетевого условия мы имеем ω12A = ω12ω21 ⊆ ω11 ⊆ L. Очевид-

но, что A является L-модулем. Поэтому подгруппа A является дробным идеалом кольца L.
Согласно предложению 2 и лемме 1 группа классов идеалов кольца L является периодиче-
ской. Следовательно, мы имеем Am = tL, t ∈ K∗ для некоторого натурального m. Но так как
AP ⊆ A, то AmP ⊆ Am = tL, откуда следует включение tL · P ⊆ tL =⇒ P ⊆ L. �

3. Доказательство теоремы 2

Согласно предложению 6 для (полных) сетей ω и Ω любых i 6= j выполнено включение
ω ⊆ σ ⊆ Ω, причем имеют место формулы (2) и

P = ωii = ωii +R = Ωii = Ωii +R, 1 ≤ i ≤ n.

Согласно предложению 4 рассмотрим сопряжение сетей ω, σ,Ω при помощи диагональной
матрицы из D(n,K) такое, что 1 ∈ ωij для любых i > j. Тогда очевидно 1 ∈ ωij, 1 ∈ σij
для всех i > j. Теперь сети ω,Ω удовлетворяют условиям предложения 5. Элементарную сеть,
полученную при сопряжении сети σ, обозначим через π. Тогда ω ⊆ π ⊆ Ω, откуда, в частности,
ωij ⊆ πij ⊆ Ωij для всех i 6= j. Согласно предложению 5 (применяя его к сетям ω,Ω) мы имеем
(см. (1)) справедливость включений

ωij ⊆ P ⊆ ωji, Ωij ⊆ P ⊆ Ωji

для любых i < j. Отсюда для любых i < j мы имеем

πij ⊆ Ωij ⊆ P ⊆ ωji ⊆ πji =⇒ πij ⊆ P ⊆ πji.

Из включений (3) и того, что πij являются R-модулями, следует, что πij являются P -мо-
дулями: (P = ωii +R)

ωiiπij ⊆ ωiiΩij ⊆ ωij =⇒ ωiiπij ⊆ πij =⇒ Pπij ⊆ πij .

Для доказательства теоремы 2 осталось показать, что для любых i 6= j произведение πijπji есть
целый идеал кольца P . Действительно, πij являются P -модулями и πijπji ⊆ ΩijΩji ⊆ Ωii ⊆ P.
Мы показали, что элементарная сеть π = (πij) является дополняемой, причем элементарная
сеть π, диагональ которой дополнена кольцом P , есть полная сеть. Поэтому включения π1k ⊆
π2k ⊆ . . . ⊆ πnk, указанные в теореме 2, доказываются (см. предложение 5) дословно, как и в
теореме 1.

Теорема 2 доказана полностью.
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