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Введение

На протяжении этой статьи все группы конечны, а G обозначает конечную группу. Вил-
ландт доказал, что группа, содержащая три разрешимых подгруппы попарно взаимно простых
индексов, разрешима [1]. Кегель получил аналогичный результат для нильпотентных групп [2].
Дерк установил сверхразрешимость группы, содержащей четыре сверхразрешимые подгруппы
попарно взаимно простых индексов [3].

О п р е д е л е н и е 1 [4, определение 4.2.]. Пусть t > 1 — натуральное число. Класс
групп F называется Σt-замкнутым, если он содержит всякую группу, имеющую t F-подгрупп
с попарно взаимно простыми индексами.

Систематическое изучение Σt-замкнутых классов групп было начато в работе Крамера [5].
В работе [6] Го и Скиба получили результаты, аналогичные результатам Виландта, Кегеля и
Дерка, заменив условие принадлежности подгрупп данному классу F (F ∈ {S,N,U}) условием
содержания пересечения любой пары подгрупп в пересечении их F-гиперцентров.

Целью данной работы является доказательство эквивалентности условия, предложенно-
го Го и Скибой, условию Σt-замкнутости для насыщенных формаций разрешимых групп.
В частности, будет получено продвижение по следующей проблеме, поставленной в [6]:

П р о б л е м а 1. Пусть G = AB — произведение двух подгрупп A и B из G. Что мы
можем сказать о структуре G, если A ∩B ≤ ZF(A) ∩ ZF(B) для некоторого класса группы F?

1Работа выполнена при поддержке Белорусского республиканского фонда фундаментальных иссле-
дований (БРФФИ-РНФ М, проект Ф23РНФМ-63).



56 С.В.Балычев, В.И.Мурашко

1. Основные результаты

Напомним [7, c. 6], что главный фактор H/K группы G называется F-центральным, если
(H/K)⋊ (G/CG(H/K)) ∈ F. Произведение всех таких нормальных подгрупп G, чьи G-главные
факторы являются F-центральными в G, называется F-гиперцентром G и обозначается че-
рез ZF(G). Подгрупповым функтором [8] называется отображение θ, ставящее в соответствие
каждой группе G некоторую непустую систему подгрупп θ(G), такую что θ(G)ϕ = θ(Gϕ) для
любого изоморфизма ϕ. Основным результатом работы является следующая

Теорема 1. Пусть F — насыщенная формация разрешимых групп, t ≥ 3 и τ — подгруп-

повой функтор такой, что τ(G) содержит все абнормальные максимальные подгруппы и

τ(G)N/N ⊆ τ(G/N) для любых N E G. Тогда следующие утверждения эквивалентны:

(1) F содержит каждую группу G такую, что τ(G) содержит t F-подгрупп с попарно

взаимно простыми индексами.

(2) F содержит каждую группу G такую, что τ(G) содержит t подгрупп A1, . . . , At с

попарно взаимно простыми индексами в G такие, что Ai ∩ Aj ≤ ZF(Ai) ∩ ZF(Aj) для всех

i 6= j.

З а м е ч а н и е. Если τ(G) = s(G) — множество всех подгрупп группы G, то условие (1)
эквивалентно Σt-замкнутости формации F. Таким образом, теорема 1 дает новый критерий
Σt-замкнутости насыщенной формации разрешимых групп. В следующих трех следствиях мы
покажем, как использовать теорему 1.

Как уже отмечалось ранее, класс U всех сверхразрешимых групп Σ4-замкнут по теореме
Дерка [3]. То есть для него при τ(G) = s(G) и t = 4 выполняется утверждение (1) теоремы 1.
Значит, для него верно и утверждение (2) этой теоремы. Соответственно справедливо

Следствие 1 [6, теорема 3.11]. Предположим, что G имеет четыре подгруппы A1, A2,

A3, A4, индексы которых |G : A1|, |G : A2|, |G : A3|, |G : A4| попарно взаимно просты. Если

Ai ∩Aj ≤ ZU(Ai) ∩ ZU(Aj)

для всех i 6= j, то G сверхразрешима.

Известно [2, предложение 1], что классы всех p-замкнутых групп и всех p-разложимых
групп являются Σ3-замкнутыми. Тогда при τ(G) = s(G) и t = 3 из теоремы 1 напрямую
вытекает

Следствие 2 [6, теорема 3.7]. Допустим, что G имеет три подгруппы A1, A2 и A3, ин-

дексы которых |G : A1|, |G : A2|, |G : A3| попарно взаимно просты. Пусть p — простое число.

Тогда

1. Если Ai ∩Aj ≤ ZF(Ai) ∩ ZF(Aj) для всех i 6= j, где F — класс всех p-замкнутых групп,

то G является p-замкнутой.

2. Если Ai ∩Aj ≤ ZF(Ai) ∩ ZF(Aj) для всех i 6= j, где F — класс всех p-разложимых групп,

то G является p-разложимой.

Напомним [4, определение 17.1], что подгруппа H группы G называется абнормальной,
если x ∈ 〈H,Hx〉 для любого x ∈ G. Отметим, что подгрупповой функтор τ(G) = sab(G), ста-
вящий в соответствие каждой группе G множество всех ее абнормальных подгрупп, подпадает
под ограничение теоремы 1. По [9, теорема 2.10] группа, содержащая три абнормальные сверх-
разрещимые подгруппы попарно взаимно простых индексов, сверхразрешима. Таким образом,
для класса U выполняется утверждение (1) теоремы 1 при τ(G) = sab(G) и t = 3. Тогда для
него верно и второе утверждение этой теоремы при таких же t и τ . Из теоремы 1 вытекает
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Следствие 3 [6, теорема 3.13(2)]. Предположим, что G имеет три абнормальные под-

группы A1, A2, A3, индексы которых |G : A1|, |G : A2|, |G : A3| попарно взаимно просты. Если

Ai ∩Aj ≤ ZU(Ai) ∩ ZU(Aj) для всех i 6= j, то G сверхразрешима.

С теорией Σt-замкнутых формаций тесно связана теория слабо Rt-замкнутых формаций.

О п р е д е л е н и е 2 [4, определение 4.1]. Класс групп X называется слабо Rt-замкнут-
ым, t ≥ 2, если X содержит всякую группу G, имеющую t нормальных X-подгрупп с попарно
взаимно простыми индексами.

Отметим, что слабо Rt-замкнутая формация является и слабо Rk-замкнутой для любого
k ≥ t. Нами получена следующая характеризация Rt-замкнутых формаций при t ≥ 3.

Теорема 2. Пусть F — насыщенная формация и t ≥ 3. Тогда следующие утверждения

эквивалентны:
(1) F — слабо Rt-замкнутая формация.

(2) F содержит каждую группу G, содержащую нормальные подгруппы A1, . . . , At с по-

парно взаимно простыми индексами в G такие, что Ai ∩ Aj ≤ ZF(Ai) ∩ ZF(Aj) для всех

i 6= j.

Фрисен [10] установил слабую R2-замкнутость класса всех сверхразрешимых групп. Нами
доказана новая характеризация R2-замкнутых формаций.

Теорема 3. Пусть F — насыщенная формация. Тогда следующие утверждения эквива-

лентны:
(1) F — слабо R2-замкнутая формация.

(2) Если A и B — нормальные подгруппы группы G с взаимно простыми индексами такие,

что A ∩B ≤ ZF(A) ∩ ZF(B), то A ∩B ≤ ZF(G).

Напомним, что класс групп F называется N0-замкнутым (R-замкнутым в терминоло-
гии [4]), если он содержит всякую группу, представленную в произведение своих нормаль-
ных F-подгрупп. Бэр [11] установил, что класс всех сверхразрешимых групп не является N0-
замкнутым в общем случае. Тем не менее он является N0-замкнутым в классе всех групп
с нильпотентным коммутантом. В работе [12] было установлено, что всякая наследственная
насыщенная формация является N0-замкнутой в классе всех групп с нильпотентным комму-
тантом. Следующая полученная нами теорема дает новую характеризацию N0-замкнутых в
данном классе формаций. В частности, она дает новую характеризацию N0-замкнутых фор-
маций, когда X совпадает с классом всех групп.

Теорема 4. Пусть F — насыщенная формация и X — формация. Тогда следующие утвер-

ждения эквивалентны:
(1) F содержит всякую X-группу G = AB, где A и B — нормальные F-подгруппы группыG.

(2) Для любой X-группы G = AB, где A и B — нормальные подгруппы группы G такие,

что A ∩B ≤ ZF(A) ∩ ZF(B), верно A ∩B ≤ ZF(G).

Известно (см., например, [13, следствия 1.1 и 1.2]), что произведение нормальных p-сверх-
разрешимых подгрупп p-сверхразрешимо, если или их индексы взаимно просты, или комму-
тант p-нильпотентен. Согласно [4, теорема 1.1] класс всех групп с p-нильпотентным коммутан-
том является формацией, т. е. для класса всех p-сверхразрешимых групп выполняются первые
утверждения теорем 3 и 4. Значит, для него выполняются и вторые утверждения данных
теорем. Соответственно справедливо

Следствие 4 [6, теорема 3.1]. Пусть p — простое число, F — формация всех p-сверхраз-
решимых групп. Пусть A,B,E — нормальные подгруппы группы G. Предположим, что

G = AB и E = A ∩B ≤ ZF(A) ∩ ZF(B).

Если (|G : A|, |G : B|) = 1 или G′ ≤ Op′,p(G), то E ≤ ZF(G).
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2. Предварительные результаты

Используются стандартные обозначения и терминология, которые можно найти в [4;7;14].
Отметим некоторые из них. Через P обозначается множество простых чисел; |G| обозначает
порядок G; π(G) — множество всех различных простых делителей |G|; Np,S,N,U — классы
всех p-групп, разрешимых, нильпотентных и сверхразрешимых групп соответственно.

Напомним, что формация — это класс групп, замкнутый относительно взятия гомоморф-
ных образов и подпрямых произведений. Формация F называется насыщенной, если группа
G ∈ F всякий раз, когда G/Φ(G) ∈ F.

О п р е д е л е н и е 3 [14, IV, определение 3.1]. Функция вида

f : P → {формации}

называется локальным экраном. Формация F называется локальной, если

F = (G | G/CG(H/K) ∈ f(p) для любых p ∈ π(H/K) и главного фактора H/K группы G),

где f — некоторый локальный экран.

Напомним [6, IV, предложение 3.8], что для всякой локальной формации F существует
единственный локальный экран F такой, что он является полным: F (p) = NpF (p) для любого
p ∈ P и внутренним: F (p) ⊆ F для любого p ∈ P. В этом случае F называется максимальным

внутренним локальным экраном F.
Следующий результат хорошо известен (см., например, [15, лемма 3]).

Лемма 1. Пусть F — формация, p — простое число и N/K — нормальная p-секция груп-

пы G. Если G/CG(U/V ) ∈ F для любого главного фактора U/V группы G между N и K, то

G/CG(N/K) ∈ NpF.

Лемма 2. Пусть F — максимальный внутренний локальный экран локальной форма-

ции F. Если H/K — нормальная секция группы G, являющаяся прямым произведением изо-

морфных простых групп, и H ≤ ZF(G), то G/CG(H/K) ∈ F (p) для любого p ∈ π(H/K),
в частности, H/K ⋊G/CG(H/K) ∈ F.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что H/K — p-группа. Так как H ≤ ZF(G), то
G/CG(U/V ) ∈ F (p) по [7, предложение 1.15(1)] для любого главного фактора U/V группы G
(K ≤ V ≤ U ≤ H). Значит, G/CG(H/K) ∈ NpF (p) = F (p) по лемме 1. Тогда

H/K ⋊G/CG(H/K) ∈ NpF (p) = F (p) ⊆ F.

Предположим, что H/K не является p-группой ни для какого простого числа p. Тогда H/K —
прямое произведение изоморфных простых неабелевых групп. Поэтому по [14, A, лемма 4.14]
H/K — прямое произведение минимальных нормальных подгрупп Hi/K группы G, 1 ≤ i ≤ t.
По [7, предложение 1.15(1)] G/CG(Hi/K) ∈ F (p) для всех p ∈ π(Hi/K) = π(H/K), но тогда
G/ ∩t

i=1
CG(Hi/K) = G/CG(H/K) ∈ F (p) ⊆ F для любого p ∈ π(H/K). Заметим, что G =

G/CG(H/K) имеет подгруппу H, G-изоморфную H/K. По теореме Барнса — Кегеля [14, IV,
предложение 1.5] H ⋊G/CG(H) ∼= (H/K)⋊G/CG(H/K) ∈ F.

3. Доказательство основных результатов

3.1. Доказательство теоремы 1

Докажем, что из утверждения (1) следует утверждение (2). Пусть группа G — контрпример
наименьшего порядка к утверждению (2) теоремы. Тогда группа G 6∈ F, но τ(G) содержит
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t ≥ 3 подгруппы A1, . . . , At с попарно взаимно простыми индексами в G такие, что Ai ∩Aj ≤
ZF(Ai) ∩ ZF(Aj) выполняется для всех i 6= j. По [6, теорема 3.5] группа G разрешима, так как
формация F состоит из разрешимых групп.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда N — p-группа для неко-
торого простого числа p. Заметим, что индексы как минимум t − 1 подгрупп из A1, . . . , At

не делятся на p, т. е. эти подгруппы содержат N . Не теряя общности рассуждений, примем
N ≤ A1, . . . , At−1.

Значит, если выбрать две подгруппы Ai, Aj из A1, . . . , At, то одна, как минимум, будет
содержать N . Пусть это будет Ai, тогда

AiN/N ∩AjN/N = (AiN ∩AjN)/N = (Ai ∩AjN)/N = (Ai ∩Aj)N/N.

Отметим, что ZF(Ai)N/N ≤ ZF(Ai/N) и ZF(Aj)N/N ≤ ZF(AjN/N) по [6, лемма 2.2]. По усло-
вию Ai ∩Aj ≤ ZF(Ai) ∩ ZF(Aj). Следовательно, AiN/N ∩AjN/N ≤ ZF(Ai/N) ∩ ZF(AjN/N).

Заметим, что индексы подгрупп A1/N, . . . , At−1/N,AtN/N в группе G/N попарно взаимно
просты и A1/N, . . . , At−1/N,AtN/N ∈ τ(G/N). Тогда по нашему предположению G/N ∈ F.
Если в G найдутся две минимальные нормальные подгруппы N1, N2, то из G/N1 ∈ F,
G/N2 ∈ F и замкнутости F относительно взятия подпрямых произведений будет вытекать,
что G ∼= G/(N1 ∩N2) ∈ F; противоречие с нашим предположением.

Осталось рассмотреть случай, когда в G имеется единственная минимальная нормальная
подгруппа N . Если N ≤ Φ(G), то из G/N ∈ F и насыщенности формации F будет следовать,
что G ∈ F; противоречие. Поэтому Φ(G) = 1. Значит, найдется максимальная подгруппа M
группы G, не содержащая N . Из M < MN следует, что MN = G. Заметим, что M ∩N EM .
Поскольку N — абелева группа, M ∩ N E N . Поэтому M ∩ N E G. Из M ∩N < N следует,
что M ∩N = 1, т. е. G = N ⋊M и |G : M | = pα. Тогда M ∼= G/N ∈ F. В силу того что G разре-
шима и N — ее единственная минимальная нормальная подгруппа, G — примитивная группа
1-го типа, т. е. CG(N) = N . В частности, M 5 G. Значит, M — абнормальная максимальная
подгруппа G. Итак, M ∈ τ(G).

Так как G/N ∈ F, то F 6= ∅. Тогда по теореме Гашюца — Любедезера — Шмида [14, IV,
теорема 4.6] формация F локальна. По [14, IV, теорема 3.7] найдется максимальный внут-
ренний локальный экран F формации F. Ввиду того, что N содержится в каждой из под-
групп A1, . . . , At−1, и с учетом нашего предположения, следует, что N ≤ ZF(Ai) для лю-
бого 1 ≤ i ≤ t − 1. Тогда Ai/CAi

(N) ∈ F (p) по лемме 2. Из N = CG(N) = CAi
(N) и

Ai = N(Ai ∩ M) вытекает, что Ai/CAi
(N) ∼= Ai ∩ M . Так как F (p) замкнут относительно

расширений p-группами, то Ai = N(Ai ∩M) ∈ F (p) ⊆ F для любого 1 ≤ i ≤ t− 1.
В силу выбора подгрупп A1, . . . , At−1 их индексы взаимно просты с p. Тогда они и взаимно

просты с |G : M | = pα. Итак, τ(G) содержит t F-подгрупп A1, . . . , At−1,M с попарно взаимно
простыми индексами. Тогда группа G ∈ F по утверждению (1); заключительное противоречие.

Теперь докажем, что из утверждения (2) следует утверждение (1). Пусть τ(G) содержит t
F-подгрупп A1, . . . , At с попарно взаимно простыми индексами. Поскольку формация F насы-
щена, Ai = ZF(Ai) для любого i по [7, 1, теорема 2.7(b)]. Тогда Ai ∩Aj = ZF(Ai) ∩ ZF(Aj) для
любых i, j. Таким образом, группа G ∈ F по утверждению (2), что и требовалось доказать.

3.2. Доказательство теоремы 2

Докажем, что из утверждения (1) теоремы следует утверждение (2). Предположим, что
выполняется утверждение (1), но неверно утверждение (2). Пусть группа G — контрпример
наименьшего порядка к (2). Тогда группа G 6∈ F, но содержит t ≥ 3 нормальные подгруппы
A1, . . . , At с попарно взаимно простыми индексами в G такие, что Ai ∩ Aj ≤ ZF(Ai) ∩ ZF(Aj)
выполняется для всех i 6= j.

Пусть N — минимальная нормальная подгруппа группы G. Тогда, если N — p-группа, то
индексы t− 1 подгрупп из A1, . . . , At не делятся на p. Значит, эти подгруппы содержат N . До-
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кажем аналогичное утверждение и для случая, когда N не является p-группой. В этом случае
N неразрешима. Так как N — минимальная нормальная подгруппа и подгруппы A1, . . . , At

нормальны, то N ∩Ai ∈ {1, N} для любого i. Заметим, что если N ∩Ai = 1 для некоторого i,
то NAi = N × Ai. В этом случае Ai ≤ CG(N). Предположим, что N ∩ Ai = 1 и N ∩ Aj = 1
для некоторых i 6= j. Тогда N ≤ G = AiAj ≤ CG(N). Следовательно, N абелева. Получили
противоречие. Итак, N ∩ Ai = 1 верно не более чем для одного i. Значит, N содержится как
минимум в t− 1 подгруппе из A1, . . . , At.

Не теряя общности рассуждений, предполагаем N ≤ A1, . . . , At−1. Заметим, что если вы-
брать две подгруппы Ai, Aj из A1, . . . , At, одна как минимум будет содержать N . Пусть это
будет Ai, тогда по аналогии с доказательством теоремы 1

AiN/N ∩AjN/N ≤ ZF(Ai/N) ∩ ZF(AjN/N),

и индексы подгрупп A1/N, . . . , At−1/N,AtN/N в группе G/N попарно взаимно просты. От-
метим, что эти подгруппы нормальны в G/N . Следовательно, по нашему предположению
G/N ∈ F.

Итак, в G имеется единственная минимальная нормальная подгруппа N . Предположим,
что N ∩Ai = 1 для некоторого i. Выберем i 6= j. Тогда G = AjAi = AjCG(N). Следовательно,
N — минимальная нормальная подгруппа Aj . Поскольку t ≥ 3, найдется k 6∈ {i, j}. Заметим,
что N ≤ Aj ∩Ak ≤ ZF(Aj). Тогда

N ⋊ (G/CG(N)) ∼= N ⋊ (Aj/CAj
(N)) ∈ F.

Значит, N — F-центральный главный фактор группы G. Из G/N ∈ F следует, что G = ZF(G).
Так как F — насыщенная формация, то G ∈ F; противоречие.

Следовательно, N содержится в каждой из подгрупп A1, . . . , At. Тогда N ≤ ZF(Ai) для
любого i. Пусть F — максимальный внутренний локальный экран формации F. Таким образом,
Ai/CAi

(H/K) ∈ F (p) для любого p ∈ π(N) и любого главного фактора H/K группы Ai,
лежащего ниже N . Кроме того, по лемме 2 Ai/CAi

(N) ∈ F (p) для любого p ∈ π(N). Заметим,
что Ai/CAi

(N) ∼= AiCG(N)/CG(N). Следовательно, группа G/CG(N) содержит t нормальных
подгрупп

A1CG(N)/CG(N), . . . , AtCG(N)/CG(N)

с попарно взаимно простыми индексами, принадлежащими F (p). Тогда по [4, теоре-
ма 4.10] G/CG(N) ∈ F (p). Значит, N — F-центральный главный фактор группы G. Итак,
ZF(G) = G ∈ F. Следовательно, G ∈ F по [7, 1, теорема 2.7(b)]; противоречие.

Теперь докажем, что из утверждения (2) теоремы следует утверждение (1). Пусть G со-
держит t нормальных F-подгрупп A1, . . . , At с попарно взаимно простыми индексами. По-
скольку формация F насыщена, Ai = ZF(Ai) для любого i по [7, 1, теорема 2.7(b)]. Тогда
Ai ∩Aj = ZF(Ai) ∩ ZF(Aj) для любых i, j. Таким образом, группа G ∈ F по утверждению (2),
что и требовалось доказать.

3.3. Доказательство теоремы 3

Утверждение теоремы очевидно для пустой формации F = ∅, далее считаем, что F 6= ∅.
Докажем, что из утверждения (1) теоремы следует утверждение (2). Пусть F — слабо R2-

замкнутая насыщенная формация, G = AB, где A и B — нормальные подгруппы группы G
с взаимно простыми индексами такие, что A ∩ B ≤ ZF(A) ∩ ZF(B), и пусть H/K — глав-
ный фактор группы G, лежащий ниже A ∩ B. Так как формация F насыщена, то по теореме
Гашюца — Любедезера — Шмида [14, IV, теорема 4.6] F локальна.

По лемме 2 H/K ⋊ A/CA(H/K) ⋍ A = H/K ⋊ ACG(H/K)/CG(H/K) ∈ F и H/K ⋊
B/CB(H/K) ⋍ B = H/K ⋊BCG(H/K)/CG(H/K) ∈ F. Заметим, что ACG(H/K)/CG(H/K) E
G/CG(H/K). Аналогично BCG(H/K)/CG(H/K) E G/CG(H/K). Отметим, что |G/CG(H/K) :
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ACG(H/K)/CG(H/K)| делит |G : A| и |G/CG(H/K) : BCG(H/K)/CG(H/K)| делит |G : B|.
Пусть G = (H/K)⋊G/CG(H/K).

Из вышеизложенного следует, что G = A · B, где A,B E G и имеют взаимно простые
индексы. В силу слабой R2-замкнутости F, G ∈ F. Следовательно, H/K — F-центральный
главный фактор.

Итак, мы доказали, что любой главный фактор группы G, лежащий ниже A ∩B, является
F-центральным. Значит, A ∩B ≤ ZF(G).

Теперь докажем, что из утверждения (2) теоремы следует утверждение (1). Пусть G =
AB, где A и B — нормальные F-подгруппы группы G взаимно простых индексов. Поскольку
формация F насыщена, A = ZF(A) и B = ZF(B). Значит, A ∩ B ≤ ZF(A) ∩ ZF(B), в этом
случае A ∩ B ≤ ZF(G) по (2). Заметим, что G/(A ∩ B) = A/(A ∩ B) × B/(A ∩ B) ∈ F как
прямое произведение F-групп, т. е. G/(A ∩ B) = ZF(G/(A ∩ B)). Следовательно, G = ZF(G).
Поэтому G ∈ F.

3.4. Доказательство теоремы 4

Если F = ∅, то утверждение очевидно. Далее считаем, что F 6= ∅.
Докажем, что из утверждения (1) теоремы следует утверждение (2). Предположим, что

формация F содержит всякую X-группу G = AB, где A и B — нормальные F-подгруппы
группы G. Пусть X-группа G = AB, где A и B — нормальные подгруппы группы G такие,
что A ∩ B ≤ ZF(A) ∩ ZF(B) и H/K — главный фактор группы G, лежащий ниже A ∩ B.
Тогда по лемме 2 имеем H/K ⋊ A/CA(H/K) ⋍ A = H/K ⋊ ACG(H/K)/CG(H/K) ∈ F и
H/K ⋊ B/CB(H/K) ⋍ B = H/K ⋊ BCG(H/K)/CG(H/K) ∈ F. Так как X — формация, то
по теореме Барнса — Кегеля [14, IV, предложение 1.5] G = H/K ⋊G/CG(H/K) ∈ X. Значит,
X-группа G — произведение нормальных F-подгрупп A и B. По условию (1) G ∈ F. Следова-
тельно, H/K — F-центральный главный фактор G. Поэтому A ∩B ≤ ZF(G).

Теперь докажем, что из утверждения (2) теоремы следует утверждение (1). Пусть X-группа
G = AB, где A и B — нормальные F-подгруппы. Тогда A = ZF(A) и B = ZF(B) в силу
насыщенности формации F. Значит, A ∩ B ≤ ZF(A) ∩ ZF(B). Тогда A ∩ B ≤ ZF(G) по (2).
Заметим, что G/(A ∩B) = A/(A ∩B)×B/(A ∩B) ∈ F как прямое произведение F-групп, т. е.
G/(A ∩B) = ZF(G/(A ∩B)). Следовательно, G = ZF(G). Поэтому G ∈ F.

Авторы благодарят рецензента и редакцию журнала за предоставленные полезные заме-
чания по данной работе.
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