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1. Введение

Экстремальные задачи, связанные с наилучшим полиномиальным приближением аналити-
ческих в единичном круге функций и вычислением точных значений различных n-попе-
речников, изучались, например, в работах К.И.Бабенко, В.М.Тихомирова, Л.В.Тайкова,
М. З.Двейрина, С.Б.Вакарчука и многих других математиков (см., например, [1–3] и при-
веденную там литературу.)

В данной работе доказаны некоторые точные теоремы в более общем пространстве Харди
Hq,ρ (1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ R), в которых величины наилучших полиномиальных прибли-
жений функций, аналитических в круге UR := {z ∈ C : |z| < R}, оцениваются сверху через
K-функционалы r-х производных. Полученный результат позволяет найти точные значения
бернштейновского и колмогоровского n-поперечников в Hq,ρ.

Введем необходимые для дальнейшего следующие понятия и обозначения:

N, Z+, R, C — множества натуральных, целых неотрицательных, вещественных и ком-
плексных чисел;

Uρ := {z ∈ C : |z| < ρ} — открытый круг радиуса ρ (0 < ρ ≤ R) с центром в нуле;

A(Uρ) — множество функций, аналитических в круге Uρ;

Hq,R (1 ≤ q ≤ ∞, R > 0) — пространство Харди, состоящее из функций f ∈ A(UR), для
которых

‖f‖q,R := ‖f‖Hq,R
= lim

ρ→R−0
Mq(f, ρ) < ∞,
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где

Mq(f, ρ) :=















( 1

2π

2π
∫

0

|f(ρeit)|qdt
)1/q

, 1 ≤ q < ∞;

essup
{

|f(ρeit)| : 0 ≤ t < 2π
}

, q = ∞.

Известно [4, c. 279, 280], что величина Mq(f, ρ) не убывает при возрастании ρ ∈ (0, R) и почти
всюду на окружности |z| = R существуют угловые граничные значения f(Reit),

‖f‖q,R =















(

1

2π

2π
∫

0

|f(Reit)|qdt

)1/q

, 1 ≤ q < ∞;

essup
{

|f(Reit)| : 0 ≤ t < 2π
}

, q = ∞.

Для производной r-го порядка функции f ∈ A(UR) имеем

f (r)(z) :=
drf

dzr
=

∞
∑

k=r

αk,rck(f)z
k−r, r ∈ Z+, (f (0) ≡ f),

где αk,r := k(k − 1) . . . (k − r + 1), k > r, k, r ∈ N, αn,0 ≡ 1, αn,1 ≡ n; ck(f) — коэффициенты
ряда Маклорена функции f(z) =

∑∞
k=0 ck(f)z

k.

Положим Hq,R :=
{

f ∈ A(UR) : ‖f(·)‖q,R := ‖f(R·)‖q < ∞
}

, и для r ∈ Z+

H
(r)
q,R :=

{

f ∈ A(UR) : f
(r) ∈ Hq,R

}

.

Равенством En−1(f)q,ρ := inf
{

‖f−pn−1‖q,ρ : pn−1 ∈ Pn−1

}

определим наилучшее приближение

функции f ∈ Hq,ρ подпространством Pn−1 полиномов pn−1(z) =
∑n−1

k=0 akz
k, ak ∈ C, степени

не выше n− 1.

Теорема 1. Для любых чисел n ∈ N, r ∈ Z+, n > r, 0 < ρ ≤ R, 1 ≤ q ≤ ∞ справедливо

неравенство

En−1(f)q,ρ ≤ Rr
( ρ

R

)n 1

αn,r
En−r−1(f

(r))q,R, (1.1)

и знак равенства в (1.1) достигается для функции f0(z) = azn, a ∈ C.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1 буквально повторяет схему доказательства аналогич-
ного утверждения из работы первого автора [3, c. 285], доказанного в случае ρ = R = 1.

Теорема 2. Для произвольного полинома pn ∈ Pn при любых n ∈ N, r ∈ Z+, n > r,
0 < ρ ≤ R, 1 ≤ q ≤ ∞ справедливо неравенство

‖p(r)n ‖q,ρ ≤
1

ρr

( ρ

R

)n
‖pn‖q,R, (1.2)

которое обращается в равенство для полинома qn(z) = bzn, b ∈ C.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Непосредственной проверкой легко убедиться, что для
произвольного полинома pn ∈ Pn справедливо равенство

p(r)n (ρeit) =
ρn−rei(n−r)t

2πRn

2π
∫

0

e−inθpn(Reiθ)Fn,r(ρ/R, θ − t)dθ, (1.3)

где

Fn,r(ρ/R, τ) = αn,r + 2

(

R

ρ

)n n−1
∑

k=r

αk,r

( ρ

R

)k
cos(n− k)τ. (1.4)
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Дважды применяя преобразование Абеля к сумме в правой части функции (1.4), убедимся,
что Fn,r(ρ/R, τ) при всех ρ ∈ (0, R] и τ ∈ [0, 2π] является неотрицательной и интегрируемой
по t на отрезке [0, 2π] функцией, причем

1

2π

2π
∫

0

Fn,r(ρ/R, τ)dτ = αn,r. (1.5)

Оценивая по абсолютной величине равенство (1.3) и применяя специальный случай неравен-
ства Юнга для свертки двух функций (см., например, [5, с. 253]), с учетом (1.5) получаем

∣

∣p(r)n (ρeit)
∣

∣ ≤
ρn−r

Rn

1

2π

2π
∫

0

|pn(Reiθ)| |Fn,r(ρ/R, θ − t)|dθ

≤
1

ρr

( ρ

R

)n
(

1

2π

2π
∫

0

|pn(Reiθ)|qdθ

)1/q(

1

2π

2π
∫

0

|Fn,r(ρ/R, θ)|dθ

)

≤
1

ρr

( ρ

R

)n
αn,r ‖pn‖q,R.

Отсюда при любых 1 ≤ q ≤ ∞ имеем

∣

∣p(r)n (ρeit)
∣

∣

q
≤

(

1

ρr

( ρ

R

)n
)q

αq
n,r ‖pn‖

q
q,R.

Интегрируя обе части полученного неравенства по t в промежутке [0, 2π] и возведя в сте-
пень 1/q, получаем требуемое неравенство (1.2).

Теорема 2 доказана.

2. K-функционал и его применение

В теории аппроксимации функций, как правило, рассматривают задачу замены произволь-
ной функции f некоторой достаточно гладкой функцией g. Одна из наиболее эффективный
реализаций этой идеи основана на методе K-функционала Петре в теории интерполяционных
пространств [6]. В последнее время K-функционалы нашли широкое применение при решении
экстремальных задач теории приближения функций (см., например, [7–9]). В рассматриваемом

нами случае K-функционал Петре построим по двум пространствам Hq,R и H
(m)
q,R , положив

Km(f, tm)q,R := K(f ; tm,Hq,R,H
(m)
q,R ) = inf

{

‖f − g‖q,R + tm‖g(m)‖q,R : g ∈ H
(m)
q,R

}

. (2.1)

Имеет место следующая

Теорема 3. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, n > r ≥ m, 0 < ρ ≤ R, R ≥ 1, 1 ≤ q ≤ ∞. Тогда

имеет место равенство

sup
f∈H

(r)
q,R

(Rn−r/ρn)αn,r En−1(f)q,ρ

Km(f (r), α−1
n,m)q,R

= 1. (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из неравенства (1.1) получаем

En−1(f)q,ρ ≤ Rr
( ρ

R

)n 1

αn,r
En−r−1(f

(r))q,R ≤ Rr
( ρ

R

)n 1

αn,r
‖f (r) − Sn−1(g)‖q,R, (2.3)

где Sn−1(g) =
∑n−1

k=0 ck(g)z
k — частная сумма (n − 1)-го порядка ряда Маклорена функ-

ции g ∈ H
(m)
q,R .
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В работе [10] доказано, что для произвольной функции g ∈ H
(m)
q,R имеет место неравенство

‖g − Sn−1(g)‖q,R ≤
1

αn,m
‖g(m)‖q,R. (2.4)

Применяя неравенство треугольника к правой части соотношения (2.3) и используя резуль-
тат (2.4), получаем

En−1(f)q,ρ ≤ Rr
( ρ

R

)n 1

αn,r

{

‖f (r) − g‖q,R + ‖g − Sn−1(g)‖q,R
}

≤ Rr
( ρ

R

)n 1

αn,r

{

‖f (r) − g‖q,R +
1

αn,m
‖g(m)‖q,R

}

. (2.5)

Очевидно, что левая часть неравенства (2.5) не зависит от функции g ∈ H
(m)
q,R , выбор которой

ничем не ограничивался, а потому, переходя в правой части (2.5) к нижней грани по всем

функциям g ∈ H
(m)
q,R и используя определение K-функционала (2.1), имеем

En−1(f)q,ρ ≤ Rr
( ρ

R

)n 1

αn,r
Km

(

f (r),
1

αn,m

)

q,R
. (2.6)

Последнее неравенство верно для любой функции f ∈ H
(r)
q,R, а потому из него вытекает оценка

сверху величины, стоящей в левой части (2.2):

sup
f∈H

(r)
q,R

(Rn−r/ρn)αn,r En−1(f)q,ρ

Km(f (r), α−1
n,m)q,R

≤ 1. (2.7)

Для получения аналогичной оценки снизу указанной величины в формуле (2.5) полагаем f :=

pn ∈ Pn, g = 0, причем функцию g = 0 можно рассматривать как элемент H
(m)
q,R . Тогда из (2.5)

выводим оценку сверху
Km(pn; t

m)q,R ≤ ‖pn‖q,R.

Очевидно, что и в случае g := pn функция g также принадлежит множеству H
(m)
q,R . Тогда из

формулы (2.1) имеем
Km(pn; t

m)q,R ≤ tm ‖p(m)
n ‖q,R.

Из двух последних неравенств получаем оценку сверху K-функционала произвольного эле-
мента pn ∈ Pn:

Km(pn; t
m)q,R ≤ min

{

‖pn‖q,R, t
m‖p(m)

n ‖q,R
}

. (2.8)

Рассмотрим функцию f1(z) = zn (n ≥ r + m). Поскольку f
(r+m)
1 (z) = αn,r+mzn−(r+m) и

αn,r+m := n(n−1) . . . (n−m+1) ·(n−m)(n−m−1) . . . [n−(r+m)+1] = αn,m αn−m,r ≤ αn,m αn,r,
то в силу неравенств (2.8) и (1.2) имеем

Km

(

f
(r)
1 ;

1

αn,m

)

q,R

≤
1

αn,m

∥

∥f
(r+m)
1

∥

∥

q,R
=

1

αn,m
αn,r+m ‖zn−(r+m)‖q,R

=
1

αn,m
αn,m αn−m,r R

n−(r+m) ≤ αn,r R
n−r. (2.9)

Используя (2.9) и равенство En−1(f1)q,ρ = ρn, получаем оценку снизу

sup
f∈H

(r)
q,R

(Rn−r/ρn)αn,r En−1(f)q,ρ

Km(f (r);α−1
n,m)q,R

≥
(Rn−r/ρn)αn,r En−1(f1)q,ρ

Km(f
(r)
1 ;α−1

n,m)q,R
≥

(Rn−r/ρn)αn,r ρ
n

Rn−r αn,r
= 1. (2.10)

Так как f1 ∈ H
(r)
q,R и f1 /∈ Pr, то на основании неравенств (2.7) и (2.10) получаем требуемое

равенство (2.2).
Теорема 3 доказана.
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3. Точные значения бернштейновского и колмогоровского n-поперечников

класса W
(r)
q,R(Km,Φ) в пространстве Hq,ρ

Пусть S — единичный шар в пространстве Hq,ρ, Ln ⊂ Hq,ρ — n-мерное подпространство,
M — выпуклое центрально-симметричное подмножество из Hq,ρ. Величины

bn(M,Hq,ρ) := sup{sup{ε > 0; εS ∩ Ln+1 ⊂ M} : Ln+1 ⊂ Hq,ρ},

dn(M,Hq,ρ) := inf{sup{inf{‖f − ϕ‖q,ρ : ϕ ∈ Ln} : f ∈ Hq,ρ}}

называют соответственно бернштейновскими и колмогоровскими n-поперечниками подмноже-
ства M в пространстве Hq,ρ. Между этими n-поперечниками выполняется соотношение (см.,
например, [5; 11]):

bn(M,Hq,ρ) ≤ dn(M,Hq,ρ). (3.1)

Всюду далее для M ⊂ Hq,ρ полагаем

En−1(M)q,ρ = sup{En−1(f)q,ρ; f ∈ M}.

Следуя [12, с. 25], неубывающую на [0,∞) функцию Φ назовем мажорантой, если Φ(t)/t не воз-
растает на R+, Φ(0) = 0 и Φ(t) → 0 при t → 0.

Через W
(r)
q,R(Km,Φ) (r ∈ Z+, m ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, R ≥ 1) обозначим класс функций f ∈ H

(r)
q,R,

у которых r-ые производные f (r) удовлетворяют ограничению

Km(f (r), tm)q,R ≤ Φ(tm) для любого t ∈ (0, 1].

Справедлива следующая

Теорема 4. Пусть Φ — мажоранта, определяющая класс функций W
(r)
q,R(Km,Φ), где r ∈

Z+, m ∈ N, 1 ≤ q ≤ ∞, 0 < ρ ≤ R, R ≥ 1. Тогда для произвольного n ∈ N такого, что

n ≥ r +m, справедливы равенства

bn(W
(r)
q,R(Km,Φ),Hq,ρ) = dn(W

(r)
q,R(Km,Φ),Hq,ρ)

= En−1(W
(r)
q,R(Km,Φ))q,ρ = Rr

( ρ

R

)n 1

αn,r
Φ
( 1

αn,m

)

. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пользуясь неравенством (2.6), определением класса

W
(r)
q,R(Km,Φ), а также соотношением (3.1) запишем оценку сверху

bn(W
(r)
q,R(Km,Φ),Hq,ρ) ≤ dn(W

(r)
q,R(Km,Φ),Hq,ρ)

≤ En−1(W
(r)
q,R(Km,Φ))q,ρ ≤ Rr

( ρ

R

)n 1

αn,r
Φ
( 1

αn,m

)

. (3.3)

Чтобы получить аналогичную оценку снизу, в силу (3.1) достаточно оценить снизу бернштей-

новский n-поперечник класса W
(r)
q,R(Km,Φ) в пространстве Hq,ρ. С этой целью во множе-

стве Pn ∩Hq,ρ рассмотрим шар

Sn+1 :=
{

pn ∈ Pn : ‖pn‖q,ρ ≤ Rr
( ρ

R

)n 1

αn,r
Φ
( 1

αn,m

)}

и докажем включение Sn+1 ⊂ W
(r)
q,R(Km,Φ). Заметим, что из результата теоремы 2 следует, что

если n ≥ r + m, то для любого полинома pn ∈ Pn при любом 0 < ρ ≤ R, R ≥ 1 выполняется
неравенство

‖p(r+m)‖q,ρ ≤ ρn−(r+m)R−nαn,r+m ‖pn ‖q,ρ,
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и, в частности, при ρ = R

‖p(r+m)
n ‖q,R ≤ R−(r+m) αn,r+m ‖pn‖q,R. (3.4)

Пользуясь тем, что αn,r+m = αn,r αn−r,m, неравенство (3.4) запишем в нужном нам виде:

‖p(r+m)
n ‖q,R ≤ R−(r+m)αn,r αn−r,m ‖pn‖q,R. (3.5)

В силу определения мажоранты Φ при любых 0 < u1 ≤ u2 ≤ 1 выполняется соотношение

u2Φ(u1) ≥ u1Φ(u2). (3.6)

Пользуясь неравенствами (3.5) и (3.6), покажем справедливость включения Sn+1 ⊂

W
(r)
q,R(Km,Φ). Для этого требуется доказать, что для любого pn ∈ Sn+1 при любом t ∈ (0, 1]

выполняется неравенство
Km(p(r)n , tm)q,R ≤ Φ(tm). (3.7)

Пусть сначала 0 < t ≤ (1/αn,m). Тогда, используя неравенства (2.8) и (3.5), для любого
pn ∈ Sn+1 получаем

Km(p(r)n , tm)q,R ≤ tm ‖p(r+m)
n ‖q,R ≤ tmR−(r+m) αn,r αn−r,m ‖pn‖q,R

≤ tmR−(r+m) αn,r αn−r,mRr 1

αn,r
Φ
( 1

αn,m

)

= tmR−m αn−r,mΦ
( 1

αn,m

)

≤ tm αn,mΦ
( 1

αn,m

)

≤ Φ(tm). (3.8)

Пусть теперь (1/αn,m) ≤ t ≤ 1. В этом случае, используя (2.8), неравенство типа Бернштейна

‖p(r)n ‖q,R ≤ R−rαn,r‖pn‖q,R (1 ≤ q ≤ ∞, R ≥ 1)

и учитывая, что функция Φ является неубывающей для произвольной pn ∈ Sn+1, запишем

Km(p(r)n , tm)q,R ≤ ‖p(r)n ‖q,R ≤ R−r αn,r ‖pn‖q,R

≤ R−r αn,r R
r 1

αn,r
Φ
( 1

αn,m

)

= Φ
( 1

αn,m

)

≤ Φ(tm). (3.9)

Требуемое неравенство (3.7) следует из (3.8) и (3.9), и таким образом включение Sn+1 ⊂

W
(r)
q,R(Km,Φ) установлено. Пользуясь определением бернштейновского n-поперечника, запи-

шем оценку снизу

bn(W
(r)
q,R(Km,Φ),Hq,ρ) ≥ bn(Sn+1,Hq,ρ) ≥ Rr

( ρ

R

)n 1

αn,r
Φ
( 1

αn,m

)

. (3.10)

Равенство (3.2) получаем из сопоставления неравенств (3.3) и (3.10), чем и завершаем доказа-
тельство теоремы 4.
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