
ТРУДЫ ИНСТИТУТА МАТЕМАТИКИ И МЕХАНИКИ УрО РАН

Том 30 № 4 2024

УДК 517.982.256

СТРОГИЕ СОЛНЦА, СОСТАВЛЕННЫЕ ИЗ ПЛОСКОСТЕЙ1

А. Р. Алимов

Множество M называется строгим солнцем, если для каждой точки x /∈ M множество ближайших то-
чек PMx из M для x непусто и любая точка y ∈ PMx является ближайшей точкой из M для любой точки z
из луча с началом в y и проходящего через x. Строгие солнца иногда называют множествами Колмогоро-
ва, поскольку для них выполнен критерий Колмогорова элемента наилучшего приближения. Исследуются
структурные свойства строгих солнц, составленных из конечного числа плоскостей (аффинных подпро-
странств, возможно, вырожденных в точки). Мы всегда будем предполагать, что объединение плоскостей
M :=

⋃
Li является неприводимым, т. е. никакая плоскость из объединения

⋃
Li не содержит другую.

Устанавливается, что если M :=
⋃

N

i=1
Li — строгое солнце в нормированном пространстве, являющееся

конечным неприводимым объединением плоскостей, то M состоит из одной плоскости. Показывается, что
условие строгой солнечности нельзя заменить на условие солнечности. В пространстве ℓ∞n доказывает-

ся более сильный локальный аналог этого свойства. Именно, показывается, что если M :=
⋃

N

i=1
Li —

неприводимое конечное объединение плоскостей в ℓ∞n , Π — брус (пересечение экстремальных гиперпо-
лос), M ∩ Π 6= ∅, то множество M ′ := M ∩ Π является строгим солнцем в пространстве ℓ∞n , если и
только если M ′ выпукло, т. е. M ′ — пересечение некоторой плоскости Li с брусом Π. Как следствие, если
M :=

⋃
N

i=1
Li — локальное строгое солнце в пространстве ℓ∞n , то M состоит из одной плоскости. Анало-

гичные утверждения получены для множеств M :=
⋃

N

i=1
Li с непрерывной метрической проекцией в ℓ∞n .

Полученные результаты продолжают и развивают исследования о приближении чебышёвскими множе-
ствами, составленными из объединения плоскостей, начатые автором статьи и И.Г. Царьковым, в линей-
ных нормированных и несимметрично нормированных пространствах, а также результаты И. Г.Царькова
о множествах с кусочно-непрерывной метрической проекцией.

Ключевые слова: наилучшее приближение; объединение плоскостей, солнце, строгое солнце, дискрети-
зация.

A. R.Alimov. Strict suns composed of planes.

A set M is a strict sun if, for each x /∈ M , the set PMx of best approximants from M for x is nonempty and
each point y ∈ PMx is a nearest point from M for each point z from the ray emanating from y and passing
through x. Strict suns are sometimes called Kolmogorov sets, because they satisfy the Kolmogorov criterion for
best approximation. We study structural properties of strict suns composed of a finite number of planes (affine
spaces, which may possibly degenerate to points). We always assume that the union of planes M :=

⋃
Li is

irreducible, i.e., no plane in this union contains another plane from the union. We show that if an irreducible
finite union of planes M :=

⋃
N

i=1
Li is a strict sun in a normed space, then M consists of a single plane. In this

result, the strict sun cannot be replaced by a sun. A stronger local analog of this result is proved in the space ℓ∞n .

Namely, we show that if M :=
⋃

N

i=1
Li is an irreducible union of planes in ℓ∞n , Π is a bar (intersection of extreme

hyperplanes), and M ∩ Π 6= ∅, then M ′ := M ∩ Π is a strict sun in ℓ∞n if and only if M ′ is convex, i.e., M ′ is

the intersection of some plane Li with the bar Π. As a corollary, if M :=
⋃

N

i=1
Li is a local strict sun in ℓ∞n ,

then M consists of a single plane. Similar results are also established for sets M :=
⋃

N

i=1
Li with continuous

metric projection in ℓ∞n . The present paper continues and develops the previous studies on approximation by
Chebyshev sets composed of planes began by the author of the article and I.G. Tsar’kov in linear normed
and asymmetrically normed spaces and the results of I.G. Tsar’kov on sets with piecewise continuous metric
projection.
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1. Введение

В работе исследуются свойства строгих солнц (множеств Колмогорова), представляющих
собой конечное объединение плоскостей, т. е. аффинных подпространств, возможно, вырож-

1Работа выполнена в МГУ имени М. В. Ломоносова за счет гранта Российского научного фонда
(проект №22-11-00129).
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денных в точки. Ниже мы всегда будем предполагать, что объединение плоскостей M :=
⋃

i∈A Li является неприводимым, т. е. никакая плоскость из объединения
⋃

i∈A Li не содержит
другую. В настоящее время множества, состоящие плоскостей, активно изучаются и имеют ряд
приложений, например, в задачах восстановления сигналов (про которые, к примеру, известно,
что они лежат на некотором объединении подпространств), задачах представления сигналов
через разреженный набор базовых сигналов (модель “объединения подпространств”), а также
в задачах математической экономики и связанных с ней задачах минимизации рангов и зада-
чи минимизации ℓ0-нормы (см., например, [1]). Задачи приближения объединением плоскостей
также связаны с приближением ридж-функциями:

RN :=
{

N
∑

k=1

fk((ak, x) + ck)
∣

∣

∣
x ∈ R

n, ak ∈ A ⊂ R
n, ck ∈ C ⊂ R

n
}

,

где A и C — не более чем счетные множества (см. [2]), а также с классическими вариантами
задачи n-членного приближения (см., например, [3]).

Настоящая работа продолжает и развивает исследования о приближении чебышёвскими
множествами, составленными из объединения плоскостей, начатые автором и И.Г.Царьковым
(см., например, [4]), в случае как линейных нормированных, так и несимметрично нормиро-
ванных пространств. Было показано (см., например, [4]), в частности, что

1) никакое конечное неприводимое объединение плоскостей не является чебышёвским мно-
жеством и

2) в рефлексивных CLUR-пространствах2 никакое не более чем счетное неприводимое объ-
единение плоскостей не является чебышёвским множеством.

Также в работах А.Р.Алимова и И. Г.Царькова были получены обобщения этих результа-
тов на несимметричный случай. Отметим также ряд результатов И. Г.Царькова (см. [5, § 3])
о строении чебышёвских множеств, представляющие собой не более, чем счетное объединение
аппроксимативно компактных множеств.

В настоящей работе исследуются структурные свойства строгих солнц, составленных из
конечного числа плоскостей. Ряд результатов об аппроксимативно-геометрических свойствах
таких множеств получен в конечномерном пространстве ℓ∞n (пространстве функций на n-
точечном компакте с равномерной нормой). Выбор такого пространства обусловлен его важ-
ной ролью при исследовании различных вопросов геометрической теории приближений в про-
странствах типа C(Q) и в общих нормированных и несимметрично нормированных простран-
ствах. Например, часто важные свойства типа монотонной линейной связности удается уста-
новить путем специальной дискретизации задачи, при которой она сводится из исходного (аб-
страктного) пространства к случаю пространства ℓ∞n . Также стоит упомянуть, что впервые
ряд нетривиальных аппроксимативно-геометрических свойств солнц, строгих солнц и чебы-
шёвских множеств был установлен именно в пространстве ℓ∞n (Х. Беренс и Л. Хетцельт [6],
А. Р.Алимов [7]).

Работа устроена следующим образом. Основные определения даются в разд. 2. В разд. 3
устанавливается результат о тривиальности конечного неприводимого объединения плоско-
стей, являющегося строгим (прото)солнцем (теоремы 1 и 2). В теореме 3 доказывается более
сильный локальный аналог этого свойства в пространстве ℓ∞n . Именно, показывается, что на
локальном уровне конечное неприводимое объединение плоскостей в пространстве ℓ∞n или вы-
пукло, или не является строгим солнцем, т. е. непустое пересечение произвольного бруса (пере-
сечения экстремальных гиперполос) с таким множеством или выпукло (т. е. представляет собой

2В нормированном случае класс CLUR-пространств (от англ. “compactly locally uniformly rotund”)
определяется следующим образом: X ∈ (CLUR), если из соотношений x ∈ S, yn ∈ S, ‖x + yn‖/2 → 1
следует, что (yn) имеет сходящуюся подпоследовательность (здесь S — единичная сфера). Класс
(CLUR) включает в себя локально равномерно выпуклые нормированные пространства и, следова-
тельно, равномерно выпуклые пространства.
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“кусок” плоскости), или не является строгим солнцем. Как следствие, если M :=
⋃N

i=1 Li —
локальное строгое солнце в пространстве ℓ∞n , то M состоит из одной плоскости. Аналогичные
утверждения получены для множеств M :=

⋃N
i=1 Li с непрерывной метрической проекцией

в ℓ∞n (теорема 4 и следствие 2).

2. Основные определения

Для прикладных задач, в которых ищется наилучшее или почти наилучшее приближение,
часто бывает необходимо использовать характеризационные свойства элементов наилучше-
го приближения. Геометрическая теория приближения с этой целью рассматривает понятия
солнца, строгого солнца, строгого протосолнца, в определении которых лежит геометрическая
переформулировка известного критерия Колмогорова — элемента наилучшего приближения.

Величиной наилучшего приближения (расстоянием) от заданной точки x линейного нор-
мированного пространства X до заданного непустого множества M ⊂ X называется вели-
чина ρ(x,M) := infy∈M ‖x − y‖. Множество всех ближайших точек (элементов наилучшего
приближения) из множества M для заданного x ∈ X обозначается PMx. Иными словами,
PMx :=

{

y ∈ M | ρ(x,M) = ‖x − y‖
}

. Оператор PM : X → 2X называется оператором

метрической проекции на множество M (или кратко, метрической проекцией).

Далее: B(x, r) — замкнутый шар с центром x и радиусом r; B̊(x, r) — открытый шар
с центром x и радиусом r; S(x, r) — сфера с центром x и радиусом r.

Для подмножества ∅ 6= M ⊂ X точка x ∈ X \ M называется точкой солнечности, если
существует точка y ∈ PMx 6= ∅ (называемая точкой светимости) такая, что

y ∈ PM

(

(1− λ)y + λx
)

для всех λ > 0 (2.1)

(иными словами, из точки y исходит “солнечный луч”, проходящий через x, для каждой точки
которого y является ближайшей во множестве M).

Точка x ∈ X \M называется точкой строгой солнечности, если PMx 6= ∅ и условие (2.1)
выполнено для любой точки y ∈ PMx. Множество M ⊂ X называется солнцем (соответственно
строгим солнцем), если каждая точка x ∈ X \M является точкой солнечности (соответствен-
но точкой строгой солнечности) для M .

Множество M ⊂ X называется строгим протосолнцем, если каждая точка x ∈ X \ M
является точкой строгой протосолнечности, что означает по определению, что для x /∈ M
условие (2.1) выполнено для любой точки y ∈ PMx (при этом в отличие от точки строгой
солнечности точка y, ближайшая к x, не обязана существовать).

Множество B-связно, если его пересечение c любым замкнутым шаром связно. Множе-
ство M называется множеством существования, если PM 6= ∅ для любого x ∈ X.

Отображение F : X → 2Y называется полунепрерывным снизу в точке x0, если для
любой окрестности O(y) любой точки y ∈ F (x0) найдется окрестность O(x0) такая, что
F (x) ∩O(y) 6= ∅ ∀x ∈ O(x0). Как обычно, F полунепрерывно снизу, если оно полунепрерывно
снизу в любой точке x0 ∈ X.

Впервые соотношения между непрерывностью (в каком-нибудь смысле) метрической про-
екции на множество и его аппроксимативными свойствами начали изучать Н.В.Ефимов и
С.Б.Стечкин в 1960 гг. Немногим позже Л.П.Власов (см. [8]) показал, что в линейном нор-
мированном пространстве множество существования с полунепрерывной снизу метрической
проекцией является δ-солнцем (почти выпуклым множеством).

Строгие солнца и замкнутые множества с полунепрерывной снизу метрической проекци-
ей обладают рядом общих свойств. Например, для каждого множества M , принадлежащего
любому из этих классов множеств, выполняется включение

convPMx ⊂ S(x, ρ(x,M)) для любого x ∈ X (2.2)
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(см. теоремы 3.11, 3.12 из [9]), т. е. выпуклая оболочка conv( · ) множества ближайших то-
чек PMx любой точки x /∈ M содержится в собственной грани соответствующей сферы.
Для солнц, не являющихся строгими солнцами, включение (2.2) может нарушаться даже
в двумерном случае. По поводу дальнейших результатов о соотношении между различными
классами солнц и множествами с полунепрерывной снизу метрической проекцией см. работы
Н.В.Невесенко [10], И. Г.Царькова [11–14], а также [15;16]. Из недавних работ укажем [17;18].

3. Результаты

Начнем со следующего простого результата.

Теорема 1. Пусть M :=
⋃

i∈N Li — B-связное строгое протосолнце в линейном норми-

рованном пространстве X, являющееся неприводимым объединением конечного числа плос-

костей. Тогда никакая плоскость Li не является множеством существования.

З а м е ч а н и е 1. Утверждение теоремы 1 также верно для конечного объединения
необязательно замкнутых плоскостей в рефлексивном пространстве.

Как следствие из теоремы 1 мы получаем следующий результат, показывающий, что в
конечномерном пространстве неприводимое объединение плоскостей не может быть строгим
солнцем.

Теорема 2. Пусть M :=
⋃N

i=1 Li — строгое солнце в конечномерном линейном норми-

рованном пространстве, являющееся конечным объединением плоскостей. Тогда M состоит

из одной плоскости.

Ниже (теорема 3) мы получим также и локальный вариант этого результата (правда, толь-
ко для пространства ℓ∞n ).

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Предположим, рассуждая от противного, что неко-
торая плоскость Ln0

из объединения
⋃N

i=1 Li является плоскостью существования. Пусть
v ∈ M \ Ln0

(такая точка существует, поскольку M — неприводимое объединение плоско-
стей). Пусть u — ближайшая точка из плоскости Ln0

для точки v. Положим r := ‖u − v‖. По
условию множество M B-связно и v ∈ M , поэтому B̊(v, r) ∩ (M \ Ln0

) 6= ∅. Так как M явля-
ется конечным набором плоскостей, найдется точка s ∈ Ln0

, s /∈ Lm при m 6= n0, ‖s − u‖ < r,
близкая к точке u и такая, что s /∈ M \ Ln0

и

B̊(w, r) ∩ (M \ Ln0
) 6= ∅, где w := v + s− u. (3.1)

Определим
α0 := inf{α | B̊(wα, αr) ∩ (M \ Ln0

) 6= ∅}, (3.2)

где wα := αw + (1 − α)s. Из (3.1) имеем α0 < 1, при этом α0 > 0 в силу того, что s /∈ Lm

при m 6= n0 и объединение
⋃

Li конечно. Пусть x0 := wα0
, r0 := α0r. Согласно (3.2)

B̊(x0, r0) ∩M = ∅. Поэтому w — точка светимости из M для точки x0. Однако это противоре-
чит (3.2) в силу классического критерия Колмогорова ближайшего элемента (см., например,
[8, § 3.2]).

Полученное противоречие доказывает теорему 1.

З а м е ч а н и е 2. Пример строгого протосолнца, являющегося неприводимым объедине-
нием двух плоскостей, можно построить в любом нерефлексивном пространстве — достаточно
взять две параллельные гиперплоскости, являющиеся линиями уровня функционала, не дости-
гающего своей нормы. Каждая из таких плоскостей антипроксиминальна. Построенное таким
образом строгое протосолнце, очевидно, не B-связно.
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З а м е ч а н и е 3. Для солнц утверждение теоремы 1 не имеет места — на двумерной
плоскости ℓ∞2 координатный крест (объединение двух координатных прямых) является солн-
цем (но, конечно, не строгим солнцем). Аналогичный пример можно построить в любом про-
странстве ℓ∞n , n > 2.

З а м е ч а н и е 4. Известно (см., например, теорему 3 в [15]), что в пространстве ℓ∞n за-
мкнутое множество с полунепрерывной снизу метрической проекцией является строгим солн-
цем. Поэтому условия теоремы 1 выполнены, в частности, если метрическая проекция на мно-
жество M :=

⋃N
i=1 Li полунепрерывна снизу.

Таким образом, имеет место следующий результат.

Следствие 1. Пусть M :=
⋃N

i=1 Li — замкнутое множество с полунепрерывной снизу

метрической проекцией в пространстве ℓ∞n , являющееся конечным объединением плоскостей.

Тогда M состоит из одной плоскости.

З а м е ч а н и е 5. В случае, когда хотя бы одно из множеств Li является точкой, утвер-
ждение теоремы 1 может быть усилено следующим образом: солнце не может иметь изоли-
рованную компоненту связности, являющуюся точкой. Этот несложный результат (верный
в произвольном линейном нормированном пространстве) хорошо известен в геометрической
теории приближений.

Для x, y ∈ ℓ∞n положим

m(x, y) := {z ∈ ℓ∞n | z(i) ∈ [x(i), y(i)], i = 1, . . . , n}.

Замкнутый брус (или просто брус) — пересечение экстремальных гиперполос вида {x ∈ ℓ∞n |
b(i) 6 x(i) 6 a(i), i = 1, . . . , n}, где величины a(i), b(i) ∈ R фиксированы. Эквивалентно, замкну-
тое множество Π ⊂ ℓ∞n является брусом, если и только если m(x, y) ⊂ Π при любых x, y ∈ Π.
Частным случаем бруса является замкнутый шар в ℓ∞n .

З а м е ч а н и е 6. Ниже рассматриваются пересечения строгих солнц с брусами — в этой
задаче брусы составляют наиболее естественный класс выпуклых множеств, для которых име-
ет смысл задача сохранения солнечности при пересечении с такими множествами. Хорошо
известно, что если V — множество, не являющееся брусом, то найдется солнце (скажем, в
пространстве ℓ∞n ), пересечение которого с таким множеством не является солнцем.

Следующий результат, являющийся локальным аналогом теоремы 1, интересно сравнить с
хорошо известным результатом: чебышёвское множество M в ℓ∞n является чебышёвским мно-
жеством во всем (см., например, теорему 7.16 из [8]), т. е. если Π — брус в ℓ∞n , Π ∩M 6= ∅, то
любая точка из Π имеет единственную ближайшую из M . В теореме 3 для случая неприводи-
мого объединения плоскостей утверждается в некотором смысле обратный результат: конечное
неприводимое объединение плоскостей “никогда (локально) не является невыпуклым строгим
солнцем”.

Теорема 3. Пусть M :=
⋃N

i=1 Li — неприводимое объединение плоскостей в ℓ∞n и пусть

Π — брус, M ∩ Π 6= ∅. Тогда M ′ := M ∩ Π — строгое солнце в пространстве ℓ∞n , если и

только если M ′ выпукло, т. е. M ′ — пересечение некоторой плоскости Li с брусом Π.

Как следствие, если M :=
⋃N

i=1 Li — локальное строгое солнце в пространстве ℓ∞n , то M
состоит из одной плоскости.

(В теореме 3 множество M называется локальным строгим солнцем, если для любой точки
x ∈ M найдется число r > 0 такое, что пересечение множества M с шаром B(x, r) является
строгим солнцем.)
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Теорема 4. Пусть M :=
⋃N

i=1 Li — неприводимое объединение плоскостей в ℓ∞n и пусть

Π — брус, M ∩Π 6= ∅. Тогда M ′ = M ∩Π имеет полунепрерывную снизу метрическую проек-

цию в пространстве ℓ∞n , если и только если M ′ выпукло, т. е. M ′ — пересечение некоторой

плоскости Li с брусом Π.

Как следствие, если M :=
⋃N

i=1 Li имеет локально полунепрерывную снизу метрическую

проекцию в пространстве ℓ∞n , то M состоит из одной плоскости.

Результат теоремы 4 вытекает из теоремы 3, поскольку в конечномерном полиэдральном
пространстве (симметрично или несимметрично нормированном) множество с полунепрерыв-
ной снизу метрической проекцией является строгим солнцем (см. теорему 3 из [14]).

З а м е ч а н и е 7. 1) Как и выше, утверждение теоремы 3 перестает быть верным при
замене строгой солнечности на солнечность.

2) На двумерной плоскости ℓ∞2 легко построить невыпуклое строгое солнце, являющееся
объединением двух отрезков с общей концевой точкой. Соответственное утверждение теоре-
мы 3 также перестает быть верным при замене плоскостей на более общие выпуклые множе-
ства.

Напомним, что подпространство H ⊂ ℓ∞n называется координатным, если оно параллельно
некоторой собственной грани единичного шара V той же размерности, что и H.

В [7] показано, что пересечение строгого солнца из ℓ∞n с координатным подпространством H
всегда является солнцем в H и за исключением конечного числа случаев является строгим
солнцем. А именно, имеет место следующий результат.

Лемма A [7, лемма A]. Если N — строгое солнце в ℓ∞n и H — координатное подпростран-

ство размерности k = 1, . . . , n − 1, то для непустого пересечения N ∩H возможны два ва-

рианта: или N ∩H — строгое солнце в H, или N ∩H — солнце, но не строгое солнце в H,

в последнем случае найдется опорный конус K := K̊(ξ, ζ) ⊂ ℓ∞n линейной размерности3 > k
такой, что H ⊂ bdK и intK ∩N = ∅, при этом N 6⊂ H.

Не ограничивая общности, мы можем считать, что множество M ′ не лежит ни в каком
координатном подпространстве размерности < n (см., например, теорему 7.21 в [8]).

Нам потребуется следующий результат.

Лемма 1. Пусть M :=
⋃N

i=1 Li — неприводимое объединение плоскостей в ℓ∞n , Π — брус,

и пусть M ′ := Π ∩M 6= ∅ — строгое солнце. Тогда непустое сечение множества M ′ произ-

вольной координатной плоскостью H является строгим солнцем (в H и в ℓ∞n ).

Следствие 2. Пусть M :=
⋃N

i=1 Li — неприводимое объединение плоскостей в ℓ∞n , Π —

брус, и пусть M ′′ = M ∩ Π 6= ∅ — строгое солнце в ℓ∞n . Тогда метрическая проекция на M ′

непрерывна (в аффинной оболочке бруса Π и в ℓ∞n ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Утверждение следствия 2 вытекает из теоремы 2 в [7] с учетом
леммы 1.

З а м е ч а н и е 8. Аналоги леммы 1 и следствия 2 для произвольных солнц в ℓ∞n , n > 3,
неверны (см., например, замечание 7 в [7]).

3Под линейной размерностью выпуклого множества C ⊂ ℓ∞
n

понимается размерность максималь-
ного аффинного подпространства, содержащегося в C. Для опорного конуса K̊(x, y) в ℓ∞

n
такое мак-

симальное подпространство всегда можно выбрать координатным.
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Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 1. Пусть сначала Π — непустой телесный брус. Не огра-
ничивая общности, мы можем считать, что множество M ′ имеет непустое пересечение с внут-
ренностью intΠ бруса Π (см., например, теорему 7.21 из [8]). По лемме A,

если M ′ ∩ int Π 6= ∅, то M ′ ∩H — строгое солнце в H. (3.3)

Пусть сначала H — координатная плоскость коразмерности 1, содержащая некоторую грань F
бруса Π, и пусть H ∩M ′ 6= ∅. Обозначим M ′′ := M ′ ∩H. Предположим, что

M ′′ не является строгим солнцем в H. (3.4)

В силу (3.3), (3.4) и того, что M является объединением плоскостей, найдется плоскость Ln0

из объединения
⋃N

i=1 Li такая, что

Ln0
∩ int Π = ∅, Ln0

∩ F 6= ∅, (3.5)

т. е. Ln0
⊂ H. В силу (3.5) и так как объединение плоскостей из M конечно, то найдется

точка y ∈ Ln0
∩ intF ∩ M такая, что y /∈ M ∩ int Π. Также найдется точка x ∈ int Π такая,

что y ∈ PM ′x = PM ′′x, при этом y лежит в относительной внутренности гиперграни шара
B(x, ‖x− y‖). Но тогда по критерию Колмогорова ближайшего элемента (см. [8, § 3.2]) опорный
конус K̊(y, x) (см. [8, § 3.1]) не пересекается с M ′ (так как y ∈ intF , опорный конус является
открытым полупространством). Это, однако, противоречит тому, что M ′ ∩ int Π 6= ∅. Общий
случай сводится к рассмотренному выше с учетом теоремы 7.21 из [8], которая утверждает, в
частности, что если L ⊂ X — подпространство в X и M ⊂ L — строгое солнце в L, то M —
строгое солнце в X.

Лемма 1 доказана.

Далее нам потребуются несколько определений. Для множества N ⊂ R
n определим (см. [7])

eqc(N) = eqcRn(N) :=
{

j ∈ {1, . . . , n} |x(j) = y(j) для всех x, y ∈ N
}

,

x = (x(1), . . . , x(n)), y = (y(1), . . . , y(n))

(“eqc” — аббревиатура выражения “equal coordinates” — равные координаты).
Для x, y ∈ R

n и N ⊂ R
n мы пишем, что

x =N| y, если x(j) 6= y(j) для всех j /∈ eqc(N);
x =| y, если x(i) 6= y(i) для всех i = 1, . . . , n.

Замкнутое множество N ⊂ X называется монотонно линейно связным (см. [8]), если лю-
бые две точки из N можно соединить непрерывной монотонной дугой k( · ) ⊂ N , т. е. дугой,
образ которой под действием любого экстремального функционала из единичной сферы со-
пряженного пространства является монотонной скалярной функцией.

По аналогии с понятием монотонной линейной связности множество N ⊂ ℓ∞n строго моно-

тонно линейно связно, если

1) множество N монотонно линейно связно и
2) для всех x, y ∈ N , x =N| y, найдется монотонная дуга k(t) ⊂ N , 0 6 t 6 1, соединяющая

x и y, такая, что ее координатные функции [0, 1] ∋ t 7→ kj(t) монотонны для j = 1, 2, . . . , n и
строго монотонны для j /∈ eqc(N).

Свойство строгой монотонной линейной связности (как и свойство монотонной линейной
связности) является наследственным. Действительно, из определения непосредственно следу-
ет, что если N ⊂ ℓ∞k ⊂ ℓ∞m — строго монотонно линейно связное множество в ℓ∞k , то оно строго
монотонно линейно связно и в ℓ∞m . При понижении размерности, если множество N (строго)
монотонно линейно связно в ℓ∞m и k 6 m, то N ⊂ ℓ∞k (строго) монотонно линейно связно в ℓ∞k .

Под основным кокрестом в R
n (см. [7]) мы будем понимать любое из множеств вида

c(Rn) =
{

x ∈ R
n |x(j) = cj для некоторого j ∈ {1, . . . , n}

}



34 А.Р.Алимов

(здесь cj — константа, зависящая только от координаты j), а под кокрестом cRn(J) по набору

координат J = {j1, . . . , jk} ⊂ {1, . . . , n} — множество

cRn(J) = {x ∈ R
n | x(j) = cj для некоторого j ∈ J, x(i) = ci для всех i /∈ J};

при этом, чтобы исключить вырожденные случаи, мы всегда предполагаем, что k > 2, т. е.
card J > 2 в определении cRn(J). Ясно, что eqc(c(Rn)) = ∅.

Наконец, под кокрестом будем понимать любое множество C ⊂ R
n такое, что C ⊂

cRn({1, . . . , n} \ eqc(C)). (При этом всегда card eqc(C) < n− 1.)
Нам потребуется следующий результат (см. лемму B работы [7]), дающий характеризацию

строгих солнц в пространстве ℓ∞n :

замкнутое множество ∅ 6= N ⊂ ℓ∞n является строгим солнцем в ℓ∞n , если и только
если N строго монотонно линейно связно и не являлется кокрестом.

(3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Предположим, что M ′ = M ∩ Π — строгое солнце
в пространстве ℓ∞n . Покажем, что M ′ выпукло. (Обратная импликация в теореме 3 очевидна.)

Аналогично сказанному выше мы можем считать без ограничения общности, что множе-
ство M ′ не лежит ни в каком координатном подпространстве размерности < n, a брус Π являет-
ся телесным. Так как M ′ — строгое солнце в конечномерном пространстве, то M ′ B-линейно
связно, т. е. пересечение M ′ с любым замкнутым шаром линейно связно (см. теорему 8.10
из [8]).

Предположим, что M ′ невыпукло. Так как M ′ B-линейно связно, то существуют по край-
ней мере две различные плоскости Ln0

и Ln1
из M , пересекающиеся в брусе Π. Пусть s ∈ Π —

точка пересечения этих плоскостей. Пусть u ∈ Ln0
∩ Π, u 6= s, v ∈ Ln1

∩ Π, v 6= s. Положим
w := u + v − s. Пусть tα = αv + (1 − α)w ∈ [w, v], 0 6 α 6 1. Выбирая u достаточно близко
к s и v достаточно близко к s, мы можем считать, что w ∈ Π и PM ′tα ⊂ Ln0

\
⋃

i 6=n0
Li при

малых α. По следствию 2 метрическая проекция PM ′ полунепрерывна снизу. При увеличении
α до 1 полунепрерывность снизу метрической проекции может иметь место, только если под-
пространство Ln1

не лежит в координатном подпространстве. Но в этом случае, выбирая v
достаточно близко к s, мы получаем, что точка tα при достаточно малом α = α0 > 1 также
лежит в Π и PLn0

tα ⊂ Ln0
. Как и выше, мы получаем, что плоскость Ln1

лежит в коорди-
натном подпространстве. Таким образом, любая из плоскостей Li из M , содержащая точку s,
лежит в координатном подпространстве. Воспользуемся следующим следствием из теоремы 2
работы [7]):

если N — множество с полунепрерывной снизу метрической проекцией в ℓ∞n , то непу-
стое пересечение множества N с любым брусом является строгим солнцем

(3.7)

(иными словами, N экстремально строго солнечно). Соответственно, выбирая достаточно ма-
лый телесный брус Π′′ ⊂ Π, Π′ ∋ s, и пользуясь конечностью набора плоскостей, составляющих
множество M , мы можем считать, что в пересечении Π′ ∩ M участвуют только плоскости,
проходящие через s. По сказанному выше любая из таких плоскостей лежит в координатной
плоскости, при этом M ′ ∩ Π′ — строгое солнце (см. (3.7)). Однако такое объединение плоско-
стей является кокрестом, что противоречит (3.6), поскольку M ′ ∩Π′ — строгое солнце. Случай
нетелесного бруса сводится к рассмотренному выше случаю, как в лемме 1. Для доказатель-
ства последнего утверждения теоремы нужно воспользоваться хорошо известным фактом:
если замкнутое связное подмножество локально выпуклого пространства локально выпукло,
то оно выпукло.

Теорема 3 доказана.
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