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Введение

Впервые α-множества были введены в 2009 г. в работе [1] для классификации множеств
достижимости по степени их невыпуклости и относятся к так называемым обобщенно вы-
пуклым множествам. Интересен вопрос о соотношении α-множеств c другими обобщениями
выпуклых множеств (см., например, [2–5]). В данной работе рассмотрим их взаимосвязь со
слабо выпуклыми множествами [6]. В [7, теорема 1] доказано, что в R

2 для связного слабо
выпуклого по Ефимову — Стечкину множества M с константой R выполняется следующая
оценка на степень невыпуклости α в терминах α-множеств, а именно (с учетом равенства
arccos(1− 2t2) = 2 arcsin t для t ∈ [0, 1]),

α 6 2 arcsin
diam(M)

2R
. (0.1)

В [8, лемма 1] показано, что в конечномерном пространстве R
n произвольной размерности

n ∈ N для замкнутого слабо выпуклого по Виалю множества M с константой R выполняется
более слабая оценка

α 6 2 arcsin
Rчеб.(M))

R
, (0.2)

1Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-21-00424,
https://rscf.ru/project/24-21-00424/.
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так как в общем случае удвоенный чебышевский радиус 2Rчеб.(M) больше диаметра diam(M)
множества M .

Заметим, что в R
2 вид слабо выпуклого множества (по Виалю или по Ефимову — Стечкину)

для нас неважен в силу следующего утверждения.

Предложение 1. Для множества X ⊂ R
2 равносильны следующие условия:

(1) X — связное слабо выпуклое по Ефимову — Стечкину множество с константой

R >
1

2
diam(X);

(2) X — замкнутое слабо выпуклое по Виалю множество с константой R >
1

2
diam(X).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Действительно, пусть выполняется (1). Тогда по [6, лемма 1.3.4]
оно замкнуто, что в конечномерном пространстве (в частности, в R

2) равносильно локальной
компактности. По [7, лемма 2] множество X обладает чебышевским слоем толщины R, что
при обладании им локальной компактностью эквивалентно тому, что множество X является
слабо выпуклым по Виалю с той же константой R (см. [6, теорема 1.7.4].

Обратно, по [6, теорема 1.8.1] любое замкнутое слабо выпуклое по Виалю c константой R
множество в гильбертовом пространстве является слабо выпуклым по Ефимову — Стечкину

с той же константой, а из условия R >
1

2
diam(X) в силу [6, теорема 1.4.1] и следует его

связность. �

Заметим, что условия замкнутости и связности в этом случае вовсе не обременительны,
так как любое α-множество с α < π является замкнутым по определению и односвязным в R

2

(см. [9, §2]).

Однако в пространствах более высокой размерности слабо выпуклые по Ефимову — Стеч-
кину множества могут быть более “плохими” (см., например, [6, лемма 1.3.5]) без дополнитель-
ных условий, поэтому будем рассматривать слабо выпуклые по Виалю множества.

Целью данной статьи является усиление оценки (0.2).

1. Обозначения и определения

Будем использовать следующие обозначения [10].

Обозначим:

◦ символом coM выпуклую оболочку множества M ;

◦ 〈x∗, x
∗〉 — скалярное произведение x∗ и x∗ из R

n;

◦ ||x∗|| = 〈x∗, x∗〉
1/2 — стандартную норму (порожденную скалярным произведением) в

евклидовом пространстве;

◦ B(a, r) = {x ∈ R
n : ||x − a|| 6 r} — замкнутый шар с центром в точке a ∈ R

n и
радиусом r > 0;

◦ ∠(x∗, x
∗) = arccos

〈

x∗, x
∗
〉

||x∗|| · ||x∗||
∈ [0, π] — угол между векторами x∗ и x∗;

◦ diam(M) = sup
x,y∈M

||x− y|| — диаметр множества M ;

◦ conM = {y = λx : λ > 0, x ∈ M} — конус в R
n, натянутый на множество M , с вершиной

в нуле.

Под проекцией p∗ точки z∗ на множество M мы понимаем ближайшую к z∗ точку из M .
Множество всех проекций точки z∗ на множество M обозначим через ΩM (z∗).

Отметим, что множество проекций ΩM (z∗) может быть несчетным для невыпуклого мно-
жества M или пустым для открытого множества M . Если z∗ ∈ M , то ΩM (z∗) = {z∗}.
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О п р е д е л е н и е 1 [11]. Пусть A — замкнутое множество в n-мерном евклидовом про-
странстве R

n и z∗ ∈ R
n\A. Через HA(z

∗) = con(coΩA(z
∗) − z∗) обозначим конус, натяну-

тый на множество coΩA(z
∗) − z∗ = {z − z∗ : z ∈ coΩA(z

∗)}. Определим функцию αA(z
∗) =

max
h∗,h∗∈HA(z∗)

∠(h∗, h
∗) ∈ [0, π]. Полагаем αA = sup

z∗∈Rn\A
αA(z

∗) ∈ [0, π].

Множество A назовем α-множеством с числом α = αA.

О п р е д е л е н и е 2 [6]. Множество A в нормированном пространстве E называется
слабо выпуклым по Ефимову — Стечкину с константой R > 0, если существует непустое
множество A1 ⊂ E такое, что A =

⋂

a∈A1

(

E \ intB(a,R)
)

.

О п р е д е л е н и е 3 [6]. Пусть в нормированном пространстве E заданы две точки x(0),

x(1) и число R >
||x(1) − x(0)||

2
. Множество

DR(x
(0), x(1)) =

⋂

a∈E:{x(0),x(1)}⊂B(a,R)

B(a,R)

называется сильно выпуклым отрезком.

О п р е д е л е н и е 4 [6]. Множество A в нормированном пространстве называется слабо

выпуклым по Виалю с константой R > 0, если для любых двух точек x(0), x(1) ∈ A таких, что
0 < ||x(1)−x(0)|| < 2R, существует точка x ∈ DR(x

(0), x(1))∩A, не совпадающая с точками x(0)

и x(1).

О п р е д е л е н и е 5 [12]. Пусть M — ограниченное множество вещественного банахова
пространства B. Элемент x(0) ∈ B называется чебышевским центром множества M , если

sup
x∈M

||x− x(0)|| = Rчеб.(M) = inf
y∈B

sup
x∈M

||x− y||.

Величина Rчеб.(M) называется чебышевским радиусом множества M .

В [12, теорема 1] доказано, что для любого ограниченного множества M в гильбертовом
пространстве существует чебышевский центр x(0) ∈ cl(coM), где cl(coM) — замыкание вы-
пуклой оболочки множества M .

2. Вспомогательные утверждения

Лемма 1. Пусть x1, x2, e ∈ R
n, ‖e‖ = 1, 〈e, xi〉 > γ > 0 при i = 1, 2. Тогда

‖x1 + x2‖
2
> (‖x1‖ − ‖x2‖)

2 + 4γ2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При i = 1, 2 обозначим γi = 〈e, xi〉, yi = xi − γie. Тогда γi > γ,

〈e, yi〉 = 0, xi = yi + γie, ‖xi‖ =
√

‖yi‖2 + γ2i при i = 1, 2. Следовательно,

(‖x1‖ − ‖x2‖)
2
6 (‖y1‖ − ‖y2‖)

2 + (γ1 − γ2)
2,

‖x1 + x2‖
2 = ‖y1 + y2‖

2 + (γ1 + γ2)
2
> (‖y1‖ − ‖y2‖)

2 + (γ1 + γ2)
2.

Полагая для определенности, что γ1 > γ2, и используя неравенство γ2 > γ, получаем

(γ1 + γ2)
2 = (γ1 − γ2 + 2γ)2 > (γ1 − γ2)

2 + 4γ2.

Поэтому ‖x1 + x2‖
2 > (‖y1‖ − ‖y2‖)

2 + (γ1 + γ2)
2 > (‖y1‖ − ‖y2‖)

2 + (γ1 − γ2)
2 + 4γ2 > (‖x1‖ −

‖x2‖)
2 + 4γ2. �
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Лемма 2. Пусть x1, x2, e ∈ R
n, ‖e‖ = 1, 〈e, xi〉 > γ > 0 при i = 1, 2. Тогда

∥

∥

∥

∥

x1
‖x1‖

−
x2
‖x2‖

∥

∥

∥

∥

6
2‖x1 − x2‖

√

‖x1 − x2‖2 + 4γ2
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим d = ‖x1−x2‖, ∆ =
∣

∣

∣
‖x1‖−‖x2‖

∣

∣

∣
, ε =

∥

∥

∥

∥

x1
‖x1‖

−
x2
‖x2‖

∥

∥

∥

∥

.

Тогда в силу леммы 1 имеем ‖x1 + x2‖
2 > ∆2 + 4γ2. Отсюда и из равенства параллелограмма

2
(

‖x1‖
2 + ‖x2‖

2
)

= ‖x1 − x2‖
2 + ‖x1 + x2‖

2 получаем неравенство

2
(

‖x1‖
2 + ‖x2‖

2
)

> d2 +∆2 + 4γ2. (2.1)

Так как 4‖x1‖·‖x2‖ = 2
(

‖x1‖
2 + ‖x2‖

2
)

−2∆2, то согласно неравенству (2.1) получаем цепочку
неравенств

d2 + 4γ2 −∆2 6 4‖x1‖ · ‖x2‖ 6 2
(

‖x1‖
2 + ‖x2‖

2
)

. (2.2)

Заметим, что

ε2 = 2−
2〈x1, x2〉

‖x1‖ · ‖x2‖
. (2.3)

Рассмотрим случай 〈x1, x2〉 > 0. В этом случае согласно второму из неравенств в цепочке (2.2)
имеем

ε2 6 2−
4〈x1, x2〉

‖x1‖2 + ‖x2‖2
=

2‖x1 − x2‖
2

‖x1‖2 + ‖x2‖2
.

Используя неравенство (2.1), приходим к цепочке неравенств

ε2 6
4d2

d2 +∆2 + 4γ2
6

4d2

d2 + 4γ2
,

из которой вытекает доказываемое неравенство.
Рассмотрим теперь случай 〈x1, x2〉 < 0. В этом случае, используя равенство (2.3), получаем

ε2 = 2−
4〈x1, x2〉

‖x1‖2 + ‖x2‖2
+ 4〈x1, x2〉

( 1

‖x1‖2 + ‖x2‖2
−

1

2‖x1‖ · ‖x2‖

)

=
2d2

‖x1‖2 + ‖x2‖2
−

4〈x1, x2〉∆
2

2‖x1‖ · ‖x2‖ · (‖x1‖2 + ‖x2‖2)
.

В силу первого из неравенств в цепочке (2.2) приходим к неравенству

ε2 6
2d2

‖x1‖2 + ‖x2‖2
−

8〈x1, x2〉∆
2

(d2 + 4γ2 −∆2) · (‖x1‖2 + ‖x2‖2)

6
2d2

‖x1‖2 + ‖x2‖2
+

4∆2

d2 + 4γ2 −∆2

( d2

‖x1‖2 + ‖x2‖2
− 1

)

.

Отсюда и из неравенства (2.1) следует, что

ε2 6
4d2

d2 +∆2 + 4γ2
+

4∆2

d2 + 4γ2 −∆2

( 2d2

d2 +∆2 + 4γ2
− 1

)

.

Поэтому

(

ε2 −
4d2

d2 + 4γ2

)

(d2 +∆2 + 4γ2) 6 4d2 +
4∆2

d2 + 4γ2 −∆2
(d2 −∆2 − 4γ2)− 4d2

(

1 +
∆2

d2 + 4γ2

)

= 4∆2
(d2 −∆2 − 4γ2

d2 + 4γ2 −∆2
−

d2

d2 + 4γ2

)

= −
16∆2γ2(d2 +∆2 + 4γ2)

(d2 + 4γ2 −∆2)(d2 + 4γ2)
< 0.

Отсюда снова получаем неравенство ε2 6
4d2

d2 + 4γ2
, что завершает доказательство. �
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3. Основной результат

Теорема 1. Пусть A — замкнутое множество в R
n, выпуклое по Виалю с константой

R > Rчеб.(A). Тогда множество A является α-множеством с числом

α 6 2 arcsin
diam(A)

2

√

R2 −R2
чеб.

(A) +
1

4
diam2(A)

. (3.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть z∗ — произвольная точка из R
n\A, имеющая более одной

проекции на A. Согласно [6, теорема 1.7.1] множество A как замкнутое и слабо выпуклое по
Виалю с константой R обладает чебышевским слоем толщины R, или, иными словами, все
точки из открытой R-окрестности множества A обладают единственной метрической проек-
цией на A. Следовательно, расстояние ρ(z∗,ΩA(z

∗)) > R, или, иначе говоря, точка z∗ является
центром открытого шара intB(z∗, R̂) с радиусом

R̂ > R, (3.2)

который не содержит точек из A, и при этом ΩA(z
∗) ⊂ ∂B(z∗, R̂), где ∂B(z∗, R̂) — граница

шара B(z∗, R̂).
Без ограничения общности будем считать, что z∗ = 0. Пусть точка a является чебышевским

центром множества A. Тогда A ⊂ B(a,Rчеб.(A)). Кроме того, ΩA(z
∗) ⊂ Ω̂A(z

∗), где

Ω̂A(z
∗) = B(a,Rчеб.(A)) ∩ ∂B(0, R̂) = {x : ||x|| = R̂, ||x− a|| 6 Rчеб.(A)}.

Рассмотрим множество Ω̂A(z
∗). С учетом условия ||x|| = R̂ преобразуем выражение

||x− a||2 = 〈x− a, x− a〉 = ||x||2 − 2〈x, a〉+ ||a||2 = R̂2 − 2〈x, a〉 + ||a||2.

Отсюда следует, что множество

Ω̂A(z
∗) = {x : ||x|| = R̂, R̂2 −R2

чеб.(A) + ||a||2 6 2〈x, a〉}. (3.3)

Отметим, что в ходе доказательства [8, лемма 1] установлено, что

co Ω̂A(z
∗) = {x : ||x|| 6 R̂, R̂2 −R2

чеб.(A) + ||a||2 6 2〈x, a〉}. (3.4)

Покажем, что для любых ненулевых h∗ ∈ HA(z
∗) и h∗ ∈ HA(z

∗) найдутся точки y∗ ∈ Ω̂A(z
∗)

и y∗ ∈ Ω̂A(z
∗) такие, что ∠(h∗, h

∗) = ∠(y∗, y
∗) (см. рис. 1).

R̂
h∗

h∗

x∗

x∗

y∗

y∗

coΩA(z
∗)

z∗ = 0

〈x, a〉 =
R̂2 − r2 + ||a||2

2
Ω̂A

co Ω̂A

a

Рис. 1. Расположение точек h∗, h
∗, y∗ и y∗.
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Определим

y∗ = R̂
h∗

||h∗||
, y∗ = R̂

h∗

||h∗||
. (3.5)

При таком определении ∠(h∗, h
∗) = ∠(y∗, y

∗) осталось показать, что

y∗ ∈ Ω̂A(z
∗), y∗ ∈ Ω̂A(z

∗). (3.6)

Действительно, заметим, что поскольку z∗ = 0, то

HA(z
∗) = con(co ΩA(z

∗)− z∗) = con(coΩA(z
∗)).

По определению для любых ненулевых точек h∗ и h∗ из конуса con(coΩA(z
∗)) существуют

такие точки x∗, x
∗ из coΩA(z

∗) и постоянные λ1 > 0, λ2 > 0, что h∗ = λ1x∗ и h∗ = λ2x
∗.

Поскольку x∗ ∈ coΩA(z
∗), x∗ ∈ coΩA(z

∗), coΩA(z
∗) ⊂ co Ω̂A(z

∗), то из (3.4) следует

||x∗|| 6 R̂, ||x∗|| 6 R̂, (3.7)

2〈x∗, a〉 > R̂2 −R2
чеб.(A) + ||a||2, 2〈x∗, a〉 > R̂2 −R2

чеб.(A) + ||a||2. (3.8)

Теперь заметим, что, с одной стороны,

||y∗|| = ||y∗|| = R̂ (3.9)

и ввиду (3.7) выполнено
||y∗|| > ||x∗||, ||y∗|| > ||x∗||, (3.10)

а с другой — в силу (3.8), (3.10) сонаправленности радиус-векторов x∗ ↑↑ y∗ и x∗ ↑↑ y∗ имеем

2〈y∗, a〉 > 2〈x∗, a〉 > R̂2 −R2
чеб.(A) + ||a||2 > 0,

2〈y∗, a〉 > 2〈x∗, a〉 > R̂2 −R2
чеб.(A) + ||a||2 > 0.

(3.11)

Вследствие выполнения (3.3), (3.9) и (3.11) справедливы включения (3.6).
Наконец, оценим искомую величину ∠(h∗, h

∗) = ∠(y∗, y
∗) = ∠(y∗ − z∗, y∗ − z∗). Рассмотрим

треугольник ∆y∗y
∗z∗. По теореме косинусов

‖y∗ − y∗‖2 = ‖z∗ − y∗‖
2 + ‖z∗ − y∗‖2 − 2‖z∗ − y∗‖ · ‖z

∗ − y∗‖ cos∠(y∗, y
∗).

Отсюда

∠(y∗, y
∗) = arccos

‖z∗ − y∗‖
2 + ‖z∗ − y∗‖2 − ‖y∗ − y∗‖2

2‖z∗ − y∗‖ · ‖z∗ − y∗‖
. (3.12)

Здесь вследствие определения (3.5) и размещения центра координат в точке z∗ выполняются
равенства ‖z∗ − y∗‖ = ‖z∗ − y∗‖ = R̂.

В силу монотонности арккосинуса функция (3.12) достигает максимума при наибольшей
длине отрезка y∗y

∗ и наименьшем значении R̂, которое, напомним, обозначает расстояние от
точки z∗ до ее проекций на множество A.

Ввиду (3.2) очевидно, что наименьшее значение R̂ ограничено снизу постоянной R. Несколь-
ко сложнее оценить сверху величину ‖y∗ − y∗‖ с учетом неравенства

‖x∗ − x∗‖ 6 diam(coΩA(z∗)) = diam(ΩA(z∗)) 6 diam(A(z∗)).

Итак, заметим, что отрезок x∗x
∗ находится во множестве Ω̂A(z∗), а точки y∗ и y∗ суть

проекции точек x∗ и x∗ на ∂B(z∗, R̂). Так как точка x∗ содержится во множестве co Ω̂A(z
∗), то

согласно формуле (3.4) имеем

2〈x∗, a〉 > R̂2 −R2
чеб.(A) + ‖a‖2.
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Отсюда и из неравенства R̂ > Rчеб.(A) следует, что a 6= 0. Обозначим e = a/‖a‖. Тогда

〈e, x∗〉 >
R̂2 −R2

чеб.(A) + ‖a‖2

2‖a‖
> R̂2 −R2

чеб.(A).

Аналогично 〈e, x∗〉 > R̂2 −R2
чеб.(A). Применяя лемму 2, получаем

∥

∥

∥

∥

x∗
‖x∗‖

−
x∗

‖x∗‖

∥

∥

∥

∥

6
‖x∗ − x∗‖

√

R̂2 −R2
чеб.(A) +

1

4
‖x∗ − x∗‖2

6
diam(A)

√

R̂2 −R2
чеб.(A) +

1

4
diam2(A)

.

Поэтому

‖y∗ − y∗‖ = R̂

∥

∥

∥

∥

x∗
‖x∗‖

−
x∗

‖x∗‖

∥

∥

∥

∥

6
R̂diam(A)

√

R̂2 −R2
чеб.(A) +

1

4
diam2(A)

6
Rdiam(A)

√

R2 −R2
чеб.(A) +

1

4
diam2(A)

.

Отсюда с учетом (3.12) равенства ∠(h∗, h
∗) = ∠(y∗, y

∗) и произвольности выбора пары (h∗, h
∗)

в HA(z
∗), как и самой точки z∗ получаем оценку

α 6 arccos

(

1−
R2

R2 −R2
чеб.(A) +

1

4
diam2(A)

diam2(A)

2R2

)

,

из которой в силу равенства arccos(1 − 2t2) = 2 arcsin t при t ∈ [0, 1] следует искомая оцен-
ка (3.1). �

З а м е ч а н и е 1. По построению очевидно, что ‖y∗ − y∗‖ < 2Rчеб.(A) при diam(A) <
2Rчеб.(A). Если грубо оценить ‖y∗ − y∗‖ 6 2Rчеб.(A), то мы придем к ранее полученной оцен-
ке (0.2).

З а м е ч а н и е 2. Полученое в ходе доказательства теоремы 1 неравенство

‖y∗ − y∗‖ 6
R̂ diam(A)

√

R̂2 −R2
чеб.(A) +

1

4
diam2(A)

имеет следующую геометрическую интерпретацию. Напомним, что точки y∗ и y∗ представляют
собой проекции точек x∗ и x∗ на ∂B(z∗, R̂). Нестрого покажем, что наибольшая длина отрез-
ке y∗y

∗ достигается при следующем симметричном расположении отрезка x∗x
∗ (см. рис. 2).

R̂
x∗

x∗

y∗

y∗

z∗ = 0

〈x, a〉 =
R̂2 − r2 + ||a||2

2
Ω̂A(z∗)

co Ω̂A(z∗)
P1

P2

M

Рис. 2. “Оптимальное” расположение точек x∗ и x∗.
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Действительно, любое расположение отрезка x∗x
∗ в сечении co Ω̂A(z∗) плоскостью (обо-

значим ее через ω), проходящей через точку z∗, может быть достигнуто с помощью четырех
действий:

1) выбор плоскости ω;
2) выбор длины x∗x

∗;
3) выбор расстояния между серединой M отрезка x∗x

∗ и точкой z∗;
4) выбор угла ∠z∗Mx∗.

Если ω не делит co Ω̂A(z∗) пополам (c образованием наидлиннейшей дуги
⌢

P1P2⊂ ∂B(z∗, R̂)
такой, что ‖P1−P2‖ = Rчеб.(A), что следует из определения Ω̂A(z∗)), то это только уменьшает
наши возможности по увеличению ‖y∗ − y∗‖. Для достижения максимума ‖y∗ − y∗‖, очевидно,
следует выбирать максимальную длину x∗x

∗, т. е. равную diam(A). Также вне зависимости от
других параметров величина ‖y∗−y∗‖ увеличивается при уменьшении ‖z∗−M‖. Наконец, при
фиксированных M , ω и длине x∗x

∗, очевидно, что наибольшая длина отрезка y∗y
∗ достигается

при x∗x
∗ ⊥ z∗M .

Если же отрезок x∗x
∗ расположен так, как рис. 2 и ‖x∗ − x∗‖ = diam(A), ‖P1 − P2‖ =

Rчеб.(A), то можно вычислить

‖y∗ − y∗‖ =
R̂diam(A)

√

R̂2 −R2
чеб.(A) +

1

4
diam2(A)

.

Заключение

Полученное усиление оценки (0.2) по всей видимости неокончательное. Можно заметить,
что отрезок x∗x

∗ не может абсолютно произвольно располагаться внутри co Ω̂A(z
∗). Скорее

всего, “оптимальное” расположение отрезка x∗x
∗, показанное на рис. 2, недостижимо при

‖x∗ − x∗‖ = diam(A), в связи с чем возможно дальнейшее усиление оценки (0.2). Также ин-
тересен поиск контрпримера в пространствах размерности n > 3, для которого оценка (0.1)
нарушается.

В завершение заметим, что использование новой оценки (3.1) вместо оценки (0.2) позволяет
соответствующим образом усилить теорему 1 из [8] о росте степени невыпуклости множеств
достижимости управляемых систем в терминах α-множеств.
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