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1. Постановка и обсуждение задач

1.1. Задача наилучшей экстраполяции многочлена с компакта

Обозначим через Pn пространство многочленов степени не более чем n с комплексными
коэффициентами. Пусть K — компакт комплексной плоскости C. Через C(K) обозначим про-
странство непрерывных на K комплекснозначных функций, наделенное равномерной нормой

‖f‖C(K) = max {|f(z)| : z ∈ K} , f ∈ C(K).

Целью нашего исследования является задача наилучшей (оптимальной) экстраполяции
многочлена с компакта K. Пусть на K известна функция fδ, уклоняющаяся от неизвестного
многочлена Pn не более чем на δ : ‖Pn − fδ‖C(K) ≤ δ. Для точки z ∈ C необходимо наилучшим
способом (с наименьшей возможной погрешностью) вычислить значение Pn(z) многочлена Pn

в точке z. Строгая постановка задачи следующая. Пусть R — множество всех функционалов
на C(K) и θ ∈ R. Величина

Un(θ, z; δ) := sup
{

|Pn(z)− θfδ| : Pn ∈ Pn, fδ ∈ C(K), ‖Pn − fδ‖C(K) ≤ δ
}

является погрешностью экстраполяции в точку z методом θ многочленов степени не более
чем n, приближенно заданных (с погрешностью δ) на компакте K. Тогда величина оптималь-

ной экстраполяции в точку z многочленов степени не более чем n, приближенно заданных на
компакте K, определяется равенством

En(z, δ) := inf {U(θ, z; δ) : θ ∈ R} . (1.1)
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Задача состоит в вычислении величины (1.1) и нахождении оптимального метода экстраполя-
ции — функционала, на котором в (1.1) достигается нижняя грань.

Задача наилучшей экстраполяции является конкретным вариантом задачи оптимального
восстановления, а именно, задачей оптимального восстановления функционала — значения
функции в точке на классе Pn по δ-приближенным значениям функции (многочлена) на K.
Более полную информацию о задаче оптимального восстановления можно найти в [1; 2] (см.
также ссылки на литературу, приведенные там). В частности, из общей теории оптималь-
ного восстановления известно [1, гл. 2, § 2.2; 2, § 2], что если восстанавливаемый функционал
линейный, а класс выпуклый и уравновешенный, то среди оптимальных существует метод, яв-
ляющийся линейным ограниченным функционалом, и величина оптимального восстановления
равна модулю непрерывности восстанавливаемого функционала.

Для изучаемой задачи модулем непрерывности функционала — значения функции в точ-
ке z на (выпуклом и уравновешенном) классе Pn является величина

ωn(K, z; δ) := sup
{

|Pn(z)| : Pn ∈ Pn, ‖Pn‖C(K) ≤ δ
}

, δ > 0. (1.2)

Таким образом, задача вычисления (1.1) сводится к вычислению величины (1.2). Многочлены,
на которых в (1.2) достигается верхняя грань, в дальнейшем будем называть экстремальными

многочленами.
Нетрудно понять, что по δ величина (1.2) линейная и справедливо равенство

ωn(K, z; δ) = κn(K, z) δ, (1.3)

в котором множитель

κn(K, z) = ωn(K, z; 1) = sup
{

|Pn(z)| : Pn ∈ Pn, ‖Pn‖C(K) ≤ 1
}

(1.4)

является нормой функционала — значения функции в точке z на подпространстве многочле-
нов Pn пространства C(K). Соответственно κn(K, z) является точной (наименьшей) констан-
той неравенства

|Pn(z)| ≤ κn(K, z)‖Pn‖C(K), Pn ∈ Pn. (1.5)

В итоге, учитывая (1.3), получаем цепочку равенств

En(K, z; δ) = ωn(K, z; δ) = κn(K, z)δ. (1.6)

Оценка сверху константы κn(K, z) следует из неравенства Уолша (см. [3, гл. 4, § 4.6])

|Pn(z)| ≤ |Φ(z)|n‖Pn‖C(K), Pn ∈ Pn. (1.7)

Здесь Φ — функция, конформно отображающая внешность C \K компакта на внешность еди-
ничного круга, переводящая бесконечно удаленную точку в себя: Φ(∞) = ∞. Неравенство (1.7)
рассматривается в случае, если C \K связно.

1.2. Задача Чебышёва о многочлене, наименее уклоняющемся от нуля на

компакте

Обозначим через τn(K) величину наименьшего уклонения от нуля на компакте K много-
членов из Pn точной степени n со старшим коэффициентом, равным единице

τn(K) := inf
{

‖Pn‖C(K) : Pn(z) = zn +
n−1
∑

k=0

pkz
k, pk ∈ C

}

. (1.8)

Многочлен Tn[K], на котором достигается нижняя грань в (1.8), называют многочленом Че-

бышёва степени n компакта K.
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Задачу об алгебраических многочленах, наименее уклоняющихся от нуля на компакте в
равномерной норме, поставил и решил П.Л.Чебышёв в 1854 г. [4] в случае, когда компакт K
является отрезком [−1, 1]. В этом случае многочлен Tn = Tn[−1, 1] — это классический много-
член Чебышёва первого рода

Tn(z) =
1

2n−1
cos (n arccos z) =

1

2n
((z +

√

z2 − 1)n + (z −
√

z2 − 1)n).

В дальнейшем будет важен еще один тип компактов — лемнискаты. Для многочлена

Qn(z) = zn +

n−1
∑

k=0

qkz
k ∈ Pn

и числа s > 0 определим лемнискату L = L(Qn, s) := {ζ ∈ C : |Qn(ζ)| = s} и пару открытых
множеств

D0 = D0(Qn, s) := {z ∈ C : |Qn(z)| < s} , D∞ = D∞(Qn, s) := {z ∈ C : |Qn(z)| > s} ,

которые будем называть соответственно внутренностью и внешностью лемнискаты L. Внеш-
ность лемнискаты D∞ является неограниченной областью. Внутренность лемнискаты D0 со-
держит все нули многочлена Qn и имеет не более чем n компонент связности D0,j , j =
1,m, m ≤ n. Будем обозначать через Lj границу j-й компоненты внутренности лемнискаты:
Lj = ∂D0,j , j = 1,m. Каждая из компонент представляет собой, по крайней мере, кусочно-
гладкую замкнутую кривую.

В случае, когда компакт является лемнискатой (K = L(Qn, s)), имеет место следующее
утверждение.

Теорема A (Г.Фабер [5]). Многочленом Чебышёва степени n лемнискаты L(Qn, s) явля-

ется порождающий ее многочлен Tn[L(Qn, s)] = Qn, и справедливо равенство

τn(L(Qn, s)) = ‖Qn‖C(L) = s.

При этом для логарифмической емкости L(Qn, s) справедливо равенство cap(L(Qn, s)) = s1/n.

Теорема A может быть получена из теорем 1 и 3, которые будут доказаны ниже.

Задаче Чебышёва о многочленах, наименее уклоняющихся от нуля на компакте, посвящена
обширная литература (см. монографии [6; 7], статьи [8–10] и приведенную в них библиогра-
фию).

2. Связь наилучшей экстраполяции многочлена с задачей Чебышёва

Для произвольного компакта K обозначим через Λ = Λ(K,n) лемнискату его многочлена
Чебышёва

Λ(K,n) := L(Tn[K], τn(K)) = {ζ ∈ C : |Tn[K](ζ)| = τn(K)} ,

а через ∆0 = ∆0(K,n) и ∆∞ = ∆∞(K,n) — ее лемнискатные множества

∆0(K,n) := D0(Tn[K], τn(K)), ∆∞(K,n) := D∞(Tn[K], τn(K)).

Отметим отдельно случай когда τn(K) = 0. Это означает, что K содержит не более чем
n различных точек. Тогда κn(z,K) = +∞. Действительно, для любого c > 0 справедливо
‖cTn[K]‖C(K) = 0. С другой стороны, |cTn[K](z)|, z /∈ K, неограниченно возрастает при c → ∞.

В случае произвольного компакта K многочлен Чебышёва, по крайней мере, дает оценку
снизу величины κn(K, z).
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Лемма 1. Пусть K — компакт комплексной плоскости и τn(K) 6= 0. Тогда для произ-

вольного δ > 0 и точки z ∈ C справедливо неравенство

κn(K, z) ≥ max
{

1; τ−1
n (K)|Tn[K](z)|

}

=

{

1, z ∈ ∆0,

τ−1
n (K)|Tn[K](z)|, z ∈ ∆∞.

(2.1)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из определения величины κn(K, z) следует, что для любого
многочлена Pn ∈ Pn такого, что ‖Pn‖C(K) ≤ 1, справедливо неравенство κn(K, z) ≥ |Pn(z)|.
Рассмотрев многочлены I(z) ≡ 1 и τ−1

n Tn[K](z), получим оценку снизу (2.1).
Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть K — компакт комплексной плоскости и τn(K) 6= 0. Тогда справедливо

равенство

τn(K) = lim
z→∞

|z|nκ−1
n (K, z). (2.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1 вытекает оценка снизу величины наименьшего укло-
нения многочленов от нуля на компакте

τn(K) ≥ κ−1
n (K, z)|Tn(z)| = |z|nκ−1

n (K, z)
|Tn(z)|

|z|n
, z ∈ ∆∞.

Перейдя в ней к пределу при z → ∞, получим неравенство

τn(K) ≥ lim
z→∞

|z|nκ−1
n (K, z). (2.3)

Получим оценку сверху. Для этого будем использовать многочлен

P ∗
n,z(ζ) =

n
∑

k=0

ck,zζ
k,

экстремальный в (1.4). Исследуем свойства коэффициентов многочлена P ∗
n,z в зависимости

от точки экстраполяции z. Во-первых, коэффициенты являются равномерно ограниченными.
Действительно, так как τn(K) 6= 0 (K содержит хотя бы n+ 1 точку), имеет место неравенство
разных метрик

max
1≤k≤n

|ck| ≤ An(K)‖Pn‖C(K), Pn(ζ) =

n
∑

k=0

ckζ
k ∈ Pn,

в котором константа An(K) конечна, вследствие эквивалентности норм в конечномерных про-
странствах Pn. Отсюда и из равенства ‖P ∗

n,z‖C(K) = 1 получим оценку

max
1≤k≤n

|ck,z| ≤ An(K), z ∈ C.

Во-вторых, свойство отделимости от нуля старшего коэффициента cn,z при достаточно боль-
ших z. Точнее, существуют ε > 0 и R > 0 такие, что для любого z, |z| > R, справедливо
неравенство |cn,z| ≥ ε. Предположим, что утверждение выше не верно, тогда для произволь-
ных ε > 0 и R > 0 найдется zε,R, |zε,R| > R, такая, что |cn,zε,R | < ε. Для натуральных m
обозначим через zm точку zm,1/m, при R = m, ε = 1/m. Тогда имеют место равенства

lim
m→∞

cn,zm = 0, lim
m→∞

|zm| = +∞.

Отсюда для многочлена en(ζ) = ζn, учитывая ограниченность коэффициентов P ∗
n,z, имеем

lim
m→∞

|P ∗
n,zm(zm)|

|en(zm)|/‖en‖C(K)
= lim

m→∞
‖en‖C(K)

∣

∣

∣
cn,zm +

n−1
∑

k=0

ck,zmz
k−n
m

∣

∣

∣
= 0.
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Это противоречит экстремальности P ∗
n,zm для всех m, начиная с некоторого. Следовательно,

найдется R > 0 такое, что cn,z отделен от нуля при |z| > R.
Перейдем к оценке сверху величины τn(K). Из определения τn(K) и того, что P ∗

n,z экстре-
мальный в (1.4), получаем оценку

τn(K) ≤ |c−1
n,z|‖P

∗
n,z‖C(K) = |z|nκ−1

n (K, z)
|P ∗

n,z(z)|

|cn,z ||z|n
, |z| > R.

Для любого z, |z| > R, имеет место неравенство |c−1
n,zP

∗
n,z‖C(K) ≤ |cn,z|

−1, а cn,z отделены от
нуля, следовательно, коэффициенты c−1

n,zP
∗
n,z ограничены при |z| > R. Значит, перейдя в по-

следнем неравенстве к пределу при z → ∞, получим соотношение

τn(K) ≤ lim
z→∞

|z|nκ−1
n (K, z). (2.4)

Неравенства (2.3) и (2.4) дают равенство (2.2).
Теорема 1 доказана.

3. Оптимальная экстраполяция с отрезка на прямую

Рассмотрим случай, когда компакт K является отрезком I = [−1, 1]. На простран-
стве Pn(R) многочленов степени не более чем n с вещественными коэффициентами задачи (1.2)
и (1.1) восходят к теореме Чебышёва об экстраполяции значения полинома в точке (см., на-
пример, [11, гл. 3, § 3]). Их решение (и более общей задачи восстановления функционала —
значения производной порядка k в точке z ∈ C \ I) можно найти в работе [12].

Приведем решение задачи (1.1) оптимальной экстраполяции с отрезка I в точки веществен-
ной оси x ∈ R \ I для многочленов из Pn с комплексными коэффициентами. Основной интерес
представляет оптимальный метод в задаче оптимальной экстраполяции (1.1).

Далее нам потребуется многочлен w степени n+ 1, определяемый равенством

w(z) :=
1

n
(z2 − 1)T ′

n(z) =

n
∏

k=0

(z − xk),

где xk := cos((n− k)π/n), k = 0, n, — точки альтернанса многочлена Чебышёва на отрезке I =
[−1, 1]. Используя дифференциальное уравнение для многочлена Чебышёва (см., например,
[11, Гл.2, §2]), вычислим его производную

w′(z) =
1

n

{

(z2 − 1)T ′′
n (z) + 2zT ′

n(z)
}

=
1

n

{

n2Tn(z) + zT ′
n(z)

}

. (3.1)

С помощью интерполяционной формулы Лагранжа по сетке χn+1 := {xk : k = 0, n} для
фиксированной точки x ∈ R \ I определим на C(I) функционал

Θf =

n
∑

k=0

w(x)

w′(xk)(x− xk)
f(xk). (3.2)

Теорема 2. Для произвольной точки x ∈ R \ I и δ > 0 справедливы равенства

κn(I, x) = 2n−1|Tn(x)|; (3.3)

En(I, x; δ) = ωn(I, x; δ) = 2n−1|Tn(x)|δ. (3.4)

Экстремальным методом в (1.1) является функционал (3.2), а экстремальными многочле-

нами в (1.2) — многочлены cTn, |c| = 2n−1δ.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Из леммы 1 имеем оценку снизу

κn(I, z) ≥ τ−1
n (I)|Tn(z)| = 2n−1|Tn(z)|, z ∈ C \ I. (3.5)

Получим оценку сверху величины En(I, x; δ), x ∈ R \ I. Для этого вычислим уклонение
Un(Θ, x; δ) для функционала Θ, определенного равенством (3.2).

Используя формулу (3.1), получаем равенства

w′(xk) = nTn(xk) = 21−nn(−1)n−k, k = 1, n − 1;

w′(−1) = −2n−1T ′
n(−1) = (−1)n22−n; w′(1) = 2n−1T ′

n(1) = 22−n.

Таким образом, знаки w′(xk) и Tn(xk) совпадают. При этом для любой фиксированной точки
x ∈ R \ I совпадают знаки отношений w(x)/(x − xk) для всех k = 0, n. Тогда для произвольных
Pn ∈ Pn и fδ ∈ C(I) таких, что ‖Pn − fδ‖C(I) ≤ δ, справедлива оценка

|Pn(x)−Θfδ| = |Θ(Pn − fδ)| ≤

n
∑

k=0

∣

∣

∣

w(x)

w′(xk)(x− xk)

∣

∣

∣
|Pn(xk)− fδ(xk)|

≤ 2n−1 δ
∣

∣

∣

n
∑

k=0

w(x)Tn(xk)

w′(xk)(x− xk)

∣

∣

∣
= 2n−1|Tn(x)|δ.

Следовательно, имеет место неравенство

Un(Θ, x; δ) ≤ 2n−1|Tn(x)|δ. (3.6)

Объединяя оценки (3.5), (3.6) и равенство (1.6), получим цепочку соотношений

2n−1|Tn(x)|δ ≤ κn(I, x)δ = ωn(I, x; δ) = En(I, x; δ) ≤ Un(Θ, x; δ) ≤ 2n−1|Tn(x)|δ.

Отсюда следуют равенства (3.3), (3.4), экстремальность многочлена Tn и функционала Θ.
Теорема 2 доказана.

З а м е ч а н и е 1. В исследуемых задачах многочлен Чебышёва компакта не всегда яв-
ляется экстремальным. В этом нетрудно убедиться, рассмотрев, например, случай компакта
K = [−1, 1] и чисто мнимой точки z = ix, x ∈ R, уже при n = 1.

4. Решение задачи оптимальной экстраполяции с лемнискаты

Напомним, что для многочлена Qn и числа s > 0 лемнискатой является множество
L = L(Qn, s) := {ζ ∈ C : |Qn(ζ)| = s} . Соответственно внутренностью и внешностью лемнис-
каты L — открытые множества D0 = D0(Qn, s) := {z ∈ C : |Qn(z)| < s} и D∞ = D∞(Qn, s) :=
{z ∈ C : |Qn(z)| > s} .

Вычислим величину κn(L, z) и как следствие величины En(L, z; δ) и ωn(L, z; δ) в случае,
когда компактом является лемниската.

Теорема 3. Пусть Qn — произвольный многочлен степени n с единичным старшим ко-

эффициентом и s > 0, а L = L(Qn, s) — определяемая ими лемниската. Тогда для произволь-

ных точки z ∈ C и δ > 0 справедливы равенства

κn(L, z) = max
{

1; s−1|Qn(z)|
}

=

{

1, z ∈ D0,

s−1|Qn(z)|, z ∈ D∞;
(4.1)

En(L, z; δ) = ωn(L, z; δ) = max
{

1; s−1|Qn(z)|
}

δ, δ > 0. (4.2)

Экстремальными многочленами в (1.2) являются константы c, |c| = δ, при z ∈ D0 и много-

члены cs−1Qn, |c| = δ, при z ∈ D∞, и только они.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя лемму 1, получим оценку снизу

κn(L, z) ≥ max
{

1; s−1|Qn(z)|
}

, z ∈ C. (4.3)

Найдем оценку сверху. Пусть Pn является произвольным многочленом из Pn, удовлетво-
ряющим неравенству ‖Pn‖C(L) ≤ 1. Тогда по принципу максимума модуля аналитической
функции имеем |Pn(z)| ≤ 1, z ∈ D0. При этом, если в какой-либо точке z ∈ D0 имеет место
равенство, то Pn ≡ c, |c| = 1.

В случае z ∈ D∞ оценка сверху вытекает из неравенства (1.7). Для рассматриваемого
компакта — лемнискаты эта оценка следующая. Рассмотрим рациональную функцию f, зада-
ваемую равенством

f(z) :=
sPn(z)

Qn(z)
.

Так как степень числителя не превосходит степени знаменателя и нули многочлена Qn при-
надлежат множеству D0, то f является аналитической в D∞ и непрерывной в D∞ (включая
точку z = ∞). Учитывая, что на лемнискате L имеет место неравенство |f(ζ)| ≤ 1, по принципу
максимума модуля (см., например, [13, гл. 4, § 10]) получим неравенство

|f(z)| =
∣

∣

∣

sPn(z)

Qn(z)

∣

∣

∣
≤ 1, z ∈ D∞.

При этом, если в какой-либо точке z ∈ D∞ имеет место равенство, то f ≡ c, |c| = 1.
В результате для величины κn(L, z) получаем оценку сверху

κn(K, z) ≤

{

1, z ∈ D0,

s−1|Qn(z)|, z ∈ D∞,

совпадающую с оценкой снизу (4.3).

Тем самым доказано равенство (4.1) и описаны экстремальные многочлены. Утвержде-
ние (4.2) следует из равенств (1.6) и (4.1).

Теорема 3 доказана.

Теорема 3 в случае, когда компакт является лемнискатой, содержит значение величи-
ны (1.1), но не дает оптимального метода экстраполяции. Такой метод получен в следующем
утверждении. Его доказательсво также содержит и (иное, более конструктивное) доказатель-
ство равенств (4.2).

Для области D обозначим через GD(ξ, ζ) функцию Грина области D (см. [14, гл. 6, § 6]).

Пусть PD(ξ, ζ) :=
∂G(ξ, ζ)

∂n
— ядро Пуассона области D — производная функции Грина вдоль

внутренней относительно области D нормали к границе L = ∂D.

Определим функционалы на пространстве C(L) равенствами

ΘD∞
f =

∫

L

PD∞
(z, ζ)

Qn(z)

Qn(ζ)
f(ζ) |dζ| в случае z ∈ D∞; (4.4)

ΘD0,j
f =

∫

Lj

PD0,j
(z, ζ) f(ζ) |dζ| в случае z ∈ D0,j , j = 1,m. (4.5)

Теорема 4. Пусть Qn — произвольный многочлен степени n с единичным старшим ко-

эффициентом и s > 0, а L = L(Qn, s) — определяемая ими лемниската. Тогда для произволь-

ной точки z ∈ D∞ и δ > 0 оптимальным методом в (1.1) является функционал (4.4); для

произвольной точки z ∈ D0 и δ > 0 — функционал (4.5).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим случай z ∈ D∞. Для произвольного многочлена
Pn ∈ Pn функция φ := Pn/Qn аналитическая и ограниченная в D∞, непрерывная в замыка-
нии D∞. Следовательно, она восстанавливается в области D∞ интегралом Пуассона по границе
области L :

φ(z) =

∫

L

PD∞
(z, ζ)φ(ζ) |dζ|.

Тогда для произвольной функции fδ ∈ C(L), удовлетворяющей неравенству ‖Pn − fδ‖C(L) ≤ δ,
имеем

Pn(z)−ΘD∞
fδ =

∫

L

PD∞
(z, ζ)

Qn(z)

Qn(ζ)
(Pn(ζ)− fδ(ζ)) |dζ|.

Учитывая, что на лемнискате |Qn(ζ)| ≡ s и равенство

∫

L
PD∞

(z, ζ) |dζ| ≡ 1, получаем оценку

|Pn(z) −ΘD∞
fδ| ≤

∫

L

PD∞
(z, ζ)

∣

∣

∣

Qn(z)

Qn(ζ)

∣

∣

∣
|Pn(ζ)− fδ(ζ)| |dζ| ≤ s−1|Qn(z)|δ.

Отсюда и из утверждения теоремы 3 имеем цепочку соотношений

En(L, z; δ) ≤ Un(ΘD∞
, z; δ) ≤ s−1|Qn(z)|δ = En(L, z; δ).

Следовательно, функционал (4.4) является оптимальным методом в (1.1). Первая часть тео-
ремы 4 доказана.

Аналогичная оценка при z ∈ D0 показывает справедливость и второй части утверждения
теоремы 4. Для произвольной точки z ∈ D0,j справедливо

∣

∣Pn(z)−ΘD0,j
fδ
∣

∣ ≤

∫

Lj

PD0,j
(z, ζ) |Pn(ζ)− fδ(ζ)| |dζ| ≤ δ.

Теорема 4 доказана.

Отметим, что в случае, когда компакт является лемнискатой, экстремальный многочлен
не зависит от точки экстраполяции. Вследствие этого с помощью теоремы 3 можно получить
два утверждения.

Из теорем 1 и 3 вытекает утверждение теоремы A. Пусть L = L(Qn, s) — лемниската,
определяемая многочленом Qn с единичным старшим коэффициентом и числом s > 0. Тогда
s = ‖Qn‖C(L). Используя равенства (2.2) и (4.2), получим

τn(L) = lim
z→∞

|z|nκ−1
n (L, z) = lim

z→∞
|z|n‖Qn‖C(L)|Qn(z)|

−1 = ‖Qn‖C(L).

Таким образом многочлен Qn является многочленом Чебышёва степени n лемнискаты L. Вто-
рым утверждением является точное неравенство разных метрик.

Следствие 1. Пусть V — компакт комплексной плоскости и V ⊂ D∞; X(V ) — банахова

решетка функций, определенных на V, содержащая пространство многочленов Pn, наделен-

ная нормой ‖ · ‖X . Тогда справедливо неравенство

‖Pn‖X ≤ s−1‖Qn‖X ‖Pn‖C(L), Pn ∈ Pn. (4.6)

Неравенство (4.6) обращается в равенство на полиномах cQn, c ∈ C.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя свойства нормы пространства X, из (1.5) для произ-
вольного компакта K получаем неравенство

‖Pn‖X ≤ ‖κn(K, ·)‖X‖Pn‖C(K), Pn ∈ Pn.

В случае лемнискаты по теореме 3 имеем ‖κn(L, ·)‖X = s−1‖Qn‖X . Точность неравенства (4.6)
проверяется подстановкой многочлена Qn.

Следствие 1 доказано.

Обозначим через γr окружность с центром в точке нуль радиуса r. Для произвольного
натурального n окружность γr является лемнискатой многочлена En(z) = zn, а именно γr =
L(En, r

n). Соответственно, как прямое следствие из теорем 3 и 4 получаем решение задач
оптимальной экстраполяции многочленов с окружности.

Следствие 2. Для произвольных точки z ∈ C и δ > 0 справедливы равенства

κn(γR, z) = max
{

1; r−n|z|n
}

;

En(γR, z; δ) = ωn(γR, z; δ) = max
{

1; r−n|z|n
}

δ, δ > 0.

Экстремальными многочленами являются константы при |z| < r и многочлены cr−nzn,
|c| = δ при |z| > r, и только они.

Для произвольной точки z, |z| > r, и δ > 0 оптимальным методом в (1.1) является

функционал

Θ∞f =
1

2π

ρn

rn

2π
∫

0

(ρ2 − r2)ein(τ−t)

ρ2 − 2rρ cos(τ − t) + r2
f(reit) dt, z = ρeiτ ;

для произвольной точки z, |z| < r, и δ > 0 — функционал

Θ0f =
1

2π

2π
∫

0

r2 − ρ2

ρ2 − 2rρ cos(τ − t) + r2
f(reit) dt, z = ρeiτ .

З а м е ч а н и е 2. Из теорем 2 и 4 вытекает равенство величин оптимальной экстрапо-
ляции для разных компактов

En(I, x; δ) = En(χn+1, x; δ) = En(L(Tn, τn(I)), x; δ), x ∈ R \ I.

При этом для каждого компакта оптимальным методом будет интерполяция по сетке χn+1, но
для лемнискаты L(Tn, τn(I)) оптимальным является еще один, принципиально другой метод —
интеграл пуассоновского типа (близкий оптимальный метод восстановления ранее был описан
в статье [15]).
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