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Известно несколько эквивалентных определений класса полугрупп, которые мы называем прямоуголь-

ными полугруппами. Термин “прямоугольная полугруппа” будем использовать для обозначения прямых

произведений сингулярных полугрупп. Полугруппу называют сингулярной, если она является полугруп-

пой левых нулей или полугруппой правых нулей. Ранее было установлено характеристическое свойство

допускающих планарные графы Кэли ординальных сумм прямоугольных полугрупп. В настоящей ста-

тье приводятся характеристические свойства допускающих внешнепланарные графы Кэли ординальных

сумм прямоугольных полугрупп. Кроме того, проанализированы возможности их обобщения до обоб-

щенных внешнепланарных графов Кэли полугрупп в том же классе. А именно, доказано необходимое и

достаточное условие существования внешнеплоской или обобщенной внешнеплоской укладки графов Кэ-

ли ординальных сумм прямоугольных полугрупп. Подробно рассмотрен случай, когда графы Кэли таких

полугрупп оказываются обобщенными внешнепланарными, но не внешнепланарными. В работе рассмат-

риваются обобщенные внешнепланарные графы, охарактеризованные Иржи Седлачеком.
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Введение

В рамках данной статьи будем рассматривать конечные конечнопорожденные полугруп-
пы. Ординальные суммы полугрупп — математическое понятие, введенное Клиффордом. Они
используются для создания новой структуры полугруппы при объединении попарно не пересе-
кающихся полугрупп. Прежде ординальные суммы полугрупп активно изучались в контексте
треугольных норм [1]. Треугольные нормы T — это такие бинарные операции на единичном
отрезке [0, 1], что ([0, 1], T ) обладает структурой вполне упорядоченной абелевой полугруппы
с нейтральным элементом 1. Они играют важную роль во многих областях, например, таких
как вероятностные метрические пространства, многозначная логика, нечеткая логика, теория
принятия решений, статистика, неаддитивные меры и кооперативные игры. Более того, че-
рез ординальные суммы полугрупп можно определить унинормы [2] в виде особого класса
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операций ассоциативного агрегирования, которые одновременно обобщают как треугольные
нормы, так и треугольные конормы. Они полезны в таких областях, как теории принятия ре-
шений, синтеза информации, субъективных оценок, оптимизации и контроля, при построении
экспертных систем, нейронных сетей, моделировании нечетких схем, псевдоанализе и теории
меры, моделировании нечеткой математической морфологии, обработке изображений, в тео-
рии нечетких множеств и нечеткой логики в приближенных рассуждениях и во многих других
прикладных сферах.

Плоские группы перечислены давно [3], кроме того, в [4] охарактеризованы плоские правые
группы (прямые произведения групп на полугруппы правых нулей), в [5, с. 285] охарактеризо-
ваны плоские коммутативные полугруппы идемпотентов (полурешетки) и плоские полугруп-
пы Клиффорда с двумя группами (предпосылки к исследованию которых анонсировались на
конференции в [6], а с итоговым вариантом можно ознакомиться в монографии [5, с. 287],
вышедшей 11 лет спустя). В большинстве из этих случаев получить ограничение на внешне-
планарность достаточно просто. При этом поиск характеризации для всех плоских полугрупп
или хотя бы для плоских моноидов кажется безнадежной задачей. Что касается внешнепла-
нарных графов вообще и внешнепланарных графов Кэли полугрупп в частности, то они тесно
связаны с конечными автоматами и, будучи обобщенными, имеют множество ценных с прак-
тической точки зрения приложений [7]. Они используются в различных областях, таких как
информатика, символьные вычисления и теория кодирования. Исследование и характеристи-
ка орграфов, являющихся графами Кэли некоторых алгебраических структур, имеют долгую
историю, выходящую за рамки настоящей статьи. Изучение графов Кэли полугрупп обычно
включает в себя следующие три основных аспекта: описание графа Кэли данной полугруппы;
дан граф Кэли полугруппы, необходимо определить структуру или изучить свойства этой по-
лугруппы; нахождение или построение полугруппы, граф Кэли которой является заданным
графом. Понятие внешнепланарности в теории графов относится к графу, который можно на-
рисовать на плоскости таким образом, чтобы все его вершины принадлежали внешней грани,
а ребра не пересекались. Это свойство потенциально может иметь значение для визуализации,
анализа схем и применения графов Кэли полугрупп в различных областях.

Известно описание конечных свободных коммутативных полугрупп (см. теоремы 18, 36, 46
из обзора [8]), конечных свободных коммутативных полугрупп с нулем — теоремы 20, 37, 47 [8],
конечных свободных коммутативных моноидов с циклическими соотношениями — теоремы 19,
38, 48 [8], рассыпчатых полугрупп — теоремы 54, 39, 49 [8], прямых произведений циклических
моноидов — теорема 22 [8] и теоремы 1, 2 в [9], допускающих планарные, внешнепланарные или
обобщенные внешнепланарные графы Кэли соответственно. Активно изучаются мультипли-
кативные полугруппы классов вычетов по составному модулю с планарными графами Кэли.

В обзоре [8] мы дополнительно пранализировали вопросы планарности графов Кэли ор-
динальных сумм прямоугольных полугрупп, но остались не выясненными условия их внешне-
планарности и условия обобщенной внешнепланарности. В продолжение начатого ранее изу-
чения ординальных сумм прямоугольных полугрупп [11, с. 32, 46], имеющих планарные графы
Кэли (см. [8, теорема 55]), в настоящей статье найдены необходимые и достаточные условия,
при которых ординальные суммы прямоугольных полугрупп допускают внешнепланарные или
обобщенные внешнепланарные графы Кэли.

Ординальные суммы прямоугольных полугрупп играют важную роль в теории полугрупп.
Вместе с графами Кэли они используются для представления и анализа структуры полугрупп,
что в свою очередь имеет приложения в различных областях математики, включая алгебру,
теорию чисел, теорию графов и дискретную математику. Кроме того, ординальные суммы по-
лугрупп могут быть использованы для представления полугрупп идемпотентов, которые явля-
ются полурешеткой конечного числа полугрупп правых нулей. Это может быть использовано
для оценки числа ординальных сумм прямоугольных полугрупп, допускающих внешнепла-
нарные или обобщенные внешнепланарные графы Кэли. Таким образом, ординальные суммы
прямоугольных полугрупп имеют важное прикладное значение в теории полугрупп и могут
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быть использованы для решения различных задач в этой области. Однако стоит отметить,
что детальное изучение этих вопросов опирается на знания в области абстрактной алгебры,
теории полугрупп и теории графов.

Основные определения теории полугрупп можно почерпнуть в [11], а необходимые сведения
из теории графов — в [12]. Развернутые формулировки определений графов Кэли полугрупп и
связанных с ними вопросов планарности можно найти в [5]. Ординальной суммой попарно не
пересекающихся полугрупп Se, где e пробегает цепь P, называется полугруппа S =

⋃

e∈P Se, в
которой при e < f для любых a ∈ Se и b ∈ Sf действует правило умножения a · b = b · a = a,
а внутри полугрупп Se(e ∈ P ) сохраняется заданное на них умножение. Полугруппа назы-
вается сингулярной, если она является полугруппой левых нулей или полугруппой правых
нулей. Прямоугольной полугруппой называется полугруппа, изоморфная прямому произведе-
нию L × R, где L — конечная полугруппа левых нулей, а R — конечная полугруппа правых
нулей. Условимся в дальнейшем нижним индексом обозначать порядок сингулярных полу-
групп. Другими словами, полугруппа левых нулей Lli будет состоять из |Lli | = li элементов,
а полугруппа правых нулей Rri будет состоять из |Rri | = ri элементов. Тогда прямое произве-
дение (Lli ×Rri) содержит liri элементов, и в ординальной сумме прямоугольных полугрупп
(Lli ×Rri) ∪

(

Llj ×Rrj

)

находится liri + ljrj элементов. При обозначении элементов склады-
ваемых полугрупп будем использовать двойную индексацию: первый индекс указывает поряд-
ковый номер слагаемой прямоугольной полугруппы, а второй позволяет различать элемен-
ты перемножаемых сингулярных полугрупп (Lli ×Rri) = {(lik1 ; rik2) |1 ≤ k1 ≤ li, 1 ≤ k2 ≤ ri}.
Более того, договоримся слагаемые вида (L1 ×Rri) и (Lli ×R1) записывать кратко, в виде Rri

и Lli соответственно. При этом слагаемое (L1 ×R1) может быть записано как L1 или как R1.
Такая неоднозначность допустима в силу того, что L1 = R1.

Если относительно некоторого множества образующих полугруппы S ее граф Кэли явля-
ется (внешне)планарным, то говорим, что полугруппа S допускает (внешне)планарный граф

Кэли. Граф является обобщенным внешнепланарным тогда и только тогда, когда он не со-
держит подграфа, стягиваемого хотя бы к одному из графов Седлачека (см. Fig. 1 из [13]).
Топологически обобщенная внешняя планарность означает, что граф может быть нарисован
на плоскости без пересечений ребер так, что каждое ребро имеет хотя бы одну вершину, при-
надлежащую внешней грани. Аналогично граф является внешнепланарным тогда и только
тогда, когда он не содержит подграфа, стягиваемого к полному графу четвертого порядка K4

или к полному двудольному графу K2,3, содержащему две вершины в одной из долей и три
вершины в другой доле. Другими словами, подразбиения графов K4 и K2,3 тоже запрещены
в качестве подграфов внешнепланарных графов [12].

1. Основной результат

Теорема 1. Пусть S =
⋃

i∈P (Lli ×Rri)— ординальная сумма прямоугольных полугрупп,

где P — простая цепь. Тогда S допускает внешнепланарный граф Кэли тогда и только тогда,

когда выполнено хотя бы одно из следующих условий:

1) |P | = 1 и S = (Li ×Rj), где i ≥ 1 и 1 ≤ j ≤ 3;
2) |P | = 2 и выполнено хотя бы одно из условий

а) одна из компонент R1, а другая — (Li ×Rj), где i ≥ 1 и 1 ≤ j ≤ 2;
б) одна из компонент R2, а другая — (Li ×Rj), где 1 ≤ i ≤ 2 и j = 1, причем если R2

является большей, то, возможно, i = 2 и j = 2;
в) одна из компонент L2, либо (L2 ×R2) является меньшей, а другая — (Li ×Rj),

где 1 ≤ i ≤ 2, j = 1 или i = 1, j = 2, причем если L2 бо́льшая, то, возможно,

1 ≤ i ≤ 2, j = 2;
г) меньшая из компонент (Li ×Rj), где i = 2, 1 ≤ j ≤ 2, а бо́льшая — R1 или R2,

или L2, причем если R1 бо́льшая, то, возможно, i ≥ 2, 1 ≤ j ≤ 3.
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3) |P | = 3 и две из компонент одноэлементные, а третья — (Li ×Rj), где i = 2, 1 ≤ j ≤ 2
для меньшей или для средней компоненты, а 1 ≤ i ≤ 2, j = 1 для большей.

Теорема 2. Пусть S =
⋃

i∈P (Lli ×Rri)— ординальная сумма прямоугольных полугрупп,

где P — простая цепь. Тогда S допускает обобщенный внешнепланарный граф Кэли тогда и

только тогда, когда выполнено хотя бы одно из следующих условий:

1) |P | = 1 и S = (Li ×Rj), где i ≥ 1 и 1 ≤ j ≤ 4;
2) |P | = 2 и выполнено хотя бы одно из условий

а) одна из компонент R1, а другая — (Li ×Rj), где i ≥ 1 и 1 ≤ j ≤ 3;
б) одна из компонент R2, а другая — (Li ×Rj), где i ≥ 1, j = 1 или 1 ≤ i ≤ 2, j = 2;
в) одна из компонент L2, либо (L2 ×R2) является меньшей, а другая — (Li ×Rj),

где i ≥ 1, j = 1 или 1 ≤ i ≤ 2, j = 2;
г) меньшая из компонент (Li ×Rj), где i ≥ 2, j = 1 или i = 2, j = 2, а бо́льшая R1

или R2, или L2, причем если R1 бо́льшая, то, возможно, i ≥ 2, 1 ≤ j ≤ 4;

3) |P | = 3 и выполнено хотя бы одно из условий

а) две из компонент одноэлементные, а третья — (Li ×Rj), где i ≥ 2, j = 1 или

i = 2, j = 2 для меньшей или для средней компоненты, а i ≥ 1, j = 1 или 1 ≤ i ≤ 2,
j = 2 для бо́льшей;

б) полугруппа S = R1 ∪ L2 ∪ L2 либо S = L2 ∪ R1 ∪ L2, либо S = L2 ∪ L2 ∪ R1, либо

S = (L2 ×R2) ∪R1 ∪ L2, либо S = (L2 ×R2) ∪ L2 ∪R1;

4) |P | = 4 и все компоненты одноэлементные L1.

Д о к а з а т е л ь с т в о теорем 1 и 2. Для одновременного доказательства теорем 1 и 2
представим список ординальных сумм прямоугольных полугрупп, допускающих планарный
граф Кэли. Выберем из этого списка отдельно полугруппы, допускающие внешнепланарный
граф Кэли, отнесем их к условиям в теореме 1. И отдельно выберем полугруппы, допуска-
ющие обобщенный внешнепланарный граф Кэли, отнесем их к условиям в теореме 2. Пусть
S — ординальная сумма прямоугольных полугрупп. Из теоремы 55 [8] вытекает, что тогда S

допускает планарный граф Кэли, если и только если выполняется хотя бы одно из следующих
условий:

1) S = (Li ×Rj), где 1 ≤ j < 5, i ≥ 1;
2) а) S = R1 ∪ (Li ×Rj) либо S = (Li ×Rj) ∪R1 (1 ≤ j ≤ 3, i ≥ 1);

б) S = R2 ∪ (Li ×Rj) (1 ≤ j ≤ 2, i ≥ 1) либо S = (Li ×Rj) ∪R2 (j = 3, i ≥ 2);
в) S = (Li ×Rj) ∪ L2 либо S = L2 ∪ (Li ×Rj), либо S = (L2 ×R2) ∪ (Li ×Rj)

(1 ≤ j ≤ 2, i ≥ 1 или j = 3, i = 1), либо S = (Li ×Rj) ∪ L2 (j = 3, i ≥ 2);
г) S = (Li ×Rj) ∪ R1 либо S = (Li ×Rj) ∪ R2, либо S = (Li ×Rj) ∪ L2

(1 ≤ j ≤ 4, i ≥ 2);
3) а) S = (Li ×Rj) ∪ R1 ∪ R1 (1 ≤ j ≤ 4, i ≥ 2) либо S = R1 ∪ (Li ×Rj) ∪ R1

(1 ≤ j ≤ 3, i ≥ 2), либо S = R1 ∪R1 ∪ (Li ×Rj) (1 ≤ j ≤ 2, i ≥ 1);
б) S = R1 ∪ S2 ∪ L2 либо S = S2 ∪ R1 ∪ L2, либо S = R1 ∪ L2 ∪ S2, либо S = R1 ∪

(L2 ×R2) ∪ S2, либо S = S2 ∪ L2 ∪ R1, либо S = S2 ∪ (L2 ×R2) ∪ R1, либо S =
L2 ∪ R1 ∪ S2, либо S = (L2 ×R2) ∪ R1 ∪ S2, либо S = L2 ∪ S2 ∪ R1 , либо S =
(L2 ×R2) ∪ S2 ∪R1 (S2 = R2 или S2 = L2);

в) S = L2 ∪ L2 ∪ L2 либо S = (L2 ×R2) ∪ L2 ∪ L2;
4) а) S = L2 ∪ L1 ∪ L1 ∪ L1 либо S = L1 ∪ L2 ∪ L1 ∪ L1, либо S = L1 ∪ L1 ∪ L2 ∪ L1, либо

S = L1 ∪ L1 ∪ L1 ∪ L2, либо S = L1 ∪ L1 ∪ L1 ∪ L1;
б) S = (L2 ×R2) ∪ L1 ∪ L1 ∪ L1 либо S = L1 ∪ (L2 ×R2) ∪ L1 ∪ L1, либо S = L1 ∪ L1 ∪

(L2 ×R2) ∪ L1.
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Проанализируем каждый случай отдельно на предмет внешнепланарности и обобщен-
ной внешнепланарности графа Кэли соответствующей полугруппы. Минимальное множество
неразложимых образующих определяется не единственным образом, поэтому при необходимо-
сти будем указывать одну из оптимальных возможностей с точностью до автоморфизма.

С л у ч а й 1. При |P | = 1 полугруппа S является прямоугольной. Основа графа Кэли
полугруппы S представляет собой дизъюнктное объединение i экземпляров полных графов Kj

порядка j, которые для любого i ≥ 1 являются внешнепланарными при 1 ≤ j ≤ 3 и являются
обобщенными внешнепланарными при 1 ≤ j ≤ 4, но не являются внешнепланарными при
j = 4, так как содержат подграф, гомеоморфный K4.

С л у ч а й 2a. При |P | = 2 полугруппы R1 ∪ (Li ×R1) и (Li ×R1) ∪ R1 основой своих
графов Кэли при любом i ≥ 1 имеют звезду K1,i, являющуюся как внешнепланарной, так
и обобщенной внешнепланарной. Полугруппы R1 ∪ (Li ×R2) и (Li ×R2) ∪ R1 основой своих
графов Кэли при любом i ≥ 1 имеют сумму пустого графа O1 с паросочетаниями, состоящими
из i попарно не пересекающихся ребер, являющуюся внешнепланарной, а следовательно, и
обобщенной внешнепланарной. Напомним, что в отличие от объединения графов, при их сло-
жении объединенное множество ребер дополняется новыми ребрами, соединяющими каждую
вершину первого слагаемого с каждой вершиной второго слагаемого. Поэтому полугруппы
R1 ∪ (Li ×R3) и (Li ×R3) ∪R1 основой своих графов Кэли при любом i ≥ 1, имеющие сумму
пустого графа O1 с i циклами третьего порядка K3, допускают обобщенный внешнепланарный,
но не внешнепланарный граф Кэли, так как содержат K4 в качестве подграфа.

С л у ч а й 2б. Полугруппы R2 ∪ (Li ×R1) и (Li ×R1) ∪ R2 основой своих графов Кэли
при любом i ≥ 1 имеют сумму полного графа K2 второго порядка c грудой Oi, т. е. с пустым
графом порядка i. Такие графы при любом i ≥ 1 являются обобщенными внешнепланарными
и внешнепланарными при 1 ≤ i ≤ 2. Для i ≥ 3 в основе графа Кэли появляется подграф,
гомеоморфный полному двудольному графу K2,3, содержащему две вершины в одной доле и
три вершины в другой доле, следовательно, она не будет внешнепланарной.

Полугруппы R2 ∪ (L1 ×R2) и (L1 ×R2) ∪ R2 основой своих графов Кэли имеют в точ-
ности полный граф K4 четвертого порядка, следовательно, графы являются обобщенными
внешнепланарными, но не внешнепланарными.

Полугруппа R2 ∪ (L2 ×R2) не допускает внешнепланарный граф Кэли, так как основой
ее графа Кэли является сумма K2 с (O2 ×K2), содержащая K4 в качестве подграфа, но тем
не менее данный граф оказывается обобщенным внешнепланарным. А основа графа Кэли
полугруппы S = (L2 ×R2) ∪R2 = ({l11, l12} × {r11, r12}) ∪ ({l21} × {r21, r22}) относительно ми-
нимального множества образующих допускает внешнеплоскую и, следовательно, обобщенную
внешнеплоскую укладку, изображенную на рис. 1. Важно, что такая укладка достигается имен-
но относительно минимального множества образующих {(l11; r11) , (l12; r12) , (l21; r21) , (l21; r22)}.
Нет необходимости включать элементы (l11; r12) и (l12; r11) во множество образующих, так как
имеют место равенства (l11; r12) = (l11; r11)(l12; r12) и (l12; r11) = (l12; r12)(l11; r11) в полугруп-
пе S.

Рис. 1. Внешнеплоская укладка основы графа Кэли полугруппы (L2 ×R2) ∪ R2 относительно мини-
мального множества образующих.
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Рис. 2. Подграфы Седлачека.

Основа графа Кэли полугруппы (Li ×R2) ∪ S относительно минимального множества об-
разующих для S = R2 либо S = L2 из п. 2в при любом i ≥ 3 содержит G8 в качестве подгра-
фа. Подграфы Седлачека (см. рис. 2) здесь и в дальнейшем будем описывать перечислением
маршрутов между вершинами в обозначениях [13, Fig. 1]. А именно, в основе графа Кэли
полугруппы (Li ×R2) ∪ S для S = R2 либо S = L2 из п. 2в при любом i ≥ 3 присутствуют
следующие вершины: v1 = (l21; r21), v2 = (l11; r12), v3 = (l12; r11), v4 = (l13; r12), v5 = (l11; r11),
v6 = (l21; r22), v7 = (l13; r11) при S = R2 либо v6 = (l22; r21) при S = L2.

Основа графа Кэли полугруппы S ∪ (Li ×R2) относительно минимального множества об-
разующих для S = R2 либо S = L2 из п. 2в при любом i ≥ 3 содержит G1 в качестве
подграфа. А именно, в основе графа Кэли этой полугруппы присутствуют следующие вер-
шины: v1 = (l23; r21), v2 = (l23; r22), v3 = (l11; r11), v4 = (l22; r21), v5 = (l22; r22), v6 = (l11; r12),
v7 = (l21; r21), v8 = (l21; r22) при S = R2 либо v6 = (l12; r11) при S = L2.

Основа графа Кэли полугруппы (Li ×R3) ∪ R2 относительно минимального множества
образующих при любом i ≥ 2 содержит G5 в качестве подграфа, восстановленного на сле-
дующих вершинах: v1 = (l21; r22), v2 = (l12; r11), v3 = (l21; r21), v4 = (l11; r12), v5 = (l11; r11),
v6 = (l11; r13). В самом деле, множество неразложимых образующих рассматриваемой по-
лугруппы содержит элементы x1 = v4, x2 = v6, x3 = v2, при этом выполнены следующие
равенства: v1x1 = v4, v1x3 = v2, v1x2 = v6, v3x3 = v2, v3x1 = v4, v3x2 = v6, v4x3 = v5, v6x3 = v5.

С л у ч а й 2в. Основы графов Кэли полугрупп (L1 × Rj) ∪ L2 и L2 ∪ (L1 × Rj) являют-
ся суммой графов Kj + O2, следовательно, внешнепланарны при 1 ≤ j ≤ 2. Основы графов
Кэли полугруппы (L2 ×R1) ∪ L2 и L2 ∪ (L2 ×R1) являются суммой O2 + O2, поэтому тоже
внешнепланарны. С основой (L2 ×R2) ∪ L2 ситуация иная, так как неочевидно минимальное
множество неразложимых образующих, относительного которого выдерживается внешнепла-
нарность. Укажем это множество: {(l11; r11) , (l12; r12) , (l21; r21) , (l22; r21)}; оставшиеся элемен-
ты полугруппы раскладываются в произведения образующих: (l11; r11) (l12; r12) = (l11; r12) и
(l12; r12) (l11; r11) = (l12; r11).

Здесь и в дальнейшем приведенное множество образующих формируется по следующему
алгоритму. 1) Относим все элементы из полугруппы с наибольшим порядковым номером ко
множеству образующих, поскольку они неразложимы и в результате умножения элементов
большего множества на элементы из меньшего множества получаются элементы в меньшем
множестве, а не в большем. 2) Поочередно включаем во множество образующих новые элемен-
ты, не разложимые в произведение ранее включенных. 3) Если граф Кэли рассматриваемой
полугруппы относительно выбранной системы образующих не является (обобщенным) внеш-
непланарным, то выбираем следующее приведенное множество в цикле, пока есть выбор либо
пока не появится (обобщенная) внешнепланарность.

Основа графа Кэли полугруппы L2 ∪ (L2 ×R2) допускает обобщенную внешнеплоскую
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Рис. 3. Обобщенная внешнеплоская уклад-
ка основы графа Кэли полугруппы L2 ∪
(L2 × R2) относительно минимального множест-
ва образующих.

Рис. 4. Обобщенная внешнеплоская укладка
основы графа Кэли полугруппы (L2 × R2) ∪
(L2 ×R2) относительно минимального множест-
ва образующих.

укладку, приведенную на рис. 3, но содержит K2,3 в качестве подграфа, поэтому не является
внешнепланарной.

В основах графов Кэли полугрупп (Li × R1) ∪ L2 и L2 ∪ (Li × R1) лежит сумма груд
Oi + O2 = Ki,2, содержащая полный двудольный граф K2,3 при i ≥ 3, следовательно, для
i ≥ 3 графы Кэли полугрупп (Li × R1) ∪ L2 и L2 ∪ (Li × R1) не внешнепланарны, тем не
менее допускают обобщенную внешнеплоскую укладку. А в основе графа Кэли полугруппы
(Li × R2) ∪ L2 при i ≥ 3 обнаруживается подграф G8, аналогичный описанному в п. 2б для
полугруппы (Li × R2) ∪ R2 при i ≥ 3. И в основе графа Кэли полугруппы L2 ∪ (Li × R2)
при i ≥ 3 обнаруживается подграф G1, аналогичный описанному в п. 2б для полугруппы
R2 ∪ (Li ×R2) при i ≥ 3.

Основы графов Кэли полугрупп (L1 ×R3) ∪ L2 и L2 ∪ (L1 ×R3) являются суммой графов
K3 + O2, у которых множества вершин V (O2) = {v1, v4} и V (K3) = {v2, v3, v5} в обозначе-
ниях с рис. 2, поэтому они изоморфны графу G10, следовательно, не являются обобщенно
внешнепланарными. Основы графов Кэли полугрупп (L2 ×R2) ∪ R1 и (L2 ×R2) ∪ L2 явля-
ются подграфом графа полугруппы (L2 ×R2) ∪ R2, изображенного на рис. 1, следовательно,
тоже внешнепланарны. Обобщенная внешнеплоская укладка основы графа Кэли полугруппы
(L2 × R2) ∪ (L2 × R2) представлена на рис. 4. Этот граф содержит K2,3, восстановленный на
вершинах {(l11; r11) , (l12; r12)} в одной доле и на вершинах {(l21; r21) , (l21; r22) , (l22; r21)} — в
другой, следовательно, не является внешнепланарным.

Обобщенная внешнеплоская укладка основы графа Кэли полугруппы (L2 ×R2) ∪ (Li ×R1)
представлена на рис. 5. Для любого i ≥ 3 этот граф содержит K2,3, восстановленный на верши-
нах {(l11; r11) , (l12; r12)} в одной доле и на вершинах {(l21; r21) , (l22; r21) , (l2i; r21)} — в другой,
следовательно, не является внешнепланарным.

Относительно минимального множества неразложимых образующих в основе графа Кэли
полугруппы (L2 × R2) ∪ (L3 × R2) обнаруживается подграф G1 на вершинах v1 = (l21; r21),
v2 = (l21; r22), v3 = (l11; r11), v4 = (l22; r21), v5 = (l22; r22), v6 = (l12; r12), v7 = (l23; r21),
v8 = (l23; r22). В основе графа Кэли полугруппы (L2 × R2) ∪ (L1 × R3) обнаруживается под-

Рис. 5. Обобщенная внешнеплоская укладка основы графа Кэли полугруппы (L2 × R2) ∪ (Li ×R1) для
i ≥ 3 относительно минимального множества образующих.
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граф G10 на вершинах v1 = (l11; r11), v2 = (l21; r21), v3 = (l21; r22), v4 = (l12; r12), v5 = (l21; r23).
А в основе графа Кэли полугруппы (Li × R3) ∪ L2 при любом i ≥ 2 обнаруживается под-
граф G5 на вершинах v1 = (l22; r21), v2 = (l12; r12), v3 = (l21; r21), v4 = (l11; r11), v5 = (l11; r12),
v6 = (l11; r13). Следовательно, эти полугруппы не допускают даже обобщенные внешнепланар-
ные графы Кэли.

С л у ч а й 2г. Основа графа Кэли полугруппы (Li ×R1) ∪R1 при любом i ≥ 2 является
суммой Oi +O1 = Ki,1, т. е. внешнеплоской звездой.

Минимальным множеством образующих полугруппы (Li ×R2) ∪R1 при i ≥ 2 может быть
выбрано множество {(l11; r11) , (l12; r12) , . . . , (l1i; r12) , (l21; r21)}. Схема внешнеплоской укладки
основы графа Кэли полугруппы (Li ×R2) ∪R1 при i ≥ 2 относительно этого множества обра-
зующих представлена на рис. 6. Аналогичным образом формируется внешнеплоская укладка
основы графа Кэли полугруппы (Li ×R3) ∪ R1 при i ≥ 2 относительно минимального мно-
жества образующих с тем лишь отличием, что вместо паросочетаний в первом слагаемом
ординальной суммы появляются полные графы третьего порядка и с первым из таких тре-
угольников инцидентно два ребра, одним из своих концов имеющих вершину (l21; r21). Для
основы графа Кэли полугруппы (Li ×R4) ∪R1 при i ≥ 2 относительно минимального множе-
ства образующих {(l11; r11) , (l11; r12) , (l12; r13) , (l12; r14) , . . . , (l1i; r13) , (l1i; r14) , (l21; r21)} можно
получить обобщенную внешнеплоскую укладу, но при любом выборе множества образующих
на вершинах {(l11; r11) , (l11; r12) , (l11; r13) , (l11; r14)} обнаруживается подграф, гомеоморфный
графу K4, следовательно, граф не является внешнепланарным.

Основа графа Кэли полугруппы (Li ×R1) ∪ S, где S ∈ {L2, R2}, является суммой гра-
фов Oi + G, где G ∈ {O2,K2}, и допускает обобщенную внешнеплоскую укладку для любого
натурального i ≥ 2, но при i ≥ 3 содержит K2,3 в качестве подграфа, следовательно, при
i ≥ 3 не является внешнепланарной. Представленную на рис. 1 внешнеплоскую укладку осно-
вы графа Кэли полугруппы (L2 ×R2) ∪ R2 можно продолжить на случай (Li ×R2) ∪ S, где
S ∈ {L2, R2} при i ≥ 2. Но для i ≥ 3 в этом графе обнаруживается подграф, стягиваемый к
графу G4 на вершинах v1 = (l11; r12), v2 = (l11; r11), v3 = (l21; r21), v4 = (l12; r11), v5 = (l21; r22),
v6 = (l12; r12), v7 = (l13; r11), v8 = (l13; r12) при S = R2 либо v5 = (l22; r21) при S = L2. Поэтому
при i ≥ 3 этот граф не является обобщенным внешнепланарным и, следовательно, не является
внешнепланарным.

Основа графа Кэли полугруппы (Li ×R3) ∪ S, где S ∈ {L2, R2}, при i ≥ 3 содержит под-
граф, как в предыдущем абзаце, стягиваемый к G4, а при i = 2 содержит подграф, стягивае-
мый к G5 на вершинах v1 = (l11; r11), v2 = (l11; r13), v3 = (l11; r12), v4 = (l21; r21), v5 = (l12; r13),
v6 = (l21; r22) при S = R2 либо v6 = (l22; r21) при S = L2. Поэтому при i ≥ 2 этот граф не
является обобщенным внешнепланарным и, следовательно, не является внешнепланарным.

С л у ч а й 3а. Основа графа Кэли полугруппы (Li ×R1) ∪R1 ∪R1, равно как полугрупп

Рис. 6. Схема внешнеплоской укладки основы графа Кэли полугруппы (Li ×R2) ∪R1 при i ≥ 2 отно-
сительно минимального множества образующих.
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R1 ∪ (Li ×R1) ∪R1 и R1 ∪R1 ∪ (Li ×R1), является суммой графов Oi +K2, поэтому допускает
внешнеплоскую укладку при i = 2 и допускает обобщенную внешнеплоскую укладку при i ≥ 3.
Заметим, что основа графа Кэли полугруппы (Li ×Rj) ∪ R1 ∪ R1 изоморфна основе графа
Кэли полугруппы (Li ×Rj) ∪ R2 при любых допустимых i ≥ 2 и 1 ≤ j ≤ 4, поэтому имеет
внешнеплоскую укладку и обобщенную внешнеплоскую укладку при тех же условиях, что и в
случае 2г: для i ≥ 3 и 4 ≥ j ≥ 2 содержит подграф, стягиваемый к G4, а для i = 2 и 4 ≥ j ≥ 3
содержит подграф, стягиваемый к G5.

Внешнеплоская укладка основы графа Кэли полугруппы R1 ∪ (L2 ×R2) ∪ R1 относитель-
но минимального множества образующих {(l11; r11) , (l21; r22) , (l22; r21) , (l31; r31)} представле-
на на рис. 7.

Относительно минимального множества образующих в основе графа Кэли полугруппы
R1 ∪ (Li ×Rj) ∪ R1 при i ≥ 3 и 3 ≥ j ≥ 2 обнаруживается стягиваемый к графу G1 подграф
на вершинах v1 = (l21; r22), v2 = (l21; r21), v3 = (l11; r11), v4 = (l22; r22), v5 = (l22; r21), v6 =
(l31; r31), v7 = (l23; r21), v8 = (l23; r22), а в основе графа Кэли полугруппы R1 ∪ (L2 ×R3) ∪R1 —
стягиваемый к графу G10 подграф на вершинах v1 = (l31; r31), v2 = (l11; r11), v3 = (l21; r23), v4 =
(l21; r22), v5 = (l21; r21). Следовательно, этот граф не является обобщенным внешнепланарным
и не является внешнепланарным.

Основа графа Кэли полугруппы R1 ∪R1 ∪ (Li ×R2) при 1 ≤ i ≤ 2 допускает обобщенную
внешнеплоскую укладку, изображенную на рис. 8, но содержит подграф K4 на множестве
вершин {(l11; r11) , (l21; r21) , (l31; r31) , (l31; r32)}, следовательно, этот граф не является внешне-
планарным. Для i ≥ 3 в качестве подграфа в рассматриваемом графе обнаруживается G1 на
вершинах v1 = (l31; r31), v2 = (l31; r32), v3 = (l11; r11), v4 = (l32; r31), v5 = (l32; r32), v6 = (l21; r21),
v7 = (l33; r31), v8 = (l33; r32), следовательно, при i ≥ 3 данный граф не является не только
внешнепланарным, но не является и обобщенным внешнепланарным.

С л у ч а й 3б. Основа графа Кэли полугруппы R1 ∪ R2 ∪ L2 является суммой полного
графа третьего порядка и пустого графа второго порядка, K3 + O2, которая изоморфна гра-
фу G10 с вершинами v1 = (l31; r31), v2 = (l21; r21), v3 = (l11; r11), v4 = (l32; r31), v5 = (l21; r22).

Основа графа Кэли полугруппы R1 ∪ L2 ∪ L2 изоморфна сумме простой цепи третье-
го порядка с пустым графом второго порядка, P3 + O2, которая имеет обобщенную внеш-
неплоскую укладку, но содержит подграф, гомеоморфный графу K4 на множестве вер-
шин {(l11; r11) , (l21; r21) , (l22; r21) , (l31; r31) , (l32; r31)}, следовательно, не является внешнепла-
нарным.

Основа графа Кэли полугруппы R2 ∪ R1 ∪ L2 является суммой полного графа третьего
порядка и пустого графа второго порядка, K3 + O2, которая изоморфна графу G10 с вер-
шинами v1 = (l31; r31), v2 = (l11; r11), v3 = (l11; r12), v4 = (l32; r31), v5 = (l21; r21). Ос-
нова графа Кэли полугруппы L2 ∪ R1 ∪ L2 изоморфна сумме простой цепи третьего по-
рядка с пустым графом второго порядка, P3 + O2, которая имеет обобщенную внешне-
плоскую укладку, но содержит подграф, изоморфный графу K2,3 на множестве вершин
{(l11; r11) , (l12; r11) , (l21; r21) , (l31; r31) ,(l32; r31)}, следовательно, не является внешнепланар-

Рис. 7. Внешнеплоская укладка основы графа
Кэли полугруппы R1 ∪ (L2 ×R2) ∪ R1 относи-
тельно минимального множества образующих.

Рис. 8. Внешнеплоская укладка основы графа
Кэли полугруппы R1 ∪ R1 ∪ (L2 ×R2) относи-
тельно минимального множества образующих.
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ным. Заметим, что K4 из предыдущего абзаца в нем тоже присутствует, но на других вер-
шинах.

Основа графа Кэли полугруппы R1 ∪ L2 ∪ R2 является суммой полного графа третьего
порядка и пустого графа второго порядка, K3 + O2, которая изоморфна графу G10 с вер-
шинами v1 = (l22; r21), v2 = (l31; r32), v3 = (l11; r11), v4 = (l21; r21), v5 = (l31; r31). Основа
графа Кэли полугруппы R1 ∪ L2 ∪ L2 рассматривалась выше, она изоморфна сумме простой
цепи третьего порядка с пустым графом второго порядка, P3 +O2, которая имеет обобщенную
внешнеплоскую укладку, но содержит подграф, изоморфный графу K2,3 на множестве вершин
{(l11; r11) , (l21; r21) , (l22; r21)} в одной доле и {(l31; r31) , (l32; r31)} в другой, следовательно, не
является внешнепланарным.

Основа графа Кэли полугруппы R1 ∪ (L2 ×R2) ∪ S, где S ∈ {L2, R2}, содержит подграф G5

на вершинах v1 = (l22; r22), v2 = (l22; r21), v3 = (l11; r11), v4 = (l32; r31), v5 = (l21; r21), v6 =
(l31; r31) при S = L2 либо v4 = (l31; r32) при S = R2, следовательно, данный граф не является
обобщенным внешнепланарным.

Основа графа Кэли полугруппы R2 ∪ L2 ∪ R1 содержит подграф G10 на вершинах
v1 = (l21; r21), v2 = (l11; r11), v3 = (l31; r31), v4 = (l22; r21), v5 = (l11; r12), а осно-
ва графа Кэли полугруппы L2 ∪ L2 ∪ R1 cодержит подграф K2,3 на множестве вершин
{(l21; r21) , (l22; r21) , (l31; r31)} в одной доле и на множестве вершин {(l11; r11) , (l12; r11)} в дру-
гой доле. Следовательно, первый граф не является обобщенным внешнепланарным, а второй
не является внешнепланарным, тем не менее допускает обобщенную внешнеплоскую укладку,
будучи изоморфным сумме графов O2 +O2 +O1.

Основа графа Кэли полугруппы S ∪ (L2 ×R2) ∪R1, где S ∈ {L2, R2}, относительно мини-
мального множества образующих содержит подграф, стягиваемый к графу G10 на вершинах
v1 = (l21; r21), v2 = (l11; r11), v3 = (l12; r11), v4 = (l22; r22), v5 = (l31; r31) при S = L2 либо
v3 = (l11; r12) при S = R2. Причем вершины v2 и v3 в случае S = L2 несмежные, но каждая из
них соединена ребром с вершиной (l22; r21). Следовательно, анализируемый граф не является
обобщенным внешнепланарным и не является внешнепланарным.

Основа графа Кэли полугруппы L2 ∪ R1 ∪ R2 является суммой графов O2 + K3 и изо-
морфна графу G10 на вершинах v1 = (l11; r11), v2 = (l21; r21), v3 = (l31; r32), v4 = (l12; r11),
v5 = (l31; r31). А основа графа Кэли полугруппы L2 ∪R1 ∪ L2 является суммой графов P3 +O2,
имеет обобщенную внешнеплоскую укладку, но содержит K2,3 в качестве подграфа на верши-
нах из множества {(l11; r11) , (l21; r21) , (l12; r11)} в одной доле и на вершинах из множества
{(l31; r31) , (l32; r31)} в другой.

Основа графа Кэли полугруппы (L2 ×R2) ∪ R1 ∪ R2 относительно минимального мно-
жества образующих содержит подграф G10 на вершинах v1 = (l11; r11), v2 = (l21; r21),
v3 = (l31; r32), v4 = (l12; r12), v5 = (l31; r31), следовательно, не является обобщенным внеш-
непланарным. А основа графа Кэли полугруппы (L2 ×R2) ∪ R1 ∪ L2 допускает обобщенную
внешнеплоскую укладку, представленную на рис. 9, но в качестве подграфа содержит K2,3 на
множестве вершин {(l11; r11) , (l21; r21) , (l12; r12) , (l31; r31) , (l32; r31)}, следовательно, не являет-
ся внешнепланарным.

Рис. 9. Внешнеплоская укладка основы графа Кэли полугруппы (L2 ×R2) ∪ R1 ∪ L2 относительно
минимального множества образующих.
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Вершины, на которых восстанавливается подграф G10

в графе Кэли полугруппы S

Полугруппа S v1 v2 v3 v4 v5
L2 ∪ L1 ∪ L1 ∪ L1 (l12; r11) (l31; r31) (l41; r41) (l11; r11) (l21; r21)
L1 ∪ L2 ∪ L1 ∪ L1 (l22; r21) (l31; r31) (l41; r41) (l21; r21) (l11; r11)
L1 ∪ L1 ∪ L2 ∪ L1 (l32; r31) (l21; r21) (l41; r41) (l31; r31) (l11; r11)
L1 ∪ L1 ∪ L1 ∪ L2 (l42; r41) (l21; r21) (l31; r31) (l41; r41) (l11; r11)
(L2 ×R2) ∪ L1 ∪ L1 ∪ L1 (l12; r12) (l31; r31) (l41; r41) (l11; r11) (l21; r21)
L1 ∪ (L2 ×R2) ∪ L1 ∪ L1 (l22; r22) (l31; r31) (l41; r41) (l21; r21) (l11; r11)
L1 ∪ L1 ∪ (L2 ×R2) ∪ L1 (l32; r32) (l21; r21) (l41; r41) (l31; r31) (l11; r11)

Основа графа Кэли полугруппы L2 ∪ R2 ∪ R1 представляет собой сумму O2 + K3, изо-
морфную графу G10 на вершинах v1 = (l11; r11), v2 = (l21; r21), v3 = (l21; r22), v4 = (l12; r11),
v5 = (l31; r31), а основа графа Кэли полугруппы L2 ∪ L2 ∪ R1, как было показано выше, до-
пускает обобщенную внешнеплоскую укладку, но не является внешнепланарной. Наконец, ос-
нова графа Кэли полугруппы (L2 ×R2) ∪ R2 ∪ R1 изоморфна основе графа Кэли полугруп-
пы (L2 ×R2) ∪ R1 ∪ R2, поэтому приводит нас к тому же выводу с тем лишь отличием, что
G10 обнаруживается на вершинах v1 = (l11; r11), v2 = (l21; r21), v3 = (l21; r22), v4 = (l12; r12),
v5 = (l31; r31). Аналогично, основа графа Кэли полугруппы (L2 ×R2) ∪ L2 ∪ R1 изоморфна
основе графа Кэли полугруппы (L2 ×R2) ∪ R1 ∪ L2 с тем лишь отличием, что подграф K2,3

обнаруживается на множестве вершин {(l11; r11) , (l21; r21) , (l12; r12) , (l31; r31) , (l22; r21)}.

С л у ч а й 3в. Основа графа Кэли полугруппы S ∪ L2 ∪ L2, где S ∈ {L2, (L2 ×R2)},
содержит подграф, стягиваемый к графу G10 на вершинах v1 = (l22; r21), v2 = (l12; r11), v3 =
(l32; r31), v4 = (l21; r21), v5 = (l11; r11) для S = L2 либо v2 = (l12; r12) для S = (L2 ×R2).
Причем вершины v2 и v5 несмежные, но каждая из них соединена ребром с вершиной (l31; r31).
Таким образом, оба графа в данном случае не являются обобщенными внешнепланарными и,
следовательно, не являются внешнепланарными.

С л у ч а и 4а и 4б. Основа графа Кэли полугруппы L1 ∪ L1 ∪ L1 ∪ L1 представляет собой
полный граф четвертого порядка K4, следовательно, эта полугруппа допускает обобщенный
внешнепланарный, но не допускает внешнепланарный граф Кэли. Основа графа Кэли каждой
из оставшихся семи полугрупп относительно минимального множества образующих содержит
подграф G10. Соответствующие вершины, на которых восстанавливается G10, приведем в свод-
ной таблице выше.

Таким образом, указанные полугруппы не допускают обобщенный внешнепланарный граф
Кэли и, следовательно, не допускают внешнепланарный граф Кэли.

Теоремы 1 и 2 доказаны.

Заметим, что класс ординальных сумм прямоугольных полугрупп имеет непустое пере-
сечение с классом рассыпчатых полугрупп. Например, если взять ординальную сумму од-
ноэлементных сингулярных полугрупп, то ее можно представить и как ординальные суммы
прямоугольных полугрупп. Результаты, полученные в данной работе, не перекрываются ре-
зультатами, полученными ранее.

Сопоставив утверждения теорем 1 и 2, как следствие получаем характеристическое свой-
ство ординальных сумм прямоугольных полугрупп, допускающих обобщенный внешнепланар-
ный, но не допускающих внешнепланарный граф Кэли.

Следствие 1. Пусть S =
⋃

i∈P (Lli ×Rri) — ординальная сумма прямоугольных полу-

групп, где P — простая цепь. Тогда S допускает обобщенный внешнепланарный, но не допус-

кает внешнепланарный граф Кэли тогда и только тогда, когда выполнено хотя бы одно из

следующих условий:

1) |P | = 1 и S = (Li ×R4), где i ≥ 1;
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2) |P | = 2 и выполнено хотя бы одно из условий

а) одна из компонент R1, а другая — (Li ×R3), где i ≥ 1;
б) одна из компонент R2, а другая — (Li ×Rj), где i ≥ 3 и j = 1 или i = 1 и j = 2,

причем если R2 меньшая, то дополнительно возможно i = 2 и j = 2;
в) одна из компонент L2, либо (L2 ×R2) является меньшей, а другая — (Li ×Rj),

i ≥ 3, j = 1, либо i = 2, j = 2 в случае, когда L2 или (L2 ×R2) меньшая ;
г) меньшая из компонент (Li ×Rj), где i ≥ 3, j = 1, а бо́льшая — R2 либо L2, причем

если R1 бо́льшая, то возможно i ≥ 2, j = 4.

3) |P | = 3 и выполнено хотя бы одно из условий

а) две из компонент одноэлементные, а третья — (Li ×R1), где i ≥ 3;
б) полугруппа S = R1 ∪ L2 ∪ L2, либо S = L2 ∪ R1 ∪ L2, либо S = L2 ∪ L2 ∪ R1, либо

S = (L2 ×R2) ∪R1 ∪ L2, либо S = (L2 ×R2) ∪ L2 ∪R1;

4) |P | = 4 и все компоненты одноэлементные L1.

Заключение

В работе рассмотрены ординальные суммы прямоугольных полугрупп. С помощью поня-
тия основы графа проведено исследование возможности внешнеплоской и обобщенной внеш-
неплоской укладки графа Кэли таких полугрупп. Получены представления всех ординальных
сумм прямоугольных полугрупп, допускающих обобщенный внешнепланарный граф Кэли. По-
дробно рассмотрен случай, когда графы Кэли таких полугрупп оказываются обобщенными
внешнепланарными, но не внешнепланарными. Как упоминалось выше, классы полугрупп,
для которых характерна планарность графов Кэли, могут быть естественными кандидатами
на получение характеристического свойства (обобщенной) внешней планарности. Еще один ин-
тересный вопрос — перечислить полугруппы, допускающие вершинно-внешнепланарные гра-
фы Кэли, т. е. графы, которые становятся внешнепланарными после удаления некоторой вер-
шины. Класс вершинно-внешнепланарных графов является минорно-замкнутым классом, на-
ходится между внешнепланарными и планарными графами, все его 57 запрещенных миноров
известны [14].
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