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В работе рассматривается проблема построения аппроксимаций для широкого класса несобственных
задач выпуклого программирования (НЗ ВП). Исходная задача с противоречивой системой ограничений
погружается в параметрическое семейство разрешимых моделей ВП, где параметром служит норма невяз-
ки функций ограничений. Минимальное значение параметра, при котором допустимое множество задачи
становится непустым, определяет оптимальную коррекцию НЗ ВП. Для решения задачи коррекции при-
меняется один из классических методов регуляризации некорректных экстремальных задач — метод ста-
билизирующих функций (метод Тихонова). При этом исходная задача с ограничениями вначале сводится
к проблеме безусловной минимизации некоторой штрафной функции. Вместо обычных функций внешнего
штрафа в работе используется метод внутренних (барьерных) функций. Конструктивные особенности ба-
рьерных функций могут дать определенные преимущества при численной реализации метода коррекции.
В статье формулируются условия разрешимости задач, возникающих на различных этапах предлагаемого
метода коррекции, исследуются вопросы согласования параметров процесса, обеспечивающих требуемую
сходимость. Подробно изучаются возможности метода при работе с возмущенными данными.
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Введение

При математическом моделировании процессов принятия оптимальных решений в различ-
ных сферах человеческой деятельности нередко возникают задачи с особенностями, которые
не имеют решений в обычном смысле данного понятия. Распространенными примерами по-
добных задач служат постановки с противоречивой системой ограничений. Такая ситуация
является обычной в практике экономико-математического моделирования в случаях, когда
пытаются учесть завышенные требования к качеству решений, когда имеются жесткие ре-
сурсные ограничения, когда исходная информация об исследуемой системе является неполной
и неточной.
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Математические модели с противоречивыми ограничениями составляют важнейший класс
так называемых несобственных задач математического программирования (НЗ МП), которые
были введены в рассмотрение академиком И.И.Ереминым в начале 1980-х годов. Так, в слу-
чае выпуклой оптимизации по определению (см. [1; 2]) под несобственной понимается задача
выпуклого программирования (ВП), для которой не выполняются классические соотношения
двойственности, что, как правило, и является следствием несовместности системы ограниче-
ний. В силу своего распространения и значения для теории и практики методов оптимизации
несобственные задачи стали важным объектом научного исследования (см. работы [3–11]).
При этом в основном рассматриваются различные процедуры коррекции НЗ МП, т. е. преоб-
разования такой модели в разрешимую задачу. Так, конкретная НЗ МП может погружаться в
параметрическое семейство разрешимых задач МП, в котором затем отыскивается оптималь-
ная относительно значения параметра модель (оптимальная коррекция). Решение последней
задачи принимается за обобщенное (аппроксимационное) решение исходной НЗ. Существуют
и другие подходы к коррекции НЗ МП, например, связанные с выбором максимально совмест-
ных подсистем несовместных систем ограничений (см. [12; 13]).

Одной из основных причин возникновения несовместности в задачах МП являются погреш-
ности в задании информации, описывающей анализируемую постановку. В свою очередь моде-
ли с возмущенными входными данными представляют собой объект развитой теории неустой-
чивых (некорректных) задач оптимизации. Поэтому при исследовании НЗ МП естественным
образом могут быть использованы идеи регуляризации некорректных экстремальных задач,
лежащие в основе стандартных методов — таких как метод Тихонова, методы невязки и ква-
зирешений (см. [14;15]). В данной статье при построении алгоритмов нахождения обобщенного
решения НЗ ВП используется структура наиболее распространенного подхода к регуляриза-
ции, а именно, метода стабилизирующих функций (метода Тихонова). Отметим, что рассмат-
риваемый способ коррекции НЗ МП исследовался в работах [11; 16; 17].

Метод Тихонова применительно к задачам МП основан на сведении оптимизационной за-
дачи с ограничениями к задаче параметрической безусловной минимизации. Обычно для этой
цели в качестве нового критерия оптимизации используются варианты функции внешнего
штрафа (см. [18–20]). Отличие данной работы состоит в применении для агрегации ограниче-
ний идеи метода внутреннего штрафа (метода барьерных функций). По сравнению с внешними
штрафными функциями барьерная функция выделяется более высокой степенью гладкости,
что позволяет выбирать при ее численной минимизации алгоритмы с повышенной эффек-
тивностью. Среди немногих публикаций, в которых рассматривался регуляризованный метод
барьерных функций для коррекции НЗ МП, отметим работы [21;22].

В статье ниже представлен регуляризованный вариант метода обобщенной обратной ба-
рьерной функции для нахождения аппроксимационного решения НЗ ВП. Формулируются
условия разрешимости задач, возникающих на различных этапах метода. Исследуются об-
щие вопросы сходимости, особое внимание уделяется согласованию управляющих параметров
процесса (штрафного коэффициента, параметров регуляризации и коррекции ограничений),
приведению их к единому параметру. Подробно изучаются возможности метода при работе с
возмущенными данными.

1. Несобственная задача ВП и ее коррекция

Рассмотрим задачу ВП
min{f0(x) | x ∈ X}, (1)

где X = {x | f(x) ≤ 0}, f(x) = [f1(x), . . . , fm(x)], fi(x) — выпуклые функции, определенные на
R
n (i = 0, 1, . . . ,m).

Пусть (1) — НЗ ВП, у которой X = ∅. Основной шаг в исследовании подобных задач
составляет их коррекция. Под коррекцией НЗ будем понимать ее аппроксимацию в некото-
ром классе разрешимых задач. При этом в структуру модели стараются внести минимальные
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правки, привести ее к виду, типичному для данного класса и затем привлечь для дальнейшего
анализа известные методы исследования подобных задач.

Одним из распространенных подходов к коррекции НЗ ВП является ее погружение в класс
параметрических задач вида min{f0(x) | x ∈ Xσ}, где Xσ = {x | fi(x) ≤ σ, i = 1,m}, σ ∈ R

1
+.

Определим параметр σ̄ = min{σ | Xσ 6= ∅} и задачей оптимальной коррекции для НЗ ВП (1)
назовем задачу

min{f0(x) | x ∈ Xσ̄}. (2)

Очевидно, что вместо скалярного параметра σ̄ можно взять векторный ξ̄ ∈ R
m
+ из условия

ξ̄ = argmin
{
‖ξ = [ξ1, . . . , ξm] ‖p | Xξ = {x | fi(x) ≤ ξi, i = 1,m

}
6= ∅}, (3)

где ‖ · ‖p — символ некоторой векторной нормы, например, евклидовой (p = 2). Заметим, что
σ̄ из (2) является частным случаем (3), когда ‖ · ‖p = ‖ · ‖∞ — чебышевская норма вектора
ξ̄ = [σ̄, . . . , σ̄] ∈ R

m
+ : ‖ξ̄‖∞ = max

1≤i≤m
|ξ̄i| = σ̄.

Обозначим X̃∞ = Argmin ‖f+(x)‖∞. Пусть x̃ ∈ X̃∞, σ̃ = ‖f+(x̃)‖∞. Так как f+
i (x̃) ≤

‖f+(x̃)‖∞ (i = 1,m), то x̃ ∈ Xσ̃ и для x̄ ∈ Xσ̄ имеем

σ̃ ≥ σ̄ = min{σ | Xσ 6= ∅} ≥ max
1≤i≤m

f+
i (x̄) = ‖f+(x̄)‖∞ ≥ ‖f+(x̃)‖∞ = σ̃.

Таким образом, задачу оптимальной коррекции (2) можно записать в виде

min{f0(x) | fi(x) ≤ σ̄, i = 1,m}, (4)

где σ̄ = min
x

‖f+(x)‖∞.

2. Разрешимость задачи оптимальной коррекции

Остановимся на проблеме существования обобщенного решения НЗ ВП (1) (оптимального
плана задачи (4)). Очевидно, что для разрешимости (4) необходимо следующее:

1) Xσ̄ 6= ∅; 2) ∃x̄ ∈ Xσ̄ : f0(x̄) ≤ f0(x) (∀x ∈ Xσ̄).

Вначале приведем пример НЗ ВП, которая не имеет обобщенных решений в силу того, что
Xσ̄ = ∅.

П р и м е р 1. Рассмотрим задачу (1) в пространстве x = [x1, x2] ∈ R
2, у которой X = {x |

f1(x) ≤ 0, f2(x) ≤ 0}, где f1(x) = 2x1 − x2, f2(x) = x2. Очевидно, X = ∅. Также здесь пусто и
множество X̄∞ = Argmin

x
‖f+(x)‖∞, поскольку инфимум γ = inf ‖f+(x)‖∞ = 0 не достигается

и тем самым величина σ̄ не определяется.

Сформулируем для задачи (1) следующее условие.

У с л о в и е Y1 (γ̄-ограниченности; см. [2, § 27]). Существуют индексы i1, . . . , iq ∈ 1,m,
для которых множество S γ̄ = {x | fis(x) ≤ γ̄, s = 1, q} непусто и ограничено для некоторого
γ̄ > 0.

Теорема 1. Если для НЗ ВП (1) выполнено условие Y1, то задача оптимальной коррек-

ции (4) разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим:

F (x) = ‖f+(x)‖∞ = max
1≤i≤m

f+
i (x), F1(x) = max

1≤s≤q
f+
is
(x),

F2(x) = max
i 6=is

f+
i (x), Mγ̄ = {x | F1(x) ≤ γ̄}.
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Очевидно, что Mγ̄ = S γ̄ и, следовательно, Mγ̄ — непустое ограниченное множество. Пусть
Nγ̄ = Arg min

x∈Mγ̄

F2(x), x̄ ∈ Nγ̄ и max
i 6=is

f+
i (x̄) = γ̄1. Выберем число γ̄2 ≥ max{γ̄, γ̄1} и рассмотрим

множество M = {x | F (x) ≤ γ̄2} = Mγ̄2 ∩ {x | fi(x) ≤ γ̄2, i ∈ 1,m, i 6= is}. В силу ограни-
ченности S γ̄ множества Mγ̄2 и M будут также ограничены. Функция F (x) выпукла и неот-
рицательна для x ∈ R

m, поэтому существует γ′ = inf F (x), γ′ ≥ 0. Пусть F (xk) ց γ′ (k → ∞).
Можно считать, что xk ∈ M0 = {x | F (x) ≤ F (x̄)} (∀k). Так как M0 — компактное множество,
то существует x̃ — предельная точка для {xk} (k → ∞), при этом F (x̃) = lim

k→∞
F (xk) = γ′, т. е.

γ′ = F (x̃) = minF (x), x̃ ∈ X̄∞ = Argmin ‖f+(x)‖∞. Полагая σ̄ = ‖f+(x̃)‖∞, имеем Xσ̄ 6= ∅.
Окончательно разрешимость задачи (4) следует из ограниченности Xσ̄ и выпуклости f0(x). �

Следствие 1. Если в НЗ ВП (1) хотя бы одна функция-ограничение fi(x) (i ∈ 1,m) силь-

но выпуклая (см. [15]), то справедлива теорема 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из того факта, что у сильно выпуклой функции fi(x)
множество Mi(y) = {x | fi(x) ≤ fi(y)} выпукло, замкнуто и ограничено для любого y ∈ R

n. �

З а м е ч а н и е 1. Исходная задача (1) может иметь обобщенные решения и без выпол-
нения условия Y1.

П р и м е р 2. Пусть задача (1) в пространстве x = [x1, x2] ∈ R
2 имеет вид: min{f0(x) |

f1(x) ≤ 0, f2(x) ≤ 0}, где f0(x) — некоторая выпуклая функция двух переменных, f1(x) =
−x1+x2−2, f2(x) = x1−x2+4. Здесь X = {x | fi(x) ≤ 0, i = 1, 2} = ∅, σ̄ = min

x
‖f+(x)‖∞ = 1,

Xσ̄ = {x | −x1 + x2 = 3}. Очевидно, что Xσ̄ — неограниченное множество и разрешимость
задачи оптимальной коррекции для (1) будет зависеть от вида функции f0(x). Так, для f0(x) =
x1 данная задача решения не имеет, тогда как для f0(x) = x1 + x22 обобщенным решением
НЗ ВП будет вектор x∗ = [−1.5, 1.5].

Сформулируем для задачи (1) следующее условие.

У с л о в и е Y2. Существует число c ≥ 0 такое, что множество M0(c) = {x | f0(x) ≤ c}
непусто и ограничено.

Теорема 2. Пусть для НЗ ВП (1) выполнено условие Y2. Если в задаче (4) Xσ̄ 6= ∅, то

эта задача разрешима.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из выпуклости функции f0(x) и условия Y2 следует ограни-
ченность множества M0(c) для любого c, если M0(c) 6= ∅. Пусть x̄ — произвольная точка из
Xσ̄, c = f0(x̄). Обозначим Xc

σ̄ = Xσ̄ ∩M0(c). Так как Xc
σ̄ — непустое выпуклое ограниченное

множество, то существует x∗ = arg min
x∈Xc

σ̄

f0(x). Отсюда следует x∗ ∈ Xσ̄, f0(x
∗) ≤ f0(x̄), т. е.

x∗ — решение задачи (4). �

Следствие 2. Если в задаче (1) f0(x) — сильно выпуклая функция, то для задачи (1)
выполнено условие Y2.

Пусть в задаче (4) величина σ̄ определена приближенно с точностью α > 0. Тогда наряду
с (4) возникает задача

min{f0(x) | fi(x) ≤ σ̄ + α, i = 1,m}. (5)

Если в (4) множество Xσ̄ непусто и ограничено, то таким же будет и множество Xσ̄+α для
любого α > 0. Справедливо следующее утверждение.

Лемма 1. Пусть для НЗ ВП (1) множество Xσ̄ непусто и ограничено, x̄ — обобщенное

решение задачи (1) и f0(x̄) = f̄ . Тогда задача (5) разрешима для любого α > 0 в некоторых

точках xα, при этом lim
α→0

f0(xα) = f̄ и каждая предельная точка последовательности xαk

при αk ց 0 будет обобщенным решением задачи (1).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть f̄k = f0(xαk
), xαk

∈ Xσ̄+αk
, 0 < αk+1 < αk < . . . < α0.

Так как Xσ̄ ⊂ Xσ̄+αk+1
⊂ Xσ̄+αk

⊂ . . . ⊂ Xσ̄+α0
, то f̄ ≥ f̄k+1 ≥ f̄k. Числовая последова-

тельность {f̄k} возрастает при αk ց 0 и ограничена сверху, поэтому существует число f̃ , для
которого lim

k→∞
f̄k = f̃ , где f̄ ≥ f̃ . Последовательность {xαk

} лежит в ограниченном множе-

стве Xσ̄+α0
. Обозначим через x̃ ее предельную точку при αk ց 0. Тогда x̃ ∈ Xσ̄ и справедливо

lim
αkց0

f̄k = lim
αkց0

f0(xαk
) = f0(x̃) ≥ f̄ ≥ f̃ = lim

αkց0
f̄k.

Таким образом,

lim
αk→0

f̄k = f̄ . (6)

Лемма доказана. �

З а м е ч а н и е 2. Особо отметим, что лемма 1 охватывает распространенный важный
случай, когда Xσ̄ = {x̄} и имеет место сходимость lim

αk→0
xαk

= x̄.

Лемма 2. Пусть в задаче (4) множество Xσ̄ непусто и ограничено, f̄k = min{f0(x) | x ∈
Xσ̄+αk

}. Существует константа L > 0 такая, что

0 ≤ f̄ − f̄k ≤ Lαk (k = 1, 2, . . .). (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. На функцию f̄α = min{f0(x) | x ∈ Xσ̄+α} можно смотреть как
на функцию чувствительности (см. [23]) ϕ(α) для задачи (4): ϕ(α) = min{f0(x) | fi(x) − σ̄ ≤
α, i = 1,m}, α ∈ R

1
+. Легко проверить, что ϕ(α) — выпуклая функция на R

1
+. Известно

(см., например, [15, § 4.6, теорема 6]), что выпуклая функция является липшицевой на любом
ограниченном подмножестве своей области определения. Поэтому существует число L > 0,
для которого |f̄α2

− f̄α1
| ≤ L |α2 − α1| (∀α1, α2 ∈ [0, α0]), откуда и следует (7). �

Рассмотрим регуляризованную задачу (5)

min{Fβ(x) = f0(x) + β ‖x‖2 | fi(x) ≤ σ̄ + α, i = 1,m}. (∗)

Так как Fβ(x) — сильно выпуклая на R
n функция, то задача (∗) разрешима для любых α > 0,

β > 0 в единственной точке xα,β.

Лемма 3. Пусть X∗
σ̄ 6= ∅, где X∗

σ̄ — множество решений задачи (4). Если в задаче (∗)
α ց 0, β = β(α) → 0,

α

β(α)
→ 0, то lim

α→0
xα,β(α) = x̄0, где x̄0 = argmin{‖x‖ | x ∈ X∗

σ̄}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть α = αk ց 0, βk = β(αk) → 0,
αk

βk
→ 0 (k → ∞). Так

как xk = xαk ,βk
∈ Xσ̄+αk

⊂ Xσ̄+α0
, то {xk} — ограниченная последовательность при k → ∞,

и пусть x̃ — ее предельная точка. Очевидно, x̃ ∈ Xσ̄, f0(x̃) ≥ f̄ . Так как x̄0 ∈ Xσ̄ ⊂ Xσ̄+αk
, то

f0(xk)+βk ‖xk‖2 ≤ f̄+βk ‖x̄0‖2. Отсюда следует f0(x̃) ≤ f̄ , а также ‖xk‖2−‖x̄0‖2 ≤
f̄ − f0(xk)

βk
≤

f̄ − f̄k
βk

, где f̄k — из (7). Таким образом, f0(x̃) = f̄ , а с учетом (7) и единственности x̄0 в (4)

имеем

‖x̃‖2 ≤ ‖x̄0‖2 + L
αk

βk
(k = 1, 2, . . .); lim

k→∞
xk = x̄0. �

3. Метод регуляризованной барьерной функции в анализе НЗ ВП

При практическом нахождении обобщенного решения НЗ ВП (1) обычно сводят задачу (4)
к эквивалентной постановке безусловной минимизации, агрегируя ограничения с помощью
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некоторой штрафной функции Φ(x, r), чаще всего вида Φ(x, r) = f0(x) + r
m∑
i=1

(fi(x) − σ̄)+
p
,

r > 0, p ≥ 1. Недостатком этой функции “внешнего” штрафа является отсутствие диффе-
ренцируемости в случае гладких функций fi(x), что ограничивает выбор численного алго-
ритма ее минимизации. Более удобной с этой точки зрения будет обратная барьерная функ-
ция (“внутреннего” штрафа), которая в применении к разрешимой задаче ВП (1) с X0 ≡
{x | fi(x) < 0, i = 1,m} 6= ∅ образует задачу

inf
x∈X0

{
B0(x, ε) = f0(x)− ε

m∑

i=1

1

fi(x)
, ε > 0

}
.

Если inf
x∈X0

B0(x, ε) = B∗
ε = B0(xε, ε), то можно ожидать, что при определенных условиях

B∗
ε → f∗, ρ(xε,X∗) → 0 (ε → 0), где f∗ — оптимальное значение задачи (1), X∗ — множе-

ство решений (1), ρ(z,X∗) = inf
x∗∈X∗

‖z − x∗‖.
Для задачи (4) аналогичная барьерная функция имела бы вид

B(x, ε) = f0(x) + ε
m∑

i=1

1

σ̄ − fi(x)
, ε > 0.

Но у задачи (4) множество внутренних точек X0
σ̄ = {x | fi(x) < σ̄, i = 1,m} заведомо пусто,

поэтому представляется естественным в задаче inf B(x, ε) вместо множества X0
σ̄ взять его при-

ближение X0
σ̄+α = {x | fi(x) < σ̄ + α, i = 1,m; α > 0}, которое непусто для любого α > 0.

Таким образом, метод обратной барьерной функции для нахождения обобщенного решения
НЗ ВП (1) будет иметь вид

inf
x∈X0

σ̄+α

{
B(x, q) = f0(x) +

m∑

i=1

ε

σ̄ + α− fi(x)

}
, q = [ε, α] > 0.

Одной из распространенных причин возникновения НЗ является приближенный характер
информации об исходной модели. Точность задания функций задачи во многом определяет
особенности постановки и анализа рассматриваемой проблемы, в частности, требуется принять
особые меры для обеспечения устойчивости получаемых решений. Этой цели могут служить
идеи стандартных методов регуляризации из теории некорректных оптимизационных задач,
таких как метод стабилизирующих функций (метод Тихонова; см. [14]).

Применительно к задаче оптимальной коррекции (4) данный метод заключается в нахож-
дении последовательности точек x∗δ , для которых

Tδ(x
∗
δ) ≤ t∗δ + γ(δ), (8)

где Tδ(x) = f δ
0 (x) + r Pδ(x) + βΩ(x) — функция Тихонова, t∗δ = inf

x∈Rn
Tδ(x), Pδ(x) — некоторая

функция штрафа за нарушение ограничений задачи (4), например, Pδ(x) =
m∑
i=1

(f δ
i (x)− σ̃δ)+

p
,

p ≥ 1, f δ
i (x) — приближения для fi(x), i = 0, 1, . . . ,m; σ̃δ = inf

x
‖f δ+(x)‖∞; Ω(x) — стабилизатор

(см. [15]) задачи (неотрицательная выпуклая функция на R
n, для которой множество Лебега

Qc = {x | Ω(x) ≤ c} ограничено при любых Qc 6= ∅), γ(δ) — точность минимизации функции
Tδ(x), r > 0 — штрафной коэффициент, β > 0 — параметр регуляризации, δ ≥ 0 — пара-
метр погрешности. Требуется найти условия сходимости метода (8) при δ → 0 и взаимосвязь
параметров γ, r, β, δ.

Применяемая ниже модификация метода регуляризации содержит в задаче (8) вместо
Pδ(x) функцию барьеров

bδ(x, α) =
m∑

i=1

1

σ̄ + α− f δ
i (x)

, α > 0.
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Рассмотрим вначале случай, когда в Tδ(x) все функции fi(x) заданы точно, т. е. в (8) δ = 0. В
качестве Ω(x) определим функцию Ω(x) = ‖x‖2.

Исследуем связь между проблемой оптимальной коррекции (4) и задачей (8) в виде

inf
x∈X0

σ̄+α

{
T (x, q) = f0(x) +

m∑

i=1

ε

σ̄ + α− fi(x)
+ β ‖x‖2

}
, q = [ε, α, β] > 0. (9)

Теорема 3. Пусть в задаче (4) множество X∗
σ̄ = {x ∈ Xσ̄ | f0(x) = f̄ = min

x∈Xσ̄

f0(x)}
непусто и ограничено; в задаче (9) q = qk = [εk, αk, βk] > 0, Tk(x) = T (x, qk), где

εk → 0, αk ց 0, βk → 0,
εk
αk

→ 0 (k → ∞). (10)

Тогда lim
k→∞

inf
x∈X0

σ̄+αk

Tk(x) = f̄ . Если дополнительно к условиям (10)

αk

βk
→ 0,

εk
αk βk

→ 0 (k → ∞), (11)

то lim
k→∞

x̄k = x̄0, где x̄k = arg min
x∈X0

σ̄+αk

Tk(x), x̄0 = argmin{‖x‖ | x ∈ X∗
σ̄}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Функция Tk(x) — сильно выпуклая на множестве Xσ̄+α0
. На

каждом множестве Xσ̄+αk
она достигает минимума в единственной точке x̄k = arg min

x∈Xσ̄+αk

Tk(x).

Из теории выпуклого анализа известно (см., например, [15, § 5.18]) следующее условие регу-
лярности: если f(x) — выпуклая функция, X — выпуклое множество из R

n с непустой внут-
ренностью X0, то

min
x∈X

f(x) = inf
x∈X0

f(x).

Применяя это условие в задаче (9), получим inf
x∈X0

σ̄+αk

Tk(x) = min
x∈Xσ̄+αk

Tk(x) = Tk(x̄k). Так

как x̄0 ∈ Xσ̄, то σ̄ + αk − fi(x̄0) ≥ αk > 0 и, следовательно,
1

σ̄ + αk − fi(x̄0)
<

1

αk
(i = 1,m).

Оценим

f̄αk
= min

x∈Xσ̄+αk

f0(x) < f0(x̄k) + βk ‖x̄k‖2 < Tk(x̄k) = min
x∈Xσ̄+αk

Tk(x) ≤ Tk(x̄0)

= f̄ + βk ‖x̄0‖2 +
m∑

i=1

εk
σ̄ + αk − fi(x̄0)

< f̄ + βk ‖x̄0‖2 +m
εk
αk

. (12)

Отсюда с учетом (10) и (6) получаем lim
k→∞

Tk(x̄k) = f̄ . Далее из (12) следует

f̄αk
+ βk ‖x̄k‖2 ≤ f0(x̄k) + βk ‖x̄k‖2 < f̄ + βk ‖x̄0‖2 +m

εk
αk

. (13)

Принимая во внимание (7), из (13) имеем ‖x̄k‖2 ≤ ‖x̄0‖2 +L
αk

βk
+m

εk
αk βk

, что в силу условий

теоремы дает lim
k→∞

‖x̄k‖ ≤ ‖x̄0‖, ‖x̃‖ = ‖x̄0‖, где x̃ — предельная точка {x̄k} при k → ∞. Из

единственности решения x̄0 вытекает lim
k→∞

x̄k = x̃ = x̄0. �

Пример последовательностей εk, αk, βk, удовлетворяющих условиям теоремы 3: εk =
1/k2, αk = 1/k, βk = 1/

√
k.

З а м е ч а н и е 3. В методе (9) величины εk, αk, βk тесно связаны соотношениями (10),
(11). Исходя из этой связи, можно построить единый управляющий параметр, обеспечивающий
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сходимость метода. Это построение будет зависеть от выбора за основу одного из параметров
εk, αk или βk. В частности, если выбрать εk, то метод (9) превратится в задачу

inf
x∈X0

σ̄+
√

εk

{
T1(x, εk) = f0(x) +

m∑

i=1

εk
σ̄ +

√
εk − fi(x)

+ 4
√
εk ‖x‖2

}
, εk > 0, εk ց 0 (k → ∞). (∗)ε

Если отталкиваться от αk, получаем задачу

inf
x∈X0

σ̄+αk

{
T2(x, αk) = f0(x) +

m∑

i=1

α2
k

σ̄ + αk − fi(x)
+

√
αk ‖x‖2

}
, αk > 0, αk ց 0 (k → ∞). (∗)α

Заметим также, что выбор единого параметра в задачах (∗)ε и (∗)α не является однознач-
ным. Так, наряду с T2(x, αk) можно рассматривать

T̃2(x, αk) = f0(x) +
m∑

i=1

α
3/2
k

σ̄ + αk − fi(x)
+ α

1/4
k ‖x‖2, αk > 0.

Применим один из этих методов, а именно (∗)ε, к анализу задачи (5) в случае, когда величи-
на оптимальной коррекции σ̄ в (4) определяется приближенно с точностью ᾱ > 0. Обозначим
σ̄ + ᾱ = σ̃. Согласно лемме 1 ограниченность множества Xσ̄ влечет разрешимость задачи

min{f0(x) | x ∈ Xσ̃ = {x | fi(x) ≤ σ̃, i = 1,m}. (14)

Сформулируем для задачи (14) вариант метода Тихонова с применением функции T1(x, εk) =
T̃k(x). Пусть задана числовая последовательность εk > 0, εk ց 0 (k → ∞), Xk = Xσ̃+

√
εk .

Функция T̃k(x) — сильно выпуклая по x на выпуклом замкнутом множестве X0, поэтому для
любого натурального k существует единственная точка x̃k = arg min

x∈Xk

T̃k(x).

Теорема 4. Пусть в задаче (4) множество Xσ̄ непусто и ограничено. Решения задач

(∗)ε и (14) при ε = εk связаны следующими соотношениями:

1) f̃k < T̃ ∗
k < f̃ + 4

√
εk (‖x̃0‖+m); 2) lim

k→∞
T̃ ∗
k = f̃ ; 3) lim

k→∞
x̃k = x̃0,

где T̃ ∗
k = min

x∈Xk

T̃k(x), f̃ и f̃k — оптимальные значения задач (14) и min
x∈Xk

f0(x) соответственно,

x̃0 — нормальное решение задачи (14).

Д о к а з а т е л ь с т в о данного утверждения будет опущено; его можно провести, сле-
дуя схеме обоснования теоремы 3.

4. Множители Лагранжа в задаче оптимальной коррекции

Общеизвестна фундаментальная роль теории двойственности в математическом програм-
мировании. Она порождает новые средства исследования математических моделей, оценивает
эффективность алгоритмов решения задач оптимизации. Эта теория позволяет проводить глу-
бокий экономико-математический анализ моделируемых экономических систем.

Для задачи оптимальной коррекции (4) запишем функцию Лагранжа Lσ̄(x, λ) = f0(x) +
m∑
i=1

λi(fi(x) − σ̄), λ = [λ1, . . . , λm] ≥ 0. Предположим, что множество X∗
σ̄ × Λ∗

σ̄ седловых точек

функции Lσ̄(x, λ) в области R
n ×R

m
+ непусто. При этом задача (4) будет разрешима в точках

x∗ ∈ X∗
σ̄, а седловые точки [x∗, λ∗], где λ∗ ∈ Λ∗

σ̄ — вектор множителей Лагранжа (вектор
двойственных оценок), будут удовлетворять следующим условиям Куна — Таккера:

Lσ̄(x
∗, λ∗) ≤ Lσ̄(x, λ

∗) (∀x ∈ R
n), λ∗

i (fi(x
∗)− σ̄) = 0 (i = 1,m). (15)
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Условия (15) будут выполняться, например, в случаях (см. [2]): a) fi(x) — линейные функции,
i = 1,m, f0(x) — выпуклая функция; b) f0(x) — выпуклая функция, fi(x) — выпуклые кусоч-
но-линейные функции, i = 1,m.

Оценим влияние множителей Лагранжа λ∗
i на сходимость метода коррекции (9).

Теорема 5. Пусть [x∗, λ∗] ∈ X∗
σ̄ × Λ∗

σ̄. Тогда

f̄ − α ‖λ∗‖1 + 2
√
ε

m∑

i=1

√
λ∗
i < inf

x∈X0
σ̄+α

T (x, q) < f̄ + β ‖x∗‖2 +m
ε

α
, (16)

где T (x, q) = f0(x) +
m∑
i=1

ε

σ̄ + α− fi(x)
+ β ‖x‖2, q = [ε, α, β] > 0, f̄ = f0(x

∗).

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом неравенств в (12) проверки требует лишь левое нера-

венство в (16). Пусть x′ ∈ X0
σ̄+α. Из условий (15) следует f0(x

′) ≥ f̄+
m∑
i=1

λ∗
i (σ̄−fi(x

′)). Поэтому

T (x′, q) = f0(x
′) +

m∑

i=1

ε

σ̄ + α− fi(x′)
+ β ‖x′‖2

≥ f̄ +

m∑

i=1

λ∗
i

(
σ̄ + α− fi(x

′)
)
+

m∑

i=1

ε

σ̄ + α− fi(x′)
− α

m∑

i=1

λ∗
i

= f̄ +
m∑

i=1

[(
λ∗
i (σ̄ + α− fi(x

′))
)1/2 − ε1/2

(
σ̄ + α− fi(x′)

)1/2
]2

+ 2
√
ε

m∑

i=1

√
λ∗
i − α ‖λ∗‖1

≥ f̄ − α ‖λ∗‖1 + 2
√
ε

m∑

i=1

√
λ∗
i . �

Следствие 3. Пусть в задаче (9) параметры q = qk = [εk, αk, βk] > 0 изменяются по

правилу (10):

lim
k→∞

εk = lim
k→∞

αk = lim
k→∞

βk = lim
k→∞

εk
αk

= 0, αk+1 < αk (∀k).

Тогда

lim
k→∞

{
T ∗
k = inf

x∈X0
σ̄+αk

T (x, qk)
}
= f̄ .

Заметим, что данное следствие вытекает и из теоремы 3. �

Далее оценим качество сходимости последовательности T ∗
k . В соответствии с замечанием 3

сведем метод (9) к задаче, зависящей от одного параметра α = αk:

inf
x∈X0

σ̄+αk

{
Tγ(x, αk) = f0(x) +

m∑

i=1

α2−γ
k

σ̄ + αk − fi(x)
+ αγ

k ‖x‖2
}
, αk > 0, γ = γ̄ ∈ (0, 1). (17)

Утверждение теоремы 5 для этой задачи приобретает вид: если [x∗, λ∗] ∈ X∗
σ̄×Λ∗

σ̄ и α = αk > 0,
то выполняются неравенства

f̄ + α
1−γ/2
k (2C∗ − α

γ/2
k ‖λ∗‖1) < T ∗

k < f̄ + C0 α
γ
k, (18)

где T ∗
k = inf

x∈X0
σ̄+αk

{
Tk(x) = Tγ(x, αk)

}
, C∗ =

m∑
i=1

√
λ∗
i , λ∗ 6= 0, C0 = ‖x∗‖2 + m. Пусть в (17)

αk ց 0 (k → ∞). Обозначим через k̄1 номер элемента αk такого, что α
γ/2
k < C∗ ‖λ∗‖−1

1 при

k ≥ k̄1. Для таких k 2C∗ − α
γ/2
k ‖λ∗‖1 > C∗, и тогда из (18) получаем

f̄ + C∗ α1−γ/2
k < T ∗

k < f̄ + C0 α
γ
k (k ≥ k̄1). (19)

Очевидно, из (19) следует lim
k→∞

T ∗
k = f̄ . Уточним характер этой сходимости.
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Теорема 6. Пусть [x∗, λ∗] ∈ X∗
σ̄ × Λ∗

σ̄ и для задачи (4) сформулирован метод (17). Если

при этом параметр α = αk изменяется в соответствии с алгоритмом

αγ
k+1 = K α

1−γ/2
k , k = k̄1 + 1, k̄1 + 2, . . . ; αk̄1 < 1, (20)

где K = (C∗ + q̄ − 1)C−1
0 , C∗ и C0 — константы из (19), q̄ — фиксированное число из (0, 1),

C∗ + q̄ > 1, то последовательность значений T ∗
k сходится к f̄ при k → ∞ со скоростью

геометрической прогрессии со знаменателем p̄ ∈ (0, 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно (19) T ∗
k+1 − f̄ < C0 α

γ
k+1, T ∗

k − f̄ > C∗ α1−γ/2
k (k ≥ k̄1).

Вычитая из первого неравенства второе, получим

T ∗
k+1 − f̄ < T ∗

k − f̄ + C0 α
γ
k+1 − C∗ α1−γ/2

k (k ≥ k̄1). (21)

В силу (20) имеем C0 α
γ
k+1 − C∗ α1−γ/2

k = (q̄ − 1)α
1−γ/2
k . Поэтому из (21) следует

T ∗
k+1 − f̄ < T ∗

k − f̄ + (q̄ − 1)α
1−γ/2
k (k ≥ k̄1). (22)

Учитывая, что согласно (19) T ∗
k − f̄ < C0 α

γ
k и q̄ − 1 < 0, получим α

1−(3/2)γ
k

q̄ − 1

C0
(T ∗

k − f̄) >

(q̄ − 1)α
1−γ/2
k . Тогда из (22) вытекает

T ∗
k+1 − f̄ < T ∗

k − f̄ + (q̄ − 1)α
1−(3/2)γ
k C−1

0 (T ∗
k − f̄) = pk (T

∗
k − f̄),

где pk = 1− α
1−(3/2)γ
k (1− q̄)C−1

0 , k ≥ k̄1.

Пусть αk выбрано так, что α
1−(3/2)γ
k < C0 (1 − q̄)−1 для некоторого k̄2, k ≥ k̄2.

Тогда 0 < pk < 1. Так как pk+1 = pk + (1 − q̄)C−1
0 (α

1−(3/2)γ
k − α

1−(3/2)γ
k+1 ) и αk ց 0, то

pk+1 > pk (∀k), т. е. {pk} — возрастающая последовательность чисел из (0, 1), для которой
lim
k→∞

pk = p̄ ∈ (0, 1). �

Несколько слов о выборе параметра γ в методе (17). Поскольку по теореме 3 для задачи (9)
εk/αk → 0, то α1−γ

k → 0 (k → ∞) и, следовательно, должно быть 1 > γ > 0. Далее, формула

для шагового коэффициента pk содержит множитель α
1−(3/2)γ
k , откуда вытекает требование

0 < γ < 2/3. Например, при γ = 1/2 алгоритм (20) примет вид: αk+1 = K2 α
3/2
k .

Если свести метод (9) по аналогии с (17) к задаче, зависящей от одного параметра ε = εk,

inf
x∈X0

σ̄+εk

{
Tν(x, εk) = f0(x) +

m∑

i=1

εk
σ̄ + ενk − fi(x)

+ ενk ‖x‖2
}
, εk > 0, ν = ν̄ ∈ (0, 1), (∗)ν

то здесь также можно искать способы перерасчета параметра εk с тем, чтобы обеспечить схо-
димость последовательности T̃ ∗

k = inf
x∈X0

σ̄+εk

Tν(x, εk) к значению f̄ при k → ∞ со скоростью

геометрической прогрессии. При этом алгоритмы для задачи (∗)ν могут возникать из алго-
ритмов для (17) при соответствующей интерпретации параметров εk и αk. Так, если в (17)
положить εk = α2−γ

k , ενk = αk, γ = ν, где αk и γ — из (17), то получим Tν(x, εk) = Tγ(x, αk) и

придем к аналогу алгоритма (20): ενk+1 = K ε
1−ν/2
k .

С помощью метода регуляризованной барьерной функции можно находить приближения
для соответствующих множителей Лагранжа. Рассмотрим задачу (частный случай (∗))

min{Fβ(x) = f0(x) + β ‖x‖2 | fi(x) ≤ σ̃, i = 1,m}, (23)

где β > 0, σ̃ = σ̄+ᾱ, ᾱ > 0. Задача (23) разрешима в некоторой точке x̄ = x̄(β), которая соглас-
но лемме 3 при малом ᾱ > 0 будет приближать обобщенное решение задачи (1) с минимальной
нормой.
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Для задачи (23) запишем функцию Лагранжа

Lσ̃(x, λ) = Fβ(x) +
m∑

i=1

λi(fi(x)− σ̃), λ = [λ1, . . . , λm] ≥ 0.

Так как у задачи (23) существует точка x0 ∈ Xσ̃ : fi(x
0) < σ̃, i = 1,m, то выполняются

условия теоремы Куна — Таккера (см., например, [19, теорема 21.1]). Согласно этой теореме
для x̄ существует вектор λ̄ такой, что пара [x̄, λ̄] будет седловой точкой функции Лагранжа в
области R

n × R
m
+ , т. е. будут выполняться неравенства

Lσ̃(x̄, λ) ≤ Lσ̃(x̄, λ̄) ≤ Lσ̃(x, λ̄) (∀x ∈ R
n, ∀λ ∈ R

m
+ ).

Последнее же эквивалентно выполнению условий Куна — Таккера

∇xLσ̃(x̄, λ̄) = 0, λ̄i(fi(x̄)− σ̃) = 0, i = 1,m. (24)

Задаче (23) поставим в соответствие проблему нахождения

inf
x∈X0

σ̃

{
B(x, ε, β) = Fβ(x) +

m∑

i=1

ε

σ̃ − fi(x)

}
, ε > 0, β > 0. (25)

Функция B(x, ε, β) определена на X0
σ̃ и достигает на этом множестве наименьшего значения в

единственной точке x̃ = x̃(ε, β).

Теорема 7. Пусть в задаче (4) Xσ̄ непусто и ограничено, функции fi(x) дифференциру-

емы на R
n (i = 0, 1, . . . ,m), в задаче (25) ε = εk > 0, β = βk > 0 (k = 1, 2, . . .), εk ց 0,

βk → 0 (k → ∞), Bk(x) = B(x, εk, βk), Fk(x) = Fβk
(x), x̃k = x̃(εk, βk). Тогда для пары [x̃k, λ̃k],

где λ̃k = [λ̃k
1 , . . . , λ̃

k
m], λ̃k

i =
εk

[σ̃ − fi(x̃k)]2
, i = 1, . . . ,m, выполняется следующий аналог усло-

вий (24) :
∇xLσ̃(x̃k, λ̃k) = 0 (∀k), lim

k→∞

∣∣(λ̃k, f(x̃k)− σ̃)
∣∣ = 0. (26)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Проверим выполнение условий (24) для пары [x̃k, λ̃k]. После
замены в (24) x̄ на x̃k, λ̄ на λ̃k имеем

∇xLσ̃(x̃k, λ̃k) = ∇xFk(x̃k) +
∑

λ̃k
i ∇fi(x̃k) = ∇xFk(x̃k) +

m∑

i=1

εk ∇fi(x̃k)

[σ̃ − fi(x̃k)]2
= ∇xBk(x̃k).

По определению точки x̃k будет ∇xBk(x̃k) = 0 (∀k), и тем самым имеет место первое из
равенств (26).

Обозначим f̄ᾱ = inf
x∈X0

σ̃

f0(x) = f0(x̄ᾱ). Для задачи (25) справедливы соотношения

f̄ᾱ ≤ f0(x̃k) < Fk(x̃k) < Bk(x̃k) ≤ Bk(x̄ᾱ) = f̄ᾱ + βk ‖x̄ᾱ‖2 +
m∑

i=1

εk
σ̃ − fi(x̄ᾱ)

. (27)

Так как в (27) величины ‖x̄ᾱ‖ и
(
σ̃ − fi(x̄ᾱ)

)−1
есть константы, зависящие от ᾱ, то отсюда

следует
lim
k→∞

Bk(x̃k) = lim
k→∞

Fk(x̃k) = f̄ᾱ. (28)

Далее имеем

(
λ̃k, f(x̃k)− σ̃

)
=

m∑

i=1

εk
(
fi(x̃k)− σ̃

)
[
σ̃ − fi(x̃k)

]2 = −
m∑

i=1

εk
σ̃ − fi(x̃k)

= Fk(x̃k)−Bk(x̃k).

Учитывая соотношения (28), убеждаемся в справедливости и второго равенства из (26). �
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5. Сходимость метода в случае неточной информации

Пусть в задаче (1) X = ∅ и выполнено условие Y1 из разд. 2. Тогда согласно теореме 1
будет разрешима задача оптимальной коррекции (4), при этом Xσ̄ 6= ∅, σ̄ = min{σ | Xσ 6= ∅}
и существует точка x̄ ∈ Xσ̄ такая, что ‖f+(x̄)‖∞ = σ̄, f0(x̄) = f̄ = min{f0(x) | x ∈ Xσ̄}.

Предположим, что в задаче (1) вместо fi(x) определены непрерывные функции f δ
i (x), для

которых
|f δ

i (x)− fi(x)| ≤ δ (1 + ‖x‖2), δ > 0, i = 0, 1, . . . ,m (∀x ∈ R
n). (29)

Тогда задача оптимальной коррекции (4) для (1) примет вид

min{f δ
0 (x) | x ∈ Xσ̄δ},

где Xσ̄δ = {x | f δ
i (x) ≤ σ̄δ, i = 1,m}, σ̄δ = inf

x
‖f δ+(x)‖∞.

Сформулируем задачу

min
{
Bδ(x, q) = f δ

0 (x) +
m∑

i=1

ε

¯̄σδ + 2α− f δ
i (x)

+ β ‖x‖2
}
, (30)

где x ∈ X̄δ
α = {x | f δ

i (x) ≤ ¯̄σδ + α, i = 1,m; x ∈ D}, q = [ε, α, β] > 0, ¯̄σδ = min
{
‖f δ+(x)‖∞ | x ∈

D = {x | ‖x‖ ≤ d = ‖x̄‖}
}
.

Теорема 8. Пусть в задаче (30)

0 < δ ≤ α

4 (1 + d2)
. (31)

Для любого x′ ∈ X̄δ
α справедлива оценка

|Bδ(x′, q)−B(x′, q)| ≤ δ (1 + d2) +m
ε

α
, (32)

где B(x, q) = f0(x) +
m∑
i=1

ε

σ̄ + 2α− fi(x)
+ β ‖x‖2, q = [ε, α, β] > 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Оценим связь между величинами σ̄ и ¯̄σδ. Из определения (29)
для любого x ∈ R

n имеем ‖f δ+(x)‖∞ ≤ ‖f+(x)‖∞ + δ (1 + ‖x‖2), поэтому

¯̄σδ = min
x∈D

‖f δ+(x)‖∞ ≤ min
x∈D

{‖f+(x)‖∞ + δ (1+ ‖x‖2)} ≤ ‖f+(x̄)‖∞ + δ (1+ ‖x̄‖2) = σ̄+ δ (1+ d2).

Симметричным образом из (29) также следует ‖f+(x)‖∞ ≤ ‖f δ+(x)‖∞+ δ (1+‖x‖2), и, значит,

σ̄ = min
x

‖f+(x)‖∞ = min
x∈D

‖f+(x)‖∞ ≤ min
x∈D

{‖f δ+(x)‖∞ + δ (1 + ‖x‖2)}

≤ ‖f δ+(xδ)‖∞ + δ (1 + ‖xδ‖2) ≤ ¯̄σδ + δ (1 + d2)

(здесь xδ = argmin
x∈D

‖f δ+(x)‖∞). Таким образом, справедлива оценка

|¯̄σδ − σ̄| ≤ δ (1 + d2) (∀δ > 0). (33)

Если в задаче (30) параметры α и δ связаны соотношением (31), то

X̄σ̄ ⊂ X̄δ
α ⊂ X̄σ̄+2α, (34)

где X̄σ̄ = Xσ̄ ∩D, X̄σ̄+2α = {x | fi(x) ≤ σ̄ + 2α, i = 1,m} ∩D.
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В самом деле, пусть x̄ ∈ X̄σ̄. В соответствии с (30), (33) и (31) получим f δ
i (x̄) ≤ fi(x̄) +

δ (1+d2) ≤ σ̄+ δ (1+d2) ≤ ¯̄σδ +2 δ (1+d2) ≤ ¯̄σδ +(1/2)α, т. е. x̄ ∈ X̄δ
α. Далее, для произвольной

точки x′ ∈ X̄δ
α имеем fi(x̄′) − δ (1 + d2) ≤ f δ

i (x
′) ≤ ¯̄σδ + α ≤ σ̄ + δ (1 + d2) + α, что в силу (31)

дает fi(x
′) ≤ σ̄ + 2 δ (1 + d2) + α ≤ σ̄ + 2α, т. е. x′ ∈ X̄σ̄+2α.

Пусть x′ ∈ X̄δ
α. Тогда

B(x′, q) = f0(x
′) +

m∑

i=1

ε

σ̄ + 2α− fi(x′)
+ β ‖x′‖2 = f δ

0 (x
′) + f0(x

′)− f δ
0 (x

′) + β ‖x′‖2

+
m∑

i=1

ε

¯̄σδ + 2α− f δ
i (x

′)
+ ε

m∑

i=1

[ 1

σ̄ + 2α− fi(x′)
− 1

¯̄σδ + 2α− f δ
i (x

′)

]
. (35)

Оценим разность
1

σ̄ + 2α − fi(x′)
− 1

¯̄σδ + 2α − f δ
i (x

′)
. Учитывая (29), (33) и (31), получим

σ̄+2α−fi(x
′) ≥ ¯̄σδ+2α−f δ

i (x
′)−2 δ (1+d2) = ¯̄σδ+α−f δ

i (x
′)+α/2+α/2−2 δ (1+d2) ≥ α/2 > 0.

Поэтому
1

σ̄ + 2α− fi(x′)
<

2

α
. (36)

Далее, из того, что x′ ∈ X̄δ
α, имеем ¯̄σδ + 2α − f δ

i (x
′) ≥ α > 0, откуда следует

1

¯̄σδ + 2α − f δ
i (x

′)
<

1

α
.

Последнее вместе с (36), (33), (26), (31) дает следующую оценку для анализируемой разности
из (35):

1

σ̄ + 2α − fi(x′)
− 1

¯̄σδ + 2α − f δ
i (x

′)
=

¯̄σδ − σ̄ + fi(x
′)− f δ

i (x
′)

(σ̄ + 2α − fi(x′)) (¯̄σ
δ + 2α − f δ

i (x
′))

≤ 4 δ (1 + d2)

α2
≤ 1

α
.

Таким образом, из (35) получаем

B(x′, q) ≤ Bδ(x′, q) + δ (1 + d2) +m
ε

α
(∀x′ ∈ X̄δ

α). (37)

Повторяя ход рассуждений, которые привели к (37), можно получить аналогичную оценку

Bδ(x′, q) ≤ B(x′, q) + δ (1 + d2) +m
ε

α
(∀x′ ∈ X̄δ

α), (38)

что наряду с (37) приводит к требуемому неравенству (32). �

Сформулируем общую теорему о сходимости метода регуляризованной барьерной функции
применительно к анализу НЗ ВП.

Теорема 9. Пусть в задаче (30)

0 < δ ≤ α

4 (1 + d2)
, α > 0, ε > 0, β > 0, ε → 0, α ց 0, β → 0,

ε

α
→ 0. (39)

Тогда lim min
x∈X̄δ

α

Bδ(x, q) = f̄ = min{f0(x) | x ∈ Xσ̄}. Если дополнительно к условиям (39)

α

β
→ 0,

ε

α β
→ 0, (40)

то lim xδα = x̄0, где x̄0 = argmin{‖x̄‖ | x̄ — обобщенное решение задачи (1)}.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Обозначим: f̄ δ
α = min

x∈X̄δ
α

f0(x), f̄2α = min
x∈X̄σ̄+2α

f0(x). Учитывая (34),

получим f̄ = f̄σ̄ ≥ f̄ δ
α ≥ f̄2α. Согласно лемме 1 имеем lim

α→0
f̄2α = f̄ . Поэтому

lim
α→0

f̄ δ
α = lim

α→0
f̄2α = f̄ . (41)

Пусть B̄δ = min
x∈X̄δ

α

Bδ(x, q) = Bδ(xδα, q). Применим оценку (38) при x′ = x̄ ∈ X̄σ̄ ⊂ X̄δ
α. Имеем

B̄δ ≤ Bδ(x̄, q) ≤ B(x̄, q) + δ (1 + d2) +m
ε

α
= f0(x̄) +

m∑

i=1

ε

σ̄ + 2α − fi(x̄)

+β ‖x̄‖2 + δ (1 + d2) +m
ε

α
≤ f̄ + β ‖x̄‖2 + δ (1 + d2) + 2m

ε

α
. (42)

С другой стороны,

B̄δ > f δ
0 (x

δ
α) + β ‖xδα‖2 ≥ f0(x

δ
α)− δ (1 + d2) ≥ f̄ δ

α − δ (1 + d2). (43)

Принимая во внимание оценки (42), (43), равенство (41), получим требуемый предел lim B̄δ = f̄ .
Далее, из (42) и (43) следует

f̄2α + β ‖xδα‖2 − δ (1 + d2) ≤ f̄ + β ‖x̄‖2 + δ (1 + d2) + 2m
ε

α
,

‖xδα‖2 ≤ f̄ − f̄2α
β

+ ‖x̄‖2 + α

2β
+ 2m

ε

αβ
. (44)

Согласно лемме 2 существует константа L > 0, для которой |f̄ − f̄2α| < Lα. Последо-
вательность {xδα} лежит в ограниченном множестве X̄δ

α ⊂ X̄σ̄+2α, ее предельную точку при
стремлении параметров задачи (30) к нулю в соответствии с условиями (39), (40) обозначим
через x̃. Так как fi(x

δ
α) ≤ σ̄ + 2α, то x̃ ∈ X̄σ̄. Из (44) следует

‖xδα‖2 ≤ L
α

β
+ ‖x̄0‖2 +

α

2β
+ 2m

ε

αβ
,

откуда с учетом (39), (40) получаем ‖x̃‖ ≤ ‖x̄0‖, что в силу единственности нормального
решения задачи (4) влечет limxδα = x̄0. �

Заключение

Предметом исследований в данной статье являются задачи выпуклого программирова-
ния с противоречивой системой ограничений. Подобные объекты представляют важнейший
класс несобственных задач выпуклого программирования. Основное внимание в работе уде-
ляется проблеме коррекции НЗ ВП. Под процессом коррекции здесь понимается построение
параметрического семейства близких в определенном смысле разрешимых моделей, в котором
отыскивается оптимальная относительно значения параметра модель. Решение этой задачи
оптимальной коррекции принимается за обобщенное решение исходной НЗ. В работе в каче-
стве модели коррекции рассматривается задача минимизации целевой функции на множестве
точек минимума чебышевской нормы невязки ограничений. Данная проблема чувствительна
к точности задания своих функций, поэтому представляется актуальным применение идей
регуляризации некорректных моделей оптимизации. С этой целью в работе рассматривается
известный метод стабилизирующих функций (метод Тихонова). Обычно в этом методе при
решении задач оптимизации с ограничениями используется предварительное сведение зада-
чи к проблеме безусловной минимизации при помощи некоторого метода внешних штрафных
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функций. В данной работе для этой цели применяется метод барьерных функций (внутрен-
него штрафа), который имеет ряд преимуществ при численной реализации. Рассматриваются
условия разрешимости задач, возникающих на различных этапах предлагаемого варианта кор-
рекции НЗ ВП. Особое внимание уделяется согласованию значений управляющих параметров,
использованию двойственных оценок при обосновании сходимости метода. Подробно исследу-
ется работа метода с возмущенными данными.
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