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Введение

С.М.Никольским в [1] было получено точное по порядку неравенство разных метрик для
пространств Лебега Lp, Lq (1 6 p < q 6 ∞) для целых функций экспоненциального типа
gn1,...,nd

(z1, . . . , zd) конечных типов n1, . . . , nd по каждой переменной z1, . . . , zd соответственно.
Рассуждения, использованные в ходе доказательства этого неравенства, переносятся с про-
странства целых функций на пространство тригонометрических полиномов соответствующих
порядков от d переменных. Приведем здесь теорему для тригонометрических полиномов.

Теорема А [1, § 2, (2.4)]. Для любого тригонометрического полинома Tn1,...,nd
(x1, . . . , xd)

порядков ni по переменным xi
(

i = 1, d
)

соответственно справедливо следующее неравенство

разных метрик:

‖Tn1,...,nd
‖q 6 2d

(

d
∏

i=1

ni

)1/p−1/q
‖Tn1,...,nd

‖p, 1 6 p 6 q 6 +∞,

где

‖Tn1,...,nd
‖p =

(
∫

[0,2π]d

|Tn1,...,nd
(x1, . . . , xd)|p dx1 . . . dxd

)1/p

, 1 6 p < +∞;

1Работа выполнена в рамках исследований, проводимых в Уральском математическом центре при
финансовой поддержке Министерства науки и высшего образования Российской Федерации (соглаше-
ние № 075-02-2024-1377).
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‖Tn1,...,nd
‖∞ = max

{

|Tn1,...,nd
(x1, . . . , xd)| : (x1, . . . , xd) ∈ [0, 2π]d

}

.

Один из способов доказательства этой теоремы — применение схемы С.М.Никольского,
приведенной в [1; 2] при исследовании порядковой оценки норм целых функций экспонен-
циального типа в пространствах Лебега. С помощью аналогичных рассуждений получается
порядковая оценка сверху нормы тригонометрического полинома в Lq через его норму в Lp

при 1 6 p < q 6 ∞.
Неравенство разных метрик Никольского обобщалось c пространств Lp на нормы более

общего вида вплоть до норм в симметричных пространствах. Неравенство для норм симмет-
ричных пространств целых функций экспоненциального типа доказано М.З.Берколайко и
В.И.Овчинниковым в работе [3], для тригонометрических полиномов от одной переменной —
В.А.Родиным в [4], для полиномов от нескольких переменных — Г.А.Акишевым в [5].

Частным случаем симметричных пространств являются пространства Орлича. В насто-
ящей работе как следствие основного результата получено неравенство разных метрик для
тригонометрического полинома в пространствах Орлича (см. теорема 3). Рассуждения при
доказательстве такого неравенства проводились по уже упомянутой схеме С.М.Никольского.
Она представляет собой использование двойного неравенства типа Марцинкевича— Зигмун-
да [6] между нормой на отрезке и нормой на сетке (дискретной нормой) и неравенства разных
метрик для дискретных норм.

Основным результатом настоящей статьи являются неравенства разных метрик для дис-
кретных норм Люксембурга в конечномерном пространстве; также доказаны неравенства типа
Марцинкевича— Зигмунда, и в качестве следствия получено при помощи схемы Никольского
другое по отношению к [5, лемма 6] доказательство неравенства разных метрик для тригоно-
метрического полинома от одной переменной в пространствах Орлича. Результат анонсирован
в статье [7].

Функцию ϕ : R → R будем называть N -функцией, если она выпуклая, положительная при
x 6= 0, четная, имеет непрерывную строго возрастающую производную ϕ′ и

lim
x→0

ϕ(x)

x
= 0, lim

x→+∞

ϕ(x)

x
= +∞.

При этом ϕ(|·|) — строго возрастающая функция и

ϕ′(0) = lim
x→0

ϕ′(x) = 0, lim
x→+∞

ϕ′(x) = +∞.

Так как N -функция является четной функцией, то ее производная нечетная. Заметим также,
что каждая N -функция ϕ представима в виде [8, гл. 1, § 1]

ϕ(x) =

|x|
∫

0

ϕ′(t) dt, x ∈ R.

Пусть ϕ — N -функция. Так как ϕ′ строго возрастает на всей оси, сохраняет ноль и обе
бесконечности и непрерывна, то она обратима и (ϕ′)−1 удовлетворяет указанным для ϕ′ свой-
ствам. Тогда функция

ϕ̄(x) =

|x|
∫

0

(ϕ′)−1(t) dt, x ∈ R,

будет являться N -функцией [8, гл. 1, § 1] и называется сопряженной по Юнгу или дополни-

тельной N -функцией к функции ϕ.

О п р е д е л е н и е 1. Говорят, что N -функция ϕ удовлетворяет ∆2-условию, если

∃x0 > 0, C > 0 ∀x > x0 ϕ(2x) 6 Cϕ(x).
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Пусть ϕ — N -функция. Классом Орлича Lϕ
∗ (A) по функции ϕ и (измеримому) множеству

A ⊆ R
d называется множество определенных на множестве A функций f , для которых

ρ(f ;ϕ) =

∫

A

ϕ(f(x)) dx < +∞.

Пространством Орлича Lϕ(A) называется множество функций f , для которых

∀g ∈ Lϕ̄
∗ (A) |(f, g)| =

∣

∣

∣

∣

∫

A

f(x)g(x) dx

∣

∣

∣

∣

< +∞.

О п р е д е л е н и е 2. Пусть ϕ — N -функция, A — измеримое множество на вещественной
оси, f ∈ Lϕ(A). Выражение

‖f‖(ϕ) = inf

{

k > 0:

∫

A

ϕ
(f(x)

k

)

dx 6 1

}

называется нормой Люксембурга функции f в пространстве Lϕ(A). Если ϕ(x) = p−1|x|p (p > 1),
то норма Люксембурга совпадет с нормой в пространстве Lp.

О п р е д е л е н и е 3. Пусть a = (a1, a2, . . . , aN ) — вектор из R
N , ϕ — N -функция. Опре-

делим дискретную норму Люксембурга (норму Люксембурга вектора a) следующим образом:

‖a‖(ϕ) = ‖a‖h(ϕ) = inf

{

k > 0: h

N
∑

i=1

ϕ
(ai
k

)

6 1

}

, h > 0.

В последнем определении число h — параметр, от которого будет зависеть формулировка
основного результата и который будет использоваться в получаемых в дальнейшем следствиях.

1. Формулировки результатов

Теорема 1. Пусть a — вектор из R
N , a = (a1, a2, . . . , aN ), ϕ1, ϕ2 — N -функции, удовле-

творяющие следующим условиям:

ϕ−1
1 (x)

ϕ−1
2 (x)

не убывает при x > 0; (1.1)

φy(x) =
ϕ′
2(xy)

ϕ′
1(x)

при любом y > 0 строго возрастает по x на (0,+∞). (1.2)

Тогда для всех векторов a из единичной сферы {a ∈ R
N : ‖a‖(ϕ1) = 1} справедливо неравенство

‖a‖(ϕ2) 6
ϕ−1
1 (1/h)

ϕ−1
2 (1/h)

.

Неравенство обращается в равенство на векторах, лежащих на координатных осях, напри-

мер, на векторе (t, 0, . . . , 0), где t — параметр из условия ‖(t, 0, . . . , 0)‖(ϕ1) = 1.

Легко видеть, что в условиях теоремы 1 для любого вектора a ∈ R
N справедливо следую-

щее точное неравенство разных метрик для дискретных норм Люксембурга:

‖a‖h(ϕ2)
6

ϕ−1
1 (1/h)

ϕ−1
2 (1/h)

‖a‖h(ϕ1)
.

Обозначим через C1[a, b] класс функций, непрерывно дифференцируемых на отрезке [a, b].
В качестве следствия теоремы 1 будет получено неравенство разных метрик для пространств
функций, имеющих ограничение сверху на норму производной через норму самой функции
(например, неравенство Бернштейна).
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Теорема 2. Пусть ϕ1, ϕ2 — N -функции, удовлетворяющие условиям (1.1) и (1.2) тео-

ремы 1, и дополнительно ϕ1 удовлетворяет ∆2-условию, f ∈ C1[a, b]. Предположим, что

существует число α = α(f) > 0 такое, что для всех t > 0 выполняется неравенство

b
∫

a

ϕ1(tf
′(x)) dx 6

b
∫

a

ϕ1(tαf(x)) dx.

Тогда для заданной функции f справедливо неравенство разных метрик

‖f‖(ϕ2) 6 ‖f‖(ϕ1)C1
ϕ−1
1 (α)

ϕ−1
2 (C2α)

, (1.3)

где C1, C2 > 0 не зависят от α.

Теорему 2 имеет смысл применять для функций из класса, в котором можно взять пара-
метр α одним для всех функций f из этого класса. Примером такого класса функций служит
множество тригонометрических полиномов [9, (1.2)]. В этом случае неравенство разных метрик
в заключении теоремы 2 является порядково точным относительно степени полинома.

Теорема 3. Пусть ϕ1, ϕ2 — N -функции, удовлетворяющие условиям (1.1) и (1.2), и до-

полнительно ϕ1 удовлетворяет ∆2-условию. Тогда для любого тригонометрического полино-

ма Tn порядка не выше n справедливо следующее точное по порядку относительно n неравен-

ство разных метрик в пространствах Орлича

‖Tn‖(ϕ2) 6 C1
ϕ−1
1 (n)

ϕ−1
2 (C2n)

‖Tn‖(ϕ1), (1.4)

где C1, C2 > 0 не зависят от n. Порядковая точность неравенства достигается на ядре

Фейера n-го порядка

Φn(x) =
1

2(n+ 1)

(sin((n+ 1)x/2)

sin(x/2)

)2
, x ∈ R.

Неравенство разных метрик в теореме 3 является непосредственным следствием теоремы 2.
Порядковая точность этого неравенства будет доказана в разделе 4.

2. Неравенство разных метрик для дискретных норм

В настоящем разделе будет доказана теорема 1, и будут обсуждены возможные ослабления
ее условий.

Пусть ϕ — N -функция, a ∈ R
N \{0}. Поскольку ϕ непрерывна и не убывает, то справедливо

следующее представление нормы Люксембурга вектора a:

‖a‖(ϕ) = inf
{

k > 0: h

N
∑

i=1

ϕ
(ai
k

)

= 1
}

,

а так как ϕ(|·|) строго возрастает, то положительное число k в предыдущей формуле опреде-
ляется однозначно, т. е.

‖a‖(ϕ) = k > 0: h
N
∑

i=1

ϕ
(ai
k

)

= 1.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Норма Люксембурга инвариантна относительно зна-
ков координат вектора, поэтому без ограничения общности можно считать, что

a1, a2, . . . , aN > 0.
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Рассмотрим задачу нахождения условного экстремума функции f = ‖·‖(ϕ2) аргументов ai,
(i = 1, 2, . . . , N) с условием связи ‖a‖(ϕ1) = 1. Для решения такой задачи составим функцию
Лагранжа

L(a1, a2, . . . , aN , λ) = f(a1, a2, . . . , aN ) + λ(‖a‖(ϕ1) − 1)

и приравняем все ее частные производные к 0 (L′
λ = 0 — это всегда условие связи).

Далее понадобится выражение для производной нормы Люксембурга по ai. Норма Люк-
сембурга по функции ϕ есть неявная функция относительно g:

G(a1, a2, . . . , aN , g) = 0,

где g = g(a) = g(a1, a2, . . . , aN ), G(a1, a2, . . . , aN , g) = h
N
∑

i=1
ϕ
(ai
g

)

− 1. Согласно правилу диф-

ференцирования неявной функции g′ai = −G′
ai

G′
g

. В данной задаче

G′
ai = hϕ′

(ai
g

)1

g
, G′

g = h
N
∑

j=1

(

ϕ′
(aj
g

)−aj
g2

)

,

тогда

g′ai =

gϕ′
(ai
g

)

N
∑

j=1

(

aj ϕ′
(aj
g

))

.

Теперь можно выписать производную функции Лагранжа по i-й координате вектора a, обо-
значив g(a) = ‖a‖(ϕ1): L

′
ai = f ′

ai + λg′ai = 0. Для производной g′ai возможны два случая.

1) Пусть g′ai 6= 0. В следующих выкладках в выражении производной функции g будет
учитываться условие связи ‖a‖(ϕ1) = 1. Имеем

−λ =
f ′
ai

g′ai
=

f(a)ϕ′
2

( ai
f(a)

) N
∑

j=1

(

aj ϕ
′
1

( aj
g(a)

))

g(a)ϕ′
1

( ai
g(a)

) N
∑

j=1

(

aj ϕ
′
2

( aj
f(a)

))

=

f(a)ϕ′
2

( ai
f(a)

) N
∑

j=1
(aj ϕ

′
1(aj))

ϕ′
1(ai)

N
∑

j=1

(

aj ϕ
′
2

( aj
f(a)

))

.

Полученное равенство представляет собой симметричную систему уравнений относительно
неизвестных ai. Это означает, что любое решение этой системы инвариантно относительно пе-
рестановок неизвестных. Кроме того, в каждой части равенства симметричной системы можно
убрать множители, инвариантные относительно перестановок неизвестных. От этого система
не перестанет быть симметричной, решения у нее также не поменяются, но одна часть — та,
которая содержит λ, — изменится на λQ(a), где Q(a) зависит симметрично от координат векто-

ра a. В данной задаче такими множителями являются f(a),
N
∑

j=1
(ajϕ

′
1(aj)) и

N
∑

j=1

(

ajϕ
′
2

( aj
f(a)

))

,

−λQ(a) =

ϕ′
2

( ai
f(a)

)

ϕ′
1(ai)

= φ(f(a))−1(ai).

Это равенство выполняется для всех i = 1, N . В силу строгого возрастания функции φy (усло-
вие (1.2)) при y = (f(a))−1 > 0, если ai 6= aj , то −λQ(a) = φy(ai) 6= φy(aj) = −λQ(a).
Получено противоречие, поэтому в этом случае единственная стационарная точка функции
Лагранжа — точка, у которой все координаты одинаковы: a∗ = (x, x, . . . , x), x > 0. При этом

1 = ‖(x, x, . . . , x)‖(ϕ1) ⇒ h
N
∑

i=1

ϕ1(x) = 1 ⇒ x = ϕ−1
1

( 1

hN

)

.
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Тогда

‖(x, x, . . . , x)‖(ϕ2) = fextr = k > 0 : h

N
∑

i=1

ϕ2

(x

k

)

= 1 ⇒ k =
x

ϕ−1
2

( 1

hN

)
=

ϕ−1
1

( 1

hN

)

ϕ−1
2

( 1

hN

)
.

Это один из условных экстремумов функции f = ‖·‖(ϕ2).

2) Пусть g′ai = 0. Тогда в силу выражения для g′ai , полученного при обосновании случая 1
и строгой монотонности производной N -функции, получится, что ai = 0. Поскольку норма
Люксембурга является линейной комбинацией значений N -функции от масштабированных
координат вектора, то нулевые координаты можно исключать из вектора a до тех пор, пока
размерность этого вектора не станет равной числу его ненулевых координат, так как нулевые
координаты вектора не влияют на значение нормы Люксембурга этого вектора. В результате
такого преобразования и с учетом симметричности нормы Люксембурга относительно порядка
следования координат вектора вектор a примет вид a = (a1, a2, . . . , as, 0, . . . , 0). Далее можно
провести рассуждения из п.1) для вектора меньшей размерности (a1, a2, . . . , as) и прийти к

равенству этих координат: a1 = a2 = · · · = as = ϕ−1
1

( 1

hs

)

. Тогда

k = k(s) = ‖a‖(ϕ2) =
ϕ−1
1

( 1

hs

)

ϕ−1
2

( 1

hs

)
.

Исходя из условия (1.1), k(s) принимает наибольшее значение при минимальном возможном s,

т. е. при s = 1: kmax =
ϕ−1
1 (1/h)

ϕ−1
2 (1/h)

. Такую норму Люксембурга по функции ϕ2 будет иметь вектор

вида (t, 0, . . . , 0), t 6= 0, норма любого другого вектора a будет не больше kmax.
Теорема 1 доказана.

Обсудим условия (1.1) и (1.2). От первого условия можно отказаться, тогда неравенство
разных метрик останется точным и будет выглядеть следующим образом:

‖a‖h(ϕ2)
6

ϕ−1
1

( 1

hs

)

ϕ−1
2

( 1

hs

)

‖a‖h(ϕ1)
, h > 0, a ∈ R

N ,

где s можно взять любым из множества Argmax

{

ϕ−1
1

( 1

hs

)

ϕ−1
2

( 1

hs

)
: s = 1, 2, . . . , N

}

. Параметр s и,

следовательно, константа в последнем неравенстве будут, вообще говоря, зависеть от N и h.
Поэтому величина C1 в неравенстве (1.3) из формулировки теоремы 2 будет зависеть от α, что
в дальнейшем не даст получить порядковую точность неравенства (1.4) в теореме 3.

Выполнения обоих условий (1.1) и (1.2) можно требовать не при всех x > 0, а отделившись
от нуля. То есть можно потребовать выполнения условий

ϕ−1
1 (x)

ϕ−1
2 (x)

не убывает при x > x0; (2.1)

φy(x) =
ϕ′
2(xy)

ϕ′
1(x)

при любом y > 0 строго возрастает по x на [x0,+∞). (2.2)

Тогда при 0 < h 6 h0 =
1

max{ϕ1(x0), ϕ2(x0)}
справедливо следующее неравенство разных

метрик, которое является порядково точным относительно h, где C не зависит от h:

‖a‖h(ϕ2)
6 C

ϕ−1
1 (1/h)

ϕ−1
2 (1/h)

‖a‖h(ϕ1)
. (2.3)



218 А.Д.Пьянков

Однако величина C в (2.3) зависит от размерности N пространства векторов (C = C(N)),
при этом supN∈NC(N) = +∞, что делает невозможным использование неравенства (2.3) при
доказательстве теоремы 2. Если при этом дополнительно отказаться от условия (2.1), получим
неравенство разных метрик

∃s ∈ {1, 2, . . . , N} ‖a‖h(ϕ2)
6 C

ϕ−1
1

( 1

hs

)

ϕ−1
2

( 1

hs

)
‖a‖h(ϕ1)

, h ∈ (0, h0], a ∈ R
N .

При этом C, как уже говорилось выше, может зависеть от N и, кроме того, от x0, а параметр s,
вообще говоря, зависит от N , h и x0.

3. Неравенство разных метрик

для функциональных пространств на отрезке

Из теоремы 1 можно получить неравенство разных метрик для норм Люксембурга на
классах функций, для которых справедливо ограничение сверху на норму производной че-
рез норму самой функции (например, неравенство Бернштейна) в пространствах Орлича, в
частности — неравенство разных метрик на классе тригонометрических полиномов. Пред-
варительно докажем неравенство между дискретной и интегральной нормами (неравенство
Марцинкевича— Зигмунда) при накладывании ∆2-условия на N -функцию.

Определим дискретную норму Люксембурга функции. Пусть [a, b] — отрезок на R, набор

точек
{

xi = a+
(b− a)i

N

}N

i=0
— равномерное разбиение этого отрезка, f ∈ C[a, b], ϕ — N -функ-

ция. Следующее выражение будем называть дискретной нормой Люксембурга функции f и
обозначать как ((f))(ϕ),N :

((f))(ϕ),N = inf
{

kN > 0:
b− a

N

N−1
∑

i=0

ϕ
(f(x̄i)

kN

)

6 1
}

,

где x̄i — точка из [xi, xi+1] такая, что |f(x̄i)| = max{|f(x)| : x ∈ [xi, xi+1]}.

Лемма 1. Пусть ϕ — N -функция, удовлетворяющая ∆2-условию, f ∈ C1[a, b], [a, b] —

отрезок на R, и для всех t > 0 выполняется неравенство

b
∫

a

ϕ(tf ′(x)) dx 6

b
∫

a

ϕ(tαf(x)) dx, где α = α(f) > 0.

Тогда ((f))(ϕ),N 6 C‖f‖(ϕ), где C > 0 не зависит от f при N > 2(b− a)α.

Д о к а з а т е л ь с т в о. При f ≡ 0 это утверждение очевидно. Пусть f — ненулевая
функция. Тогда, так как N -функция непрерывна и не убывает по определению, для дискретной
и интегральной норм Люксембурга функции f справедливы представления

‖f‖(ϕ) = inf

{

k > 0:

b
∫

a

ϕ

(

f(x)

k

)

dx = 1

}

;

((f))(ϕ),N = inf

{

kN > 0:
b− a

N

N−1
∑

i=0

ϕ

(

f(x̄i)

kN

)

= 1

}

,
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а строгая монотонность функции ϕ(|·|) определяет однозначно числа k и kN , т. е.

‖f‖(ϕ) = k > 0:

b
∫

a

ϕ

(

f(x)

k

)

dx = 1; ((f))(ϕ),N = kN > 0:
b− a

N

N−1
∑

i=0

ϕ

(

f(x̄i)

kN

)

= 1.

Оценим ((f))(ϕ),N сверху через ‖f‖(ϕ). Пусть точки x̃i ∈ [xi, xi+1] такие, что |f(x̃i)| =

min{|f(x)| : x ∈ [xi, xi+1]}, i = 0, N − 1. Применяя определение выпуклости функции ϕ, имеем

1 =
b− a

N

N−1
∑

i=0

ϕ
(f(x̄i)

kN

)

=
b− a

N

N−1
∑

i=0

ϕ
(f(x̄i)− f(x̃i) + f(x̃i)

kN

)

6
b− a

2N

N−1
∑

i=0

(

ϕ
(

2
f(x̄i)− f(x̃i)

kN

)

+ ϕ
(

2
f(x̃i)

kN

))

=
b− a

2N

N−1
∑

i=0

(

ϕ

(

2

∫ x̄i

x̃i

|f ′(t)| dt

kN

)

+ ϕ
(

2
f(x̃i)

kN

)

)

6
b− a

2N

N−1
∑

i=0

(

ϕ

(

2

∫ xi+1

xi

N

b− a
|f ′(t)| dt

N

b− a
kN

)

+ ϕ
(

2
f(x̃i)

kN

)

)

.

Применяя неравенство Йенсена [10, добавл. к гл. 8, § 21] для интегралов к первому слагаемому,
имеем

b− a

2N

N−1
∑

i=0

(

ϕ

(

2

∫ xi+1

xi

N

b− a
|f ′(t)| dt

N

b− a
kN

)

+ ϕ
(

2
f(x̃i)

kN

)

)

6
1

2

N−1
∑

i=0

(

xi+1
∫

xi

ϕ
(2(b− a)

NkN
|f ′(t)|

)

dt

)

+
b− a

2N

N−1
∑

i=0

ϕ
(

2
f(x̃i)

kN

)

=: S1 + S2.

Оценим сверху величины S1 и S2, при этом накладывая ограничения на параметр N . Со-
гласно ограничению в условии леммы на производную f ′, имеем

S1 =
1

2

( b
∫

a

ϕ
(2(b− a)

NkN
|f ′(t)|

)

dt

)

6
1

2

( b
∫

a

ϕ
(2(b− a)α

NkN
|f(t)|

)

dt

)

6
1

2

k

kN

( b
∫

a

ϕ
(2(b− a)α

Nk
|f(t)|

)

dt

)

6
k

2kN
при N > 2(b− a)α;

S2 =
b− a

2N

N−1
∑

i=0

ϕ
(

2
f(x̃i)

kN

)

6
b− a

2N

k

kN

N−1
∑

i=0

ϕ
(

2
f(x̃i)

k

)

6
c

2

k

kN

b− a

N

N−1
∑

i=0

ϕ
(f(x̃i)

k

)

6
c

2

k

kN

b
∫

a

ϕ
(f(x)

k

)

dx 6
ck

2kN
,

где c > 0 — константа из ∆2-условия для функции ϕ, не зависящая от α.
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В итоге заключаем, что

1 6 S1 + S2 6
k

kN

(1 + c

2

)

,

откуда kN 6 Ck при C = 1/2 + c/2.
Лемма доказана.

З а м е ч а н и е. Утверждение, аналогичное лемме 1 для тригонометрических полиномов
степени не выше n, доказано в [11, Theorem 2]. При этом в [11] дискретная норма Люксембурга
полинома определяется по его значениям в нулях функции sin ((n+ 1/2) t).

Теперь можно перейти к доказательству неравенства разных метрик.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. По определению дискретной нормы функции f , вве-
денной перед леммой, имеем

∀N ∈ N ‖f‖(ϕ2) 6 ((f))(ϕ2),N . (3.1)

Положим N — минимальное целое число, удовлетворяющее соотношению N > 2(b − a)α.
Применим для дискретных норм неравенство разных метрик, в котором h = (b − a)/N . Из
теоремы 1 получаем

((f))(ϕ2),N 6 ((f))(ϕ1),N

ϕ−1
1

( N

b− a

)

ϕ−1
2

( N

b− a

)

. (3.2)

Теперь применим неравенство из леммы к дискретной норме в правой части неравенства (3.2).
Имеем

((f))(ϕ1),N 6 C ‖f‖(ϕ1), (3.3)

C > 0 не зависит от α. Объединяя (3.1)–(3.3) и пользуясь вогнутостью и строгим возрастанием
функции ϕ−1

1 , получаем неравенство (1.3).
Теорема 2 доказана.

4. Неравенство разных метрик для тригонометрических полиномов

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Неравенство разных метрик для тригонометрических
полиномов является прямым следствием теоремы 2, так как справедливо неравенство Берн-
штейна [9, (1.2)] при α = n.

Докажем порядковую точность неравенства. С этой целью найдем порядок нормы ядра
Фейера относительно степени полинома n. Заметим сначала, что согласно определению нормы
Люксембурга и в силу четности ядра Фейера ‖Φn‖(ϕ) = k∗n > 0 удовлетворяет равенству

1 =

2π
∫

0

ϕ
(Φn(x)

k∗n

)

dx = 2

π
∫

0

ϕ
(Φn(x)

k∗n

)

dx.

Заметим также, что норма Люксембурга монотонна по модулю функции, т. е. если для любого
x |f(x)| 6 |g(x)|, то ‖f‖(ϕ) 6 ‖g‖(ϕ).

Оценка снизу. Самый маленький по модулю корень уравнения Φn(x) = 0 равен
2π

n
;

функция Φn строго убывает на
[

0,
2π

n

]

. Поэтому ядро Фейера можно поточечно оценить снизу

функцией fn(x) = Φn

(π

n

)

χ[0,π
n
](x), x ∈ [0, π]. Так как

Φn

(π

n

)

=
1

2n sin2
π

2n

>
2n

π2
,
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то для нормы ‖fn‖(ϕ) =: a∗n > 0 имеем

1 = 2

π
∫

0

ϕ
(fn(x)

a∗n

)

dx = 2

π/n
∫

0

ϕ

(

1

a∗n 2n sin2
π

2n

)

dx > 2

π/n
∫

0

ϕ
( 2n

a∗nπ
2

)

dx =
2π

n
ϕ
( 2n

a∗nπ
2

)

,

откуда

n

2π
> ϕ

( 2n

a∗nπ
2

)

⇒ ϕ−1
( n

2π

)

>
2n

a∗nπ
2

⇒ a∗n >
2

π2

n

ϕ−1
( n

2π

) >
2

π2

n

ϕ−1(n)
.

В итоге получаем порядковую оценку снизу нормы ядра Фейера

k∗n = ‖Φn‖(ϕ) > ‖fn‖(ϕ) = a∗n >
2

π2

n

ϕ−1(n)
. (4.1)

Оценка сверху. Здесь можно оценить ядро Фейера поточечно сверху функцией gn(x) =
g1,n(x) + g2,n(x) (см. [10, (47.6)]), где

g1,n(x) =
n

2
· χ[0, 2π

n
](x), x ∈ [0, π]; g2,n(x) =

π2

2nx2
· χ( 2π

n
,π](x), x ∈ [0, π].

Нормы этих функций связаны соотношением

‖Φn‖(ϕ) 6 ‖gn‖(ϕ) 6 ‖g1,n‖(ϕ) + ‖g2,n‖(ϕ). (4.2)

Оценим сверху каждую из норм в правой части (4.2). Для ‖g1,n‖(ϕ) =: b∗1,n > 0 получаем

1 = 2

π
∫

0

ϕ
(g1,n(x)

b∗1,n

)

dx = 2

2π/n
∫

0

ϕ
( n

2b∗1,n

)

dx

=
4π

n
ϕ
( n

2b∗1,n

)

⇒ n

4π
= ϕ

( n

2b∗1,n

)

⇒ ϕ−1
( n

4π

)

=
n

2b∗1,n
⇒ b∗1,n =

n

2ϕ−1
( n

4π

) ,

в силу вогнутости и сохранения нуля функции ϕ−1 получаем оценку сверху для b∗1,n:

b∗1,n =
n

2ϕ−1
( n

4π

) 6
n

1

2π
ϕ−1(n)

= 2π
n

ϕ−1(n)
. (4.3)

Оценим сверху норму ‖g2,n‖(ϕ) =: b∗2,n > 0. Имеем 1 = 2

∫ π

(2π)/n
ϕ
(g2,n(x)

b∗2,n

)

dx =

2

∫ π

(2π)/n
ϕ
( π2

2nx2 b∗2,n

)

dx. Сделаем в последнем интеграле замену переменной y =
1

nx2
, тогда

x =
1√
ny

, dx =
−dy

2
√
n y

√
y
, x ∈

[2π

n
, π
]

⇒ y ∈
[ 1

π2n
,

n

4π2

]

;

1 = 2

π
∫

(2π)/n

ϕ
( π2

2nx2 b∗2,n

)

dx =
1√
n

n/(4π2)
∫

1/(π2n)

ϕ
( π2y

2b∗2,n

) 1

y
√
y
dy.
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Функция
ϕ(kx)

x
строго возрастает для любого k > 0 при x > 0; это можно показать, исходя

из (1.18) в [8, гл. 1, § 1]. Поэтому последний интеграл можно оценить сверху

1 =
1√
n

n/(4π2)
∫

1/(π2n)

ϕ
( π2y

2 b∗2,n

) 1

y
√
y
dy 6

1√
n

n/(4π2)
∫

1/(π2n)

ϕ
( n

8b∗2,n

) 4π2

n
√
y
dy =

4π2

n
√
n
ϕ
( n

8b∗2,n

)

n/(4π2)
∫

1/(π2n)

dy√
y

=
4π2

n
√
n
ϕ
( n

8b∗2,n

)

2
(

√

n

4π2
−
√

1

π2n

)

6
8π2

n
√
n
ϕ
( n

8b∗2,n

)

√
n

2π
=

4π

n
ϕ
( n

8b∗2,n

)

,

откуда

n

4π
6 ϕ

( n

8b∗2,n

)

⇒ ϕ−1
( n

4π

)

6
n

8b∗2,n
⇒ b∗2,n 6

n

8ϕ−1
( n

4π

) 6
n

2

π
ϕ−1(n)

=
πn

2ϕ−1(n)
. (4.4)

В итоге из (4.2)–(4.4) получаем порядковую оценку сверху нормы ядра Фейера

k∗n = ‖Φn‖(ϕ) 6 b∗1,n + b∗2,n 6
5π

2

n

ϕ−1(n)
. (4.5)

Таким образом, исходя из (4.1) и (4.5), норма ядра Фейера ‖Φn‖(ϕ) имеет порядок
n

ϕ−1(n)
.

Это позволяет утверждать, что на тригонометрическом полиноме Φn достигается порядковое
равенство в (1.4).

Теорема 3 доказана.

Благодаря теореме 2 для алгебраических полиномов тоже можно получить неравенство
разных метрик (используя при этом неравенства Маркова [12, гл. 6]), однако точность такого
неравенства требует дополнительного исследования.

Автор настоящей работы выражает большую благодарность своему научному руководите-
лю Н.Ю.Антонову за постановку задачи, обсуждение работы и важные замечания, а также
рецензенту за проявленный интерес к работе, найденные погрешности и полезную ссылку [11].
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