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Введение

Задача моделирования естественных способов рассуждений решается с помощью постро-
ения натуральных исчислений предикатов [1–4]. С прикладной точки зрения решение такой
задачи имеет значение прежде всего для разработки компьютерных помощников построения
доказательств [2; 5; 6]. В этой статье определяются системы натуральной дедукции в стиле
[1, гл. 1; 2, приложение 3] для интуиционистской и минимальной логики предикатов первого
порядка.

Центральной теоремой о натуральной дедукции является теорема о нормализации, соглас-
но которой доказательства в системе натуральной дедукции могут быть преобразованы в нор-
мальную форму. Такой нормальный натуральный вывод осуществляется прямым способом
без окольных путей от допущений к конечной формуле [4; 7; 8]. Этот раздел теории доказа-
тельств имеет также значение с точки зрения того, какой вклад он вносит в решение недавно
обнаруженной последней проблемы Гильберта [8; 9].

Многие алгоритмы поиска натурального вывода находят только нормальные выводы. При
этом понятие нормальности может определяться по-разному [3;4;7;8;10–14]. Нормальные выво-
ды обладают свойством подформульности, которое играет принципиальную роль для решения
задач автоматизации дедуктивных построений [5; 15]. В этой статье для интуиционистской и
минимальной логики предикатов дается определение новой концепции нормального натураль-
ного вывода и доказывается теорема о нормализации. При построении теории нормализации
натуральных выводов мы следуем изложению подобной теории в [7, гл. 8; 12], где обоснование
нормализационной теоремы получается из теоремы о допустимости сечения.
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1. Односукцедентные исчисления секвенций

В этом разделе определяются два односукцедентных секвенциальных исчисления преди-
катов: минимальное S1 и интуиционистское S2. Формулируемые исчисления секвенций тре-
буются для того, чтобы доказать нормализацию натуральных выводов.

Для формулировки исчисления секвенций Si прежде всего мы должны фиксировать неко-
торый логико-математический язык Ω первого порядка. В рамках языка Ω фиксируется мно-
жество всех предикатных и функциональных символов различной арности начиная с нуля,
которые используются для построения выражений. Термы и атомарные формулы строятся
из указанных символов и предметных переменных. Мы предполагаем, что сложные формулы
языка Ω строятся из атомарных формул этого языка при помощи логических связок &, ∨, ⊃,
кванторов ∀, ∃ и логических констант ⊥, ⊤. Отрицание ¬A есть по определению формула
A ⊃ ⊥. Вхождения предметных переменных в формулу обычным образом делятся на свобод-
ные и связанные. Переменные, входящие в формулу свободно, называются ее параметрами.
Через A(x/t) обозначается результат подстановки терма t вместо всех свободных вхождений
переменной x в формулу A. При этом предполагается, что производится переименование свя-
занных переменных формулы A, если параметры t попадают в область действия кванторов A.
Вместо A(x/t) мы будем писать просто A(t), когда контекст x очевиден.

Секвенцией [16] называется упорядоченная пара вида Γ → A, где Γ есть конечное, в частно-
сти, быть может, пустое, множество формул языка Ω, а A есть формула этого языка. При этом
Γ называется антецедентом, а формула A — сукцедентом секвенции. Теоретико-множественные
операции над конечными множествами формул рассматриваются обычным образом. Напри-
мер, объединение Γ ∪∆ конечных множеств формул Γ и ∆ состоит из всех формул из Γ и ∆.
Как обычно, мы пишем Γ∆ вместо Γ ∪∆. Так что Γ∆ и ∆Γ обозначают одно и то же.

Все исчисления Si содержат аксиомы следующих двух видов: ΓG → G и ∆ → ⊤, где G —
атомарная формула языка Ω или ⊥. Ниже описываются все правила вывода, которые исполь-
зуются в исчислениях Si. При этом не все из них используются в обоих этих исчислениях.

A ⊃ B, Γ → A B, A ⊃ B, Γ → G

A ⊃ B, Γ → G
(⊃→),

ΓA → B

Γ → A ⊃ B
(→⊃),

A, B, A&B, Γ → G

A&B, Γ → G
(& →),

Γ → A Γ → B

Γ → A&B
(→ &),

A, A ∨B, Γ → G B, A ∨B, Γ → G

A ∨B, Γ → G
(∨ →),

Γ → Aj

Γ → A1 ∨A2

(→ ∨j),

A(x/t), ∀xA(x), Γ → G

∀xA(x), Γ → G
(∀ →),

Γ → A(x/y)

Γ → ∀xA(x)
(→ ∀),

A(x/y), ∃xA(x), Γ → G

∃xA(x), Γ → G
(∃ →),

Γ → A(x/t)

Γ → ∃xA(x)
(→ ∃),

Γ → ⊥

Γ → G
(⊥i) .

Здесь в правилах G — атомарная формула, дизъюнкция, ⊥ или формула вида ∃z C(z)
языка Ω, A, B — любые формулы языка Ω, а Γ — любое конечное множество формул языка Ω.
В кванторных правилах (→∀) и (∃→) переменная y не входит свободно в нижнюю секвенцию.

Минимальное исчисление секвенций S1, кроме аксиом, включает правила вывода (⊃→),
(→⊃), (&→), (→&), (∨→), (→∨), (∀→), (→∀), (∃→) и (→∃). Интуиционистское исчисление
секвенций S2 получается из исчисления S1 в результате добавления правила (⊥i).

Выводимость секвенций в Si определяется обычным образом [16]. Вывод удобно оформ-
лять в виде дерева. Высота вывода есть по определению количество секвенций в самой длин-
ной ветви. Мы не будем делать различия между формулами и секвенциями, отличающимися
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лишь переименованием связанных переменных. На диаграммах фрагмент
. . .

...· ·
·

будет обозна-
чать часть дерева. Символически выводимость секвенции S обозначается ⊢ S. Будем писать
⊢n S, если ⊢ S и существует вывод с высотой ≤ n.

П р и м е р 1.1. В приведенном ниже секвенциальном выводе в исчислении S2 формулы
A и B являются атомарными, переменная x не входит в B, а переменная y не входит в A(x)
и B:

B, ¬B→ B ⊥, B, ¬B → ⊥
(⊃→)

B, ¬B→ ⊥
(⊥i)

B, ¬B→ A(y)
(→ ∀)

B, ¬B→ ∀xA(x)
(→⊃)

¬B →B ⊃ ∀xA(x)

П р и м е р 1.2. Логический закон (∀x (A(x) ⊃ B)) ⊃ ((∃xA(x)) ⊃ B) ниже доказан в
исчислении S1:

{

∀x (A(x) ⊃ B), ∃xA(x),
A(y), A(y) ⊃ B

}

→ A(y)

{

∀x (A(x) ⊃ B), ∃xA(x),
A(y), A(y) ⊃ B, B

}

→ B

(⊃→)
∀x (A(x) ⊃ B), ∃xA(x), A(y), A(y) ⊃ B → B

(∀ →)
∀x (A(x) ⊃ B), ∃xA(x), A(y) → B

(∃ →)
∀x (A(x) ⊃ B), ∃xA(x) → B

(→⊃)
∀x (A(x) ⊃ B) → (∃xA(x)) ⊃ B

(→⊃)
→ (∀x (A(x) ⊃ B))⊃ ((∃xA(x)) ⊃ B)

Начало изучения подобных односукцедентных исчислений секвенций положено в [16]. Фор-
мулируемые ниже теоремы 1.1–1.6 требуются, чтобы доказать нормализацию натуральных
выводов. Обоснования теорем 1.1–1.5 довольно элементарны, но отдельные утверждения пред-
ставляют самостоятельный интерес, и для полноты изложения их доказательства вынесены в
дополнительные материалы [17].

Лемма 1.1. Если ⊢n Γ → C, то ⊢n D Γ → C для любых формул C и D.

Теорема 1.1. Правила вывода (⊃→), (& →), (∨ →), (∀ →) и (∃ →) допустимы для про-

извольной формулы в сукцеденте в каждом исчислении Si:

1) если ⊢ (A ⊃ B) Γ → A и ⊢ (A ⊃ B)B Γ → C, то также и ⊢ (A ⊃ B) Γ → C;

2) если ⊢ (A&B)AB Γ → C, то ⊢ (A&B) Γ → C;

3) если ⊢ (A ∨B)AΓ → C и ⊢ (A ∨B)B Γ → C, то ⊢ (A ∨B) Γ → C;

4) если ⊢ (∀xA(x))A(x/t) Γ → C, то ⊢ (∀xA(x)) Γ → C;

5) если ⊢ (∃xA(x))A(x/y) Γ → C, то ⊢ (∃xA(x)) Γ → C.

Теорема 1.2. Секвенция ΓC → C выводима для произвольной формулы C в каждом

исчислении Si.

Теорема 1.3. Правило вывода (⊥i) допустимо в S2 для произвольной формулы в сукце-

денте: если ⊢ Γ → ⊥, то ⊢ Γ → C для всякой формулы C.

Теорема 1.4. Если ⊢n S, z — переменная и t — терм, то ⊢n S(z/t).

Теорема 1.5. В исчислении секвенций Si обратимы правила вывода (→&), (→⊃) и (→∀):

1) если ⊢ Γn → A&B, то ⊢n Γ → A и ⊢n Γ → B;

2) если ⊢n Γ → A ⊃ B, то ⊢n AΓ → B;
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3) если ⊢n Γ → ∀xA(x), то ⊢n Γ → A(x/y).

Лемма 1.2. Если ⊢n ⊤Γ → A, то ⊢n Γ → A.

Теорема 1.6. Следующее правило вывода, называемое сечением, допустимо в Si:

Γ → A AΓ → B

Γ → B
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть даны выводы в Si секвенций Γ → A и AΓ → B. При-
пишем этой паре выводов тройку натуральных чисел (k, l, m), где k — логическая сложность
формулы A, l — высота вывода секвенции Γ → A, а m — высота вывода секвенции AΓ → B.
Утверждение докажем индукцией по k, при фиксированном k — индукцией по l, а при фикси-
рованном l — индукцией по m. Фактически для доказательства нужно указать, каким образом
следует заменить данное сечение фигурой вывода без сечений или, по крайней мере, фигурой
вывода меньшего веса (k, l, m). Рассмотрим различные случаи строения данной пары выводов.

1. Одна из посылок есть аксиома. Тогда Γ → B выводится в Si. Действительно, в случае,
когда A — атомарная формула или ⊥, секвенция Γ → A есть аксиома и A ∈ Γ, так что Γ → B
совпадает с AΓ → B. Если же A = ⊤, то ⊢ Γ → B следует по лемме 1.2 из ⊢ AΓ → B.

Пусть AΓ → B есть аксиома. Тогда либо B = ⊤, либо B ∈ Γ ∪ {A} и B — атомарная
формула или ⊥. Если B = ⊤ или B ∈ Γ, то Γ → B есть аксиома. Если же B = A, то Γ → B
совпадает с Γ → A.

2. Одна из посылок сечения получена по правилу, не связанному с формулой A. Тогда
приме́ним сечение к посылкам этого правила, при этом уменьшится l или m. Затем приме́ним
то же самое правило. При этом, когда это необходимо, то в секвенции добавляются посыл-
ки по лемме 1.1. Все такие случаи применения сечения рассматриваются подобным образом.
Рассмотрим только два из них. При этом применение правила сечения символически будем
обозначать (cut).

(2.а) Пусть вывод с сечением имеет вид

C&D, C, D,∆ → A
(& →)

C &D,∆ → A A, C&D,∆ → B
(cut)

C &D, ∆→ B

В таком случае преобразуем вывод следующим образом:

C &D, C, D,∆ → A

A, C &D,∆ → B

A, C &D, C, D,∆ → B
(cut)

C&D, C, D, ∆→ B
(& →)

C &D, ∆→ B

(2.б) Пусть сечение имеет вид

Γ→ A

A, Γ→ ⊥
(⊥i)A, Γ→ B
(cut)

Γ→ B

Эту фигуру преобразуем к виду

Γ→ A A, Γ→ ⊥
(cut)

Γ→ ⊥ (⊥i)Γ→ B
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3. Каждая из посылок сечения получена по правилу вывода, связанному с формулой A.
Здесь будем преобразовывать исходный вывод с сечением в зависимости от строения форму-
лы A.

(3.а) Пусть A = C ⊃ D. В этом случае сечение имеет вид

C,Γ → D
(→⊃)

Γ→ C ⊃ D

C ⊃ D, Γ→ C C ⊃ D, D, Γ→ B
(⊃→)

C ⊃ D, Γ→ B
(cut)

Γ→ B

Преобразуем эту фигуру к виду

Γ→ C ⊃ D C ⊃ D,Γ → C

Γ→ C C, Γ→ D

Γ→ D

Γ→ C ⊃ D
D, Γ→ C ⊃ D C ⊃ D, D, Γ→ B

D, Γ→ B

Γ→ B

Здесь два верхних сечения имеют меньшую высоту правого вывода, а два других сечения
применяются к формулам меньшей логической сложности, так что по индуктивному предпо-
ложению эти сечения допустимы.

(3.б) Пусть A = ∀xC(x). Данное сечение имеет вид

Γ→ C(y)
(→ ∀)

Γ→ ∀xC(x)

∀xC(x), C(t), Γ→ B
(∀ →)

∀xC(x), Γ→ B
(cut)

Γ→ B

Преобразуем эту фигуру к виду

Γ→ C(t)

Γ→ ∀xC(x)

C(t), Γ→ ∀xC(x) ∀xC(x), C(t), Γ→ B
(cut)

C(t), Γ→ B
(cut)

Γ→ B

Здесь верхнее сечение имеет меньшую высоту правого вывода, а нижнее применяется к форму-
ле меньшей сложности. Вывод секвенции Γ → C(t) получается из вывода секвенции Γ → C(y)
с помощью теоремы 1.4.

(3.в) Пусть A = ∃xC(x). Возможны два случая. Первый имеет следующий вид:

Γ→ C(t)
(→ ∃)

Γ→ ∃xC(x)

∃xC(x), C(y), Γ→ B
(∃ →)

∃xC(x), Γ→ B
(cut)

Γ→ B

Эту фигуру преобразуем к виду

Γ→ C(t)

Γ→ ∃xC(x)

C(t), Γ→ ∃xC(x) ∃xC(x), C(t),Γ → B
(cut)

C(t), Γ→ B
(cut)

Γ→ B

Если Γ → ∃xC(x) получена в S2 из Γ → ⊥ по правилу (⊥i), то ⊢ Γ → B по теореме 1.3.
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(3.г) Пусть A = C ∨D. Сначала рассмотрим следующее сечение:

Γ→ C (→ ∨)
Γ→ C ∨D

C ∨D, C, Γ→ B C ∨D, D,Γ → B
(∨ →)

C ∨D, Γ→ B
(cut)

Γ→ B

Эту фигуру преобразуем к виду

Γ→ C

Γ→ C ∨D
C, Γ→ C ∨D C ∨D, C,Γ → B

(cut)
C, Γ→ B

(cut)
Γ→ B

Если Γ → C ∨D получена в S2 из Γ → ⊥, то ⊢ Γ → B по теореме 1.3.

(3.д) Пусть A = C &D. Данное сечение

Γ→ C Γ→ D (→ &)
Γ→ C &D

C&D, C, D,Γ → B
(& →)

C &D, Γ→ B
(cut)

Γ→ B

преобразуем к виду

Γ→ D

Γ→ C
D, Γ→ C

Γ→ C &D
C, D, Γ→ C &D C &D, C, D, Γ→ B

(cut)
C, D, Γ→ B

(cut)
D, Γ→ B

(cut)
Γ→ B

Теорема о допустимости сечения доказана.

2. Системы натуральной дедукции

В этом разделе определяются две системы натуральной дедукции: минимальная D1 и ин-
туиционистская D2. При построении натурального исчисления предикатов Di мы будем следо-
вать за [1; 2]. При этом наше изложение этой теории отличается не только исходным набором
логических связок, но и формулировкой некоторых правил вывода. Далее произвольные це-
почки символов будем обозначать греческими буквами: α, β, γ, . . . .

По сравнению с аксиоматическим исчислением предикатов понятие вывода в натуральном
исчислении предикатов является более сложным образованием. Прежде всего введем понятие
субординатной последовательности формул с вхождением в нее формулы и ее последней

формулой.

СП1. “〈 〉” есть субординатная последовательность, она не имеет последней формулы и ни одна
формула не входит в нее.

СП2. Если A — формула, то 〈A〉 есть субординатная последовательность, A есть ее последняя
формула и A входит в нее.

СП3. Если α есть субординатная последовательность формул и A есть формула, то 〈αA〉 есть
субординатная последовательность формул, A — ее последняя формула и B входит в
〈αA〉, если B входит в α или B графически равна A.
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СП4. Если α и β суть субординатные последовательности формул и A — формула, то 〈α [β]A〉
есть субординатная последовательность формул, A есть ее последняя формула и фор-
мула B входит в нее, если она входит в α или B графически равна A.

Ниже с помощью субординатных последовательностей моделируются натуральные выво-
ды.

Введем понятие высоты h(α) субординатной последовательности α следующим образом:

• h(〈 〉) = 0,

• h(〈A〉) = 1,

• h(〈αA〉) = h(α) + 1,

• h(〈α [β]A〉) = max (h(α), h([β])) + 1,

• h([α]) = ω · h(α).

Очевидно, что высота субординатной последовательности меньше, чем ωω, и мы вправе
использовать методы доказательства по индукции по высоте субординатной последователь-
ности. Так же мы можем определять понятия и доказывать утверждения по индукции по
построению субординатной последовательности.

Мы ввели понятие субординатной последовательности в виде линейного образования в язы-
ке, который содержит угловые и прямые скобки. Для теоретических целей такое определение
предпочтительно, но оно проигрывает в наглядности по сравнению с двумерной записью, кото-
рую также часто используют. В двумерном виде субординатные последовательности формул
〈αA〉 и 〈α [β]A〉 мы условимся изображать соответственно

α
A

и
α
|β
A

.

При записи субординатных последовательностей формул угловые скобки можно опускать,
если зафиксировать правило их восстановления. Условимся их восстанавливать согласно левой
ассоциативности. В дальнейшем мы будем опускать угловые скобки.

Заметим, что в определении субординатной последовательности формул переопределяется
уже имеющее стандартный смысл понятие вхождения формулы в такую последовательность.
Ниже мы употребляем этот термин только в указанном смысле. При этом формула A вхо-
дит в субординатную последовательность формул α тогда и только тогда, когда α имеет один
из следующих видов: βAγ, β1[β2]Aγ, где β1, β2, β и γ — субординатные последовательности
формул. В случае, когда формула A входит в α, будем употреблять обозначение A ∈ α. Фор-
мула A есть последняя формула субординатной последовательности α в том и только в том
случае, если α имеет один из следующих видов: βA, β1[β2]A, где β1, β2 и β — субординатные
последовательности формул.

В натуральных системах дедукции вывод есть более сложный формальный объект, нежели
в аксиоматических. Принципиальное отличие этих двух типов формализации рассуждений
состоит в формулировке самого понятия вывода. Натуральные выводы суть субординатные
последовательности формул. Опишем системы Di как исчисления, которые будем называть
исчислениями натуральных выводов, а также натуральными исчислениями предикатов.

В исчислении Di имеются два типа правил. Первый тип правил вывода — это правила
непосредственной выводимости (в наших системах трехпосылочные, двухпосылочные, одно-
посылочные и нульпосылочные, т.е. схемы аксиом). Второй тип правил вывода — это правила
вспомогательного вывода. Их формулировку удобнее давать при определении натурального
вывода для конкретной системы Di.

Прежде всего определим отношение непосредственной выводимости между формулами в
системах Di, где i = 1, 2. Ниже формулируются правила непосредственного вывода, которые
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используются в системах Di. При этом не все из них используются в обеих двух:

A, B

A&B
(& i),

A&B

A

A&B

B
(& e),

A

A ∨B

B

A ∨B
(∨ i),

A ∨B, A ⊃ C, B ⊃ C

C
(∨ e),

⊥

A
(⊥i),

A ⊃ B, A

B
(⊃e),

A (x/t)

∃xA(x)
(∃ i),

∀xA(x)

A (x/t)
(∀ e) .

Все системы Di включают аксиому ⊤. Кроме того, система D1 включает правила непосред-
ственного вывода (&i), (&e), (∨i), (∨e), (⊃e), (∃i) и (∀e). Система D2, кроме указанных правил,
включает также (⊥i).

Теперь определим понятие натурального вывода для минимального натурального исчис-

ления предикатов D1. Вывод в системе D1 есть субординатная последовательность формул,
построенная в соответствии со следующими ниже правилами.

НВ1. Субординатная последовательность формул вида

A1

...
An

есть вывод из множества посылок

{A1, . . . , An}. Случай n = 0 не исключается. Символически это правило будем обозна-
чать (pi) и называть правилом формирования посылок.

НВ2. Если A есть аксиома (т.е. A = ⊤), то A есть вывод из пустого множества посылок ∅.
Символически это правило будем обозначать (⊤i).

НВ3. Если α есть вывод из множества посылок Γ и A — аксиома, то
α
A

есть вывод из мно-

жества посылок Γ. Это правило будем обозначать (⊤i).

НВ4. Если α есть вывод из множества посылок Γ и формула C непосредственно выводима из
одной или нескольких формул, входящих в α, по правилу (&i), (&e), (∨i), (∨e), (⊃e), (∃i)

или (∀e), то
α
C

есть вывод из множества посылок Γ.

НВ5. Если α есть вывод из посылок Γ, β есть вывод из посылок ∆ ∪ {A}, все формулы ∆

входят в α и последней формулой β является B, то
α
| β
A ⊃ B

есть вывод из множества

посылок Γ. Формула A в β называется допущением по отношению к α. Символически
это правило обозначим (⊃ i).

НВ6. Если α есть вывод из посылок Γ, β есть вывод из посылок ∆, предметная переменная
y не является параметром ни одной входящей в α формулы, последней формулой β

является A(y) и все формулы ∆ входят в α, то
α
|β
∀xA(x)

есть вывод из множества

посылок Γ. Используемая в выводе β предметная переменная y называется варьируемой.
Сформулированное правило обозначим (∀ i).

НВ7. Если α есть вывод из множества посылок Γ, формула ∃xA(x) входит в α (т.е. α =
α1 (∃xA(x))α2), предметная переменная y не является параметром ни одной входящей
в α формулы и формулы B, β есть вывод из посылок ∆∪{A(y)}, последней формулой β



196 О.А.Охотников

является B и все формулы ∆ входят в α, то

α1

∃xA(x)
α2

| β
B

есть вывод из множества посылок Γ. Используемая в выводе β предметная перемен-
ная y называется локальной константой. Формула A(y) в β называется допущением по
отношению к α. Это правило обозначим (∃ e).

Формулировка системы натуральной дедукции D1 завершена. Интуиционистская систе-

ма натуральной дедукции D2 получается из D1 в результате переформулировки правила по-
строения НВ4, в котором требуется к упомянутым там правилам непосредственного вывода
добавить правило (⊥i).

Отметим, что в исчислениях Di правило (∀ i) оформляется в виде отдельного подвывода,
в отличие от [1; 2]. Формулировки других правил также отличаются от приведенных в [1; 2],
которые в этой концепции натуральной дедукции формализуются более естественно и соот-
ветствуют практике оформления математических доказательств.

Понятие натурального вывода было определено индуктивно. Очевидно, что множество на-
туральных выводов из посылок Γ в системе D1 совпадает с множеством цепочек, выводимых
в некотором исчислении, в котором аксиомами считаются натуральные выводы из посылок Γ,
формируемые по правилу НВ1, а правила НВ2, . . . , НВ7 построения натуральных выводов
из посылок Γ трактуются как правила вывода. И аналогично для D2. При этом символиче-
ские обозначения правил НВ1, . . . , НВ7 будем считать также символическими обозначениями
соответствующих аксиом и правил вывода в этих исчислениях.

Другими словами, минимальное натуральное исчисление предикатов D1 включает акси-
ому (pi) и правила вывода (⊤i), (&i), (⊃i), (∨i), (∀ i), (∃ i), (& e), (⊃ e), (∨ e), (∀ e) и (∃ e).
Интуиционистское натуральное исчисление предикатов D2 получается присоединением к ис-
числению D1 правила (⊥i).

Правила вывода удобно разделить на правила введения и правила удаления логических
знаков. Правила введения — это суть правила (⊤i), (& i), (⊃i), (∨i), (∀ i) и (∃ i), а правила

удаления — (& e), (⊃e), (∨e), (∀ e) и (∃ e). Правило (⊥i) будем называть ⊥-правилом.
Будем говорить, что субординатная последовательность α есть вывод формулы A из посы-

лок Γ, если α есть вывод из посылок Γ и A является последней формулой α. Мы пишем Γ ⊢Di
A

и говорим, что A является синтаксическим логическим следствием Γ, если существует вывод
формулы A из некоторого конечного подмножества ∆ ⊆ Γ в Di.

П р и м е р 2.1. В приведенном ниже натуральном выводе в исчислении D2 варьируется
предметная переменная y, которая не входит в A(x) и B, а предметная переменная x не входит
в B. Натуральный вывод дополнен подробным анализом. В колонке слева дана сплошная
нумерация формул. В колонке справа размещен комментарий для соответствующих строк
вывода:

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.

¬B
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

B
¬B
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

B
¬B
⊥
A(y)

∀xA(x)
B ⊃ ∀xA(x)

посылка
допущение

y — варьируемая переменная

4, 5, (⊃ e)
6, (⊥i)
(∀ i)
(⊃ i)
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П р и м е р 2.2. В приведенном ниже натуральном выводе из пустого множества посылок
предметная переменная y является локальной константой:

1.
2.
3.
4.
5.
6.
7.
8.
9.

10.

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∀x (A(x) ⊃ B)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∃xA(x)
∀x (A(x) ⊃ B)
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A(y)
∀x (A(x) ⊃ B)
A(y) ⊃ B
B

B
(∃xA(x)) ⊃ B

(∀x (A(x) ⊃ B)) ⊃ ((∃xA(x)) ⊃ B)

допущение
допущение

допущение, y — локальная константа

5, (∀ e)
4, 6, (⊃ e)
2, (∃ e)
(⊃ i)
(⊃ i)

При применении правила удаления посылка, содержащая вхождение удаляемого логиче-
ского символа, называется бо́льшей посылкой. Чтобы отличать посылки применений правил
вывода от посылок всего натурального вывода, будем последние также называть предположе-

ниями этого вывода. Последнюю формулу натурального вывода будем называть заключением

этого вывода.
Протоколом построения в Di натурального вывода α из посылок Γ называется конечная

последовательность натуральных выводов α1, α2, . . . , αk, в которой α = αk, α1 есть последова-
тельность всех формул из Γ и каждый αj либо порождается по правилу (pi), либо получается
в результате применения некоторого правила вывода исчисления Di из некоторых предше-
ствующих натуральных выводов в этой последовательности.

Очевидно, что субординатная последовательность α является натуральным выводом из
посылок Γ в том и только том случае, когда существует протокол α1, . . . , αk построения α
из Γ. Определения некоторых понятий о натуральном выводе α могут быть сформулированы
только в контексте некоторого его протокола построения. При этом мы не будем всякий раз
это оговаривать, имея в виду, что такой протокол α1, . . . , αk подразумевается.

Мы говорим, что β является непосредственным собственным подвыводом α, если α имеет
вид γ[β]δ для некоторых γ и δ. При этом α будем называть непосредственным собственным

надвыводом β. Отношение быть собственным подвыводом определим как транзитивное замы-
кание отношения непосредственного собственного подвывода.

Кроме собственных подвыводов нам требуются виртуальные подвыводы, которые сопря-
жены с применением правил (∨ i), (∃ i), (⊥i), (& i), (⊃ e), (∨ e) и определяются следующим
образом. Рассмотрим несколько случаев вхождений формул A и B в натуральный вывод α из
посылок Γ. Пусть либо (а) A — заключение вывода α и A получена по правилу (∨ i), (∃ i) или
(⊥i) из B ∈ α; либо (б) A — заключение вывода α, A получена по правилу (& i) и B — одна
из двух посылок; либо (в) A получена по правилу (⊃ e) и B — ме́ньшая посылка; либо (г) A
получена по правилу (∨ e) и B — одна из двух ме́ньших посылок. Тогда для случаев (а)–(г) в
α однозначно находится натуральный вывод β формулы B из посылок Γ с тем свойством, что
все вхождения формул в β за исключением предположений из Γ и заключения B являются
посылками применения некоторого правила. Такой вывод β будем называть непосредствен-

ным виртуальным подвыводом α. Отношение быть виртуальным подвыводом определим как
транзитивное замыкание отношения непосредственного виртуального подвывода.

Подвыводами натурального вывода будем называть, во-первых, его собственные подвыво-
ды, во-вторых, виртуальные подвыводы его и всех его собственных подвыводов.

3. Нормальные натуральные выводы

В этом разделе определяется понятие нормального вывода в исчислении Di. Также для
него устанавливается свойство подформульности и связь с исчислением секвенций Si.
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Вхождение формулы в натуральный вывод, которое одновременно является бо́льшей по-
сылкой правила удаления и заключением либо правила введения, либо ⊥-правила, либо пра-
вила (∨e), либо правила (∃ e), называется максимальным.

Вывод называется нормальным, если он сам и все его подвыводы обладают следующими
свойствами:

HHB1. Не содержат максимальных вхождений формул.

HHB2. Все вхождения формул за исключением предположений и заключений являются по-
сылками применения некоторого правила.

HHB3. Если заключение вида A&B не является предположением, то должно быть получено
по правилу (& i).

HHB4. Если заключение вида A ⊃ B не является предположением, то должно быть получено
по правилу (⊃ i).

HHB5. Если заключение вида ∀xA(x) не является предположением, то должно быть получено
по правилу (∀ i).

HHB6. С помощью ⊥-правила можно обосновывать только лишь атомарные формулы, дизъ-
юнкции и формулы вида ∃xA(x).

HHB7. Все предположения собственных подвыводов за исключением допущений должны быть
предположениями их непосредственного надвывода.

Отметим, что требования ННВ3–ННВ7 отличают новую концепцию нормального нату-
рального вывода от других определений этого понятия [4;7;8;10–14]. Мы пишем Γ ⊢+ A, если
существует нормальный натуральный вывод формулы A из некоторого конечного подмноже-
ства ∆ ⊆ Γ в Di.

Понятие подформулы определяется индуктивно следующим образом: A есть подформула
формулы A; если B&C, B ⊃ C или B ∨ C есть подформула формулы A, то B и C суть
подформулы A; если ∀xB или ∃xB есть подформула формулы A, то B(x/t) есть подформула
формулы A.

Будем говорить, что натуральный вывод α формулы A из посылок Γ обладает свойством

подформульности, если каждая формула, входящая в α или его подвывод за исключением
ме́ньших посылок применений правила (∨e) является подформулой A или некоторой форму-
лы из Γ. Нормальные выводы обладают свойством подформульности. Этот факт для систем Di

формулируется ниже в теореме 3.1, которая может быть доказана индукцией по высоте нор-
мального натурального вывода. При этом используются леммы 3.1 и 3.2. Первая из них легко
доказывается индукцией по длине n указанной там последовательности формул, а вторая —
индукцией по высоте нормального вывода.

Лемма 3.1. Пусть α есть натуральный вывод формулы A из посылок Γ такой, что, во-

первых, все виртуальные подвыводы α обладают свойством подформульности, во-вторых, в

α существует последовательность формул A1, . . . , An, в которой A1 ∈ Γ, An = A и для

i < n каждая Ai является бо́льшей посылкой применения правила (&e), (∀e) или (⊃e) для

получения Ai+1. Тогда для α выполняется свойство подформульности.

Лемма 3.2. Если Γ ⊢+ ⊥ в D1 или D2, то ⊥ есть подформула некоторой формулы из Γ.

Теорема 3.1. Всякий нормальный вывод в D1 или D2 обладает свойством подформуль-

ности.

П р и м е р 3.1. Легко проверить, что рассмотренные в примерах 2.1 и 2.2 натуральные
выводы являются нормальными. При этом они могут быть получены из рассмотренных в
примерах 1.1 и 1.2 соответствующих секвенциальных выводов чисто механически в результате
применения эффективного алгоритма.

Следующая лемма, которая легко может быть доказана индукцией по построению нор-
мального натурального вывода, используется в доказательстве теоремы 3.2.
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Лемма 3.3. Если существует нормальный вывод формулы A из посылок ∆ и ∆ = {A1, . . . ,
An}, то существует нормальный вывод вида A1 . . . An β A из посылок ∆.

Теорема 3.2. Если секвенция Γ → A выводима в исчислении Si, то Γ ⊢+ A в Di.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Γ = {A1, . . . , An} и Π есть вывод в исчислении Si се-
квенции Γ → A. Индукцией по построению вывода Π покажем, как построить нормальный
вывод π формулы A из посылок Γ в исчислении натуральной дедукции Di.

База индукции. Пусть секвенция Γ → A есть аксиома и вывод Π содержит только ее.
Тогда либо A ∈ Γ, либо A = ⊤. Если A = Aj ∈ Γ, то искомый вывод из посылок Γ можно
получить с помощью правила формирования посылок: A1 . . . Aj−1Aj+1 . . . AnA. Если же A = ⊤,
то вывод A1 . . . AnA получается по правилу (⊤i). В обоих случаях указанная субординатная
последовательность будет нормальным выводом формулы A из посылок Γ, поскольку для него
выполняются все требуемые свойства ННВ1, . . . , ННВ7.

Шаг индукции. Пусть в исчислении Si в выводе Π заключительная секвенция Γ → A
получается по одному из правил вывода. Рассмотрим все возможные случаи.

1. Пусть в выводе Π секвенция Γ → A получена по правилу (→ &) из секвенций Γ → B и
Γ → C. Тогда, во-первых, A = B&C; во-вторых, по индуктивному предположению и лемме 3.3
существуют нормальные выводы A1 . . . AnβB и A1 . . . AnγC из посылок Γ соответственно фор-
мул B и C. Искомый натуральный вывод π формулы B&C из посылок Γ сформируем так,
как показано на следующей диаграмме:

. . .
...· ·

·

Γ → B

. . .
...· ·

·

Γ → C

Γ → B&C

 

1.
...

n.

l.

m.

A1

...
An

β
B
γ
C
B&C

посылка
...
посылка

l, m, (& i)

Построенный вывод π является нормальным. Действительно, вывод π получен по пра-
вилу (&i) из нормальных выводов A1 . . . AnβB и A1 . . . AnγC. Поскольку формула B&C не
может быть максимальной в π, то тем самым выполняется свойство ННВ1. Также легко прове-
ряется, что выполняются свойства ННВ2, . . . , ННВ7. Тем самым вывод π удовлетворяет всем
требованиям, которыми должен обладать нормальный вывод.

2. Пусть в выводе Π заключительная секвенция Γ → A является результатом применения
правила вывода (& →). Тогда по индуктивному предположению существует нормальный вы-
вод (B&C)A1 . . . AnBCαA из посылок B&C, A1, . . . , An, B, C. Применив два раза к нормаль-
ному выводу (B&C)A1 . . . An правило (&e), получаем нормальный вывод (B&C)A1 . . . AnBC
теперь уже из посылок B&C, A1, . . . , An. Тогда вывод (B&C)A1 . . . AnBCαA является нор-
мальным из-за того, что B и C не могут быть максимальными. В результате получаем следу-
ющее преобразование вывода Π в нормальный вывод π:

. . .
...· ·

·

B&C, B, C, ∆ → A

B&C, ∆ → A

 

1.
2.
...

n+ 1.
n+ 2.
n+ 3.

B&C
A1

...
An

B
C
α
A

посылка
посылка
...
посылка
1, (& e)
1, (& e)
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3. Пусть секвенция Γ → A получена по правилу вывода (→⊃) из секвенции ΓB → C. Тогда
A = B ⊃ C, и существует нормальный вывод BA1 . . . An γ C из посылок Γ∪ {B}. Следующая
перестройка этого вывода по правилу (⊃ i) сохраняет свойство нормальности:

. . .
...· ·

·

Γ, B → C

Γ → B ⊃ C

 

1.
...

n.
n+ 1.
n+ 2.

...
2n + 1.

A1

...
An
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

B
A1

...
An

γ
C

B ⊃ C

посылка
...
посылка
допущение
посылка
...
посылка

(⊃ i)

4. Пусть в выводе Π заключительная секвенция Γ → A получается по правилу (⊃→) из
секвенций (B ⊃ C)∆ → B и (B ⊃ C)C∆ → A. Тогда по индуктивному предположению,
во-первых, существует нормальный вывод (B ⊃ C)A1 . . . AnβB из посылок B ⊃ C, A1, . . . ,
An; во-вторых, существует нормальный вывод C (B ⊃ C)A1 . . . AnαA из посылок C, B ⊃ C,
A1, . . . , An. Применив к выводу (B ⊃ C)A1 . . . AnβB правило (⊃ e), получаем нормальный
вывод (B ⊃ C)A1 . . . AnβB C из тех же посылок. Тогда следующий вывод из этих же посылок
является нормальным, поскольку формула C не может быть максимальной:

. . .
...· ·

·

B ⊃ C, ∆ → B

. . .
...· ·

·

C, B ⊃ C, ∆ → A

B ⊃ C, ∆ → A

 

1.
2.
...

n+ 1.

m.

B ⊃ C
A1

...
An

β
B
C
α
A

посылка
посылка
...
посылка

1, m, (⊃ e)

5. Пусть в выводе Π заключительная секвенция Γ → A получается по правилу (→ ∨j).
Тогда A = B1 ∨ B2, и существует нормальный вывод A1 . . . An αBj из посылок Γ. Применив
к этому выводу правило (∨ i), получим вновь нормальный вывод, поскольку формула B1 ∨B2

не может быть максимальной:

. . .
...· ·

·

Γ → Bj

Γ → B1 ∨B2

 

1.
...

n.

m.

A1

...
An

α
Bj

B1 ∨B2

посылка
...
посылка

m, (∨ i)

6. Пусть в выводе Π заключительная секвенция Γ → A получается по правилу (∨ →) из
двух секвенций (B∨C)B∆ → A и (B∨C)C∆ → A. Тогда по индуктивному предположению,
во-первых, существует нормальный вывод (B ∨ C)BA1 . . . An α1A из посылок B ∨ C, B, A1,
. . . , An; во-вторых, существует нормальный вывод (B ∨C)C A1 . . . An α2 A из посылок B ∨C,
C, A1, . . . , An. Теперь, применив сначала дважды правило (⊃ i), а затем трехпосылочное
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правило (∨e), получим следующий нормальный вывод π теперь уже из посылок Γ:

. . .
...· ·

·

B ∨ C, B, ∆ → A

. . .
...· ·

·

B ∨ C, C, ∆ → A

B ∨C, ∆ → A

 

1.
2.
...

n+ 1.
n+ 2.
n+ 3.

...
2n+ 2.

l.
l + 1.
l + 2.

...
l + n+ 2.

m.

B ∨ C
A1

...
An
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

B
A1

...
An

α1

A
B ⊃ A
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

C
A1

...
An

α2

A
C ⊃ A
A

посылка
посылка
...
посылка
допущение
посылка
...
посылка

(⊃ i)
допущение
посылка
...
посылка

(⊃ i)
1, l, m, (∨e)

7. Пусть секвенция Γ → A получается в результате применения правила (→ ∀). Тогда
A = ∀xB(x), и существует нормальный вывод A1 . . . An β B(x/y) из посылок Γ. Следующая
перестройка этого вывода по правилу (∀ i) сохраняет свойство нормальности:

. . .
...· ·

·

Γ → B(x/y)

Γ → ∀xB(x)

 

1.
...

n.
n+ 1.

...
2n.

A1

...
An
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

A1

...
An

β
B(x/y)

∀xB(x)

посылка
...
посылка
посылка
...
посылка

(∀ i)

8. Пусть заключительная секвенция Γ → A получена по правилу (∀ →) из секвенции
B(t) (∀xB(x))∆ → A. Тогда по индуктивному предположению существует нормальный вывод
B(t) (∀xB(x))A1 . . . An αA из посылок B(t), ∀xB(x), A1, . . . , An. Применяя к нормальному
выводу (∀xB(x))A1 . . . An правило (∀e), получим нормальный вывод (∀xB(x))A1 . . . An B(t)
теперь уже из посылок ∀xB(x), A1, . . . , An. Тогда указанный ниже вывод из посылок Γ будет
нормальным потому, что в нем формула B(t) не является максимальной:

. . .
...· ·

·

∀xB(x), B(x/t), ∆ → A

∀xB(x), ∆ → A

 

1.
2.
...

n+ 1.

∀xB(x)
A1

...
An

B(x/t)
α
A

посылка
посылка
...
посылка
1, (∀ e)
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9. Пусть в выводе Π заключительная секвенция Γ → A получается по правилу (→ ∃).
Тогда A = ∃xB(x), и существует нормальный вывод A1 . . . An αB(t) из посылок Γ. Применяя
к этому выводу правило (∃ i), получим следующее преобразование секвенциального вывода Π
в нормальный натуральный вывод π:

. . .
...· ·

·

Γ → B(x/t)

Γ → ∃xB(x)

 

1.
...

n.

m.

A1

...
An

α
B(x/t)
∃xB(x)

посылка
...
посылка

m, (∃ i)

10. Пусть заключительная секвенция Γ → A получена по правилу (∃ →) из секвенции
B(y) (∃xB(x))∆ → A. Тогда по индуктивному предположению существует нормальный вывод
B(y) (∃xB(x))A1 . . . An αA из посылок B(y), ∃xB(x), A1, . . . , An. Применяя правило (∃ e),
получим следующий нормальный вывод π теперь уже из посылок Γ:

. . .
...· ·

·

∃xB(x), B(x/y), ∆ → A

∃xB(x), ∆ → A

 

1.
2.
...

n+ 1.
n+ 2.
n+ 3.
n+ 4.

...
2n+ 3.

∃xB(x)
A1

...
An
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

B(x/y)
∃xB(x)
A1

...
An

α
A

A

посылка
посылка
...
посылка
допущение
посылка
посылка
...
посылка

1, (∃ e)

11. Пусть в исчислении S2 в выводе Π заключительная секвенция Γ → A получена в резуль-
тате применения правила (⊥i) к секвенции Γ → ⊥. Тогда по индуктивному предположению в
исчислении D2 существует нормальный вывод A1 . . . An α⊥ из посылок Γ. Применив к этому
выводу правило вывода (⊥i), получаем снова нормальный вывод, поскольку выполняются все
требования ННВ1, . . . , ННВ7:

. . .
...· ·

·

Γ → ⊥
Γ → A

 

1.
...

n.

m.

A1

...
An

α
⊥
A

посылка
...
посылка

m, (⊥i)

Теорема доказана.

Внимательный анализ этого доказательства показывает, что имеется полиномиальный ал-
горитм, который преобразует вывод в Si секвенции Γ → A в нормальный натуральный вывод
формулы A из посылок Γ в Di. Тем самым устанавливается, что любой алгоритм поиска
вывода в секвенциальном исчислении предикатов Si, в частности [15], является также и ал-
горитмом поиска вывода в натуральном исчислении предикатов Di. При этом формируются
только нормальные выводы.
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4. Теорема о нормализации

В этом разделе устанавливается, что любой натуральный вывод в исчислении Di может
быть нормализован.

Теорема 4.1. Если Γ ⊢ A в Di, то ⊢ Γ → A в Si.

Д о к а з а т е л ь с т в о проводится индукцией по построению вывода формулы A из
посылок Γ в исчислении натуральных выводов Di. Провести индукцию не составляет труда.
Рассмотрим все возможные случаи построения натурального вывода αA из посылок Γ.

База индукции. Пусть Γ = {A1, . . . , An} и натуральный вывод αA из посылок Γ состоит
только из посылок. Тогда A = Aj ∈ Γ. Отсюда по теореме 1.2 получаем ⊢ Γ → A в Si.

Шаг индукции. Пусть натуральный вывод αA из посылок Γ в исчислении Di формируется
по одному из правил вывода. Покажем, что правила вывода натурального исчисления преди-
катов сохраняют выводимость в исчислении секвенций. Рассмотрим все возможные случаи.

1. Пусть αA есть натуральный вывод из посылок Γ такой, что формула A получает обос-
нование по нульпосылочному правилу вывода (⊤i). В этом случае A является аксиомой, т.е.
A = ⊤. Тогда Γ → A является аксиомой исчисления Si.

2. Пусть αA есть вывод из посылок Γ такой, что формула A получает обоснование по
двухпосылочному правилу вывода (& i) из некоторых формул B ∈ α и C ∈ α. Тогда A = B&C,
и по индуктивному предположению имеем ⊢ Γ → B и ⊢ Γ → C. Отсюда по правилу (→ &)
получаем ⊢ Γ → A.

3. Пусть в выводе αA из посылок Γ формула A обоснована по однопосылочному правилу
(& e) либо из формулы A&B ∈ α, либо из формулы B&A ∈ α. Тогда по индуктивному пред-
положению имеем ⊢ Γ → A&B или ⊢ Γ → B&A. Принимая во внимание, что по теореме 1.5.1
правило (→ &) обратимо, получаем ⊢ Γ → A.

4. Пусть в выводе αA формула A обоснована в S2 по однопосылочному правилу (⊥i) из
формулы ⊥ ∈ α. Отсюда по индуктивному предположению ⊢ Γ → ⊥. Тогда по теореме 1.3
получаем ⊢ Γ → A.

5. Пусть αA есть натуральный вывод из посылок Γ такой, что формула A имеет обосно-
вание по двухпосылочному правилу вывода (⊃ e) из некоторых формул B ∈ α и (B ⊃ A) ∈ α.
Покажем, что тогда ⊢ Γ → A.

Действительно, по индуктивному предположению имеем ⊢ Γ → B и ⊢ Γ → B ⊃ A. По
теореме 1.5.2 правило (→⊃) обратимо. Это значит, что из ⊢ Γ → B ⊃ A следует ⊢ BΓ → A.
Теперь остается применить теорему о допустимости сечения 1.6 к выводимым секвенциям
Γ → B и BΓ → A, в результате чего и получим секвенцию Γ → A.

6. Пусть в выводе αA формула A обоснована по однопосылочному правилу (∨ i) из форму-
лы B ∈ α. Тогда по индуктивному предположению ⊢ Γ → B, а также A = B∨C или A = C∨B.
В обоих случаях по правилу (→ ∨j) получаем ⊢ Γ → A.

7. Пусть αA есть вывод из посылок Γ такой, что формула A обоснована по трехпосылоч-
ному правилу вывода (∨e) из некоторых формул (B ∨ C) ∈ α, (B ⊃ A) ∈ α и (C ⊃ A) ∈ α.
Покажем, что тогда ⊢ Γ → A.

Действительно, по индуктивному предположению имеем ⊢ Γ → B ∨ C, ⊢ Γ → B ⊃ A и
⊢ Γ → C ⊃ A. Ввиду обратимости правила (→⊃) из ⊢ Γ → B ⊃ A и ⊢ Γ → C ⊃ A следует
⊢ BΓ → A и ⊢ CΓ → A. Отсюда вытекает, что ⊢ (B ∨ C)BΓ → A и ⊢ (B ∨ C)CΓ → A. Тогда
по теореме 1.1.3 получаем ⊢ (B ∨ C)Γ → A. Теперь можно применить сечение к выводимым
секвенциям Γ → B ∨ C и (B ∨ C)Γ → A. В результате получаем ⊢ Γ → A.

8. Пусть в выводе αA формула A обоснована по однопосылочному правилу (∀ e) из фор-
мулы ∀xB(x) ∈ α. Отсюда A = B(x/t), и по индуктивному предположению ⊢ Γ → ∀xB(x).
Принимая во внимание теоремы 1.4 и 1.5.3, тогда получаем ⊢ Γ → B(t).
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9. Пусть в выводе αA формула A обоснована по однопосылочному правилу (∃ i) из формулы
B(x/t) ∈ α. Отсюда A = ∃xB(x), и по индуктивному предположению ⊢ Γ → B(t). Тогда по
правилу (→ ∃) получаем ⊢ Γ → ∃xB(x).

10. Пусть вывод αA из посылок Γ получен по правилу вывода (⊃ i). В этом случае A =
B ⊃ C и α = β[γ C], где γ C есть вывод из посылок {B1, . . . , Bm, B}, и при этом все фор-
мулы B1, . . . , Bm входят в β. По индуктивному предположению имеем ⊢ B1 . . . BmB → C и
⊢ Γ → Bj , где j = 1, . . . , m. Отсюда по правилу (→⊃) получаем ⊢ B1 . . . Bm → B ⊃ C. Тогда
⊢ B1 . . . Bm Γ → B ⊃ C и ⊢ Bj+1 . . . Bm Γ → Bj . Применив m раз сечение, получаем ⊢ Γ → A.

11. Пусть вывод αA из посылок Γ получен по правилу вывода (∀ i). В этом случае A =
∀xB(x) и α = β[γ B(y)], где γ B(y) есть вывод из посылок {B1, . . . , Bm}, все указанные фор-
мулы B1, . . . , Bm входят в β и переменная y не входит свободно в β. По индуктивному предпо-
ложению имеем ⊢ B1 . . . Bm → B(y) и ⊢ Γ → Bj , где j = 1, . . . , m. Отсюда по правилу (→ ∀)
получаем ⊢ B1 . . . Bm → ∀xB(x). Тогда ⊢ B1 . . . Bm Γ → ∀xB(x) и ⊢ Bj+1 . . . Bm Γ → Bj .
Применив m раз сечение, выведем требуемую секвенцию Γ → A.

12. Пусть αA есть вывод формулы A из посылок Γ такой, что A получена по правилу выво-
да (∃ e) из формулы ∃xB(x) ∈ α. Это значит, что αA имеет вид α1 (∃xB(x))α2 [B(x/y)β A]A,
где B(y)β A есть вывод из посылок {B(y), B1, . . . , Bm}, все формулы B1, . . . , Bm входят в
α1 (∃xB(x))α2 и переменная y не входит свободно в α1 (∃xB(x))α2 и формулу A. По индук-
тивному предположению ⊢ Γ → ∃xB(x), ⊢ B(y)B1 . . . Bm → A и ⊢ Γ → Bj, где j = 1, . . . , m.
Отсюда ⊢ B(y) (∃xB(x))B1 . . . Bm → A. По теореме 1.1.5 тогда ⊢ (∃xB(x))B1 . . . Bm → A.
Добавив посылки, получим ⊢ (∃xB(x))B1 . . . Bm Γ → A и ⊢ (∃xB(x))Bj+1 . . . Bm Γ → Bj .
Наконец, применяя m+ 1 раз сечение, получаем ⊢ Γ → A.

Теорема доказана.

Теорема 4.2. Если Γ ⊢ A в Di, то в Di существует нормальный вывод A из Γ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Γ ⊢ A в Di. По теореме 4.1 тогда ⊢ Γ → A в Si. По
теореме 3.2 отсюда получаем Γ ⊢+ A в Di.

Теорема доказана.

Заключение

В статье построена теория нормализации натуральных выводов для интуиционистской и
минимальной логики предикатов первого порядка. Автор планирует распространить постро-
енную теорию на классическую логику предикатов, логику предикатов с равенством и высо-
копорядковую логику.
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