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Пусть G — конечная группа и L(G) — решетка всех подгрупп группы G. Подгруппа M группы G
называется модулярной в G, если M — модулярный элемент (в смысле Куроша) решетки L(G), т. е.
(1) 〈X,M ∩ Z〉 = 〈X,M〉 ∩ Z для всех X ≤ G,Z ≤ G таких, что X ≤ Z, и (2) 〈M,Y ∩ Z〉 = 〈M,Y 〉 ∩ Z
для всех Y ≤ G,Z ≤ G таких, что M ≤ Z. Если A — подгруппа группы G, то AmG — подгруппа в A,
порожденная всеми теми ее подгруппами, которые модулярны в G. Мы говорим, что подгруппа A является
N-модулярной в G (N ≤ G), если для некоторой модулярной подгруппы T группы G, содержащей A, N
изолирует пару (T,AmG), т. е. N ∩ T = N ∩ AmG. Используя эти понятия, мы даем новые характеризации
p-разрешимых и p-сверхразрешимых конечных групп.
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1. Введение

Все рассматриваемые в работе группы конечны, и G всегда обозначает группу; L(G) —
решетка всех подгрупп группы G. Если K ≤ H ≤ G, то [H/K] обозначает подрешетку в L(G),
состоящую из всех подгрупп V ≤ G с условием K ≤ V ≤ H.

Подгруппа M группы G называется модулярной в G, если M — модулярный элемент (в
смысле Куроша [1, с. 43]) решетки L(G), т. е. (1) 〈X,M ∩ Z〉 = 〈X,M〉 ∩ Z для всех X ≤ G,
Z ≤ G таких, что X ≤ Z, и (2) 〈M,Y ∩ Z〉 = 〈M,Y 〉 ∩ Z для всех Y ≤ G, Z ≤ G таких, что
M ≤ Z.

Если A — подгруппа группы G, то через AmG мы обозначаем подгруппу в A, порожденную
всеми теми ее подгруппами, которые модулярны в G.

О п р е д е л е н и е 1. Пусть A и N — подгруппы группы G. Тогда мы говорим, что A
является N -модулярной в G, если для некоторой модулярной подгруппы T группы G, содер-
жащей A, подгруппа N изолирует пару (T,AmG), т. е. N ∩ T = N ∩AmG.

1Работа выполнена при поддержке Национального фонда естественных наук Китая (No. 12101165,
No. 12171126) и НФЕНК-БРФФИ (No. 12311530761). Исследования третьего и четвертого авторов
выполнены при поддержке Белорусского республиканского фонда фундаментальных исследований
(No. Ф24КИ-021).
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П р и м е р 1. (i) Всякая нормальная подгруппа модулярна в группе (см. [1, теоре-
ма 2.1.3(b)]).

(ii) Если подгруппа A модулярна в G, то AmG = A, и поэтому, полагая T = A, видим, что
A является N -модулярной в G для любой подгруппы N ≤ G.

(iii) Пусть p, q, r, t — попарно различные простые числа, где q делит p − 1 и t делит r − 1.
Пусть H = Cp ⋊ Cq — неабелева группа порядка pq и N = Cr ⋊ Ct — неабелева группа
порядка rt.

Пусть L = Q ⋊ H, где Q — простой FqH-модуль, точный для H. Пусть G = L × N , и
пусть S — подгруппа порядка q из Q и A = SCt. Подгруппа Ct модулярна в N согласно
[1, лемма 5.1.2], и поэтому эта подгруппа модулярна в G ввиду [1, лемма 5.1.8]. Понятно также,
что S < Q. Кроме того, SG = Q и SG = 1, и поэтому S не является модулярной в L ввиду
леммы 1(5), поскольку Q/1 не является циклическим главным фактором группы L. Значит,
A не модулярна в G в соответствие с леммой 1(3), так как S = A ∩ L не модулярна в L.
Следовательно, AmG = Ct.

Покажем, что A является N -модулярной в G. Действительно, пусть T = QCt. Тогда A ≤ T
и T модулярна в G ввиду леммы 1(4). Кроме того, имеет место

N ∩ T = Ct = N ∩AmG,

и поэтому A N -модулярна в G.
Основной целью данной работы является доказательство следующих теорем.

Теорема 1. Группа G p-разрешима (соответственно, p-сверхразрешима) в том и только
в том случае, когда выполняются следующие два условия:

(i) G имеет нормальную подгруппу N с p-разрешимым (соответственно, p-сверхразреши-
мым) фактором G/N , и

(ii) в G имеется цепь подгрупп 1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gt = G, где подгруппа Gi N -модулярна
в G и либо индекс |Gi+1 : Gi| является p′-числом, либо решетка [Gi+1/Gi] модулярна (соот-
ветственно, дистрибутивна) для всех i = 0, . . . , t− 1.

Следствие 1. Группа G разрешима (соответственно, сверхразрешима) в том и только
том случае, когда выполняются следующие два условия:

(i) G имеет нормальную подгруппу N с разрешимым (соответственно, сверхразреши-
мым) фактором G/N и

(ii) в G имеется цепь подгрупп 1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gt = G, где подгруппа Gi N -
модулярна в G, и решетка [Gi+1/Gi] модулярна (соответственно, дистрибутивна) для всех
i = 0, . . . , t− 1.

Следствие 2 (Шмидт, [1, теорема 5.3.5]). Группа G разрешима в том и только том слу-
чае, когда в G имеется цепь подгрупп 1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gt = G, где подгруппа Gi

модулярна в G и решетка [Gi+1/Gi] модулярна для всех i = 0, . . . , t− 1.

Следствие 3 (Шмидт, [1, теорема 5.3.7]). Группа G сверхразрешима в том и только
том случае, когда в G имеется цепь подгрупп 1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gt = G, где подгруп-
па Gi модулярна в G и решетка [Gi+1/Gi] дистрибутивна для всех i = 0, . . . , t− 1.

Напомним, что если Mn < Mn−1 < . . . < M1 < M0 = G (*), где Mi — максимальная
подгруппа в Mi−1 для всех i = 1, . . . , n, то цепь (*) называется максимальной цепью группы G
длины n и Mn называется n-максимальной подгруппой группы G.

Теорема 2. Группа G p-разрешима (соответственно, p-сверхразрешима) в том и только
том случае, когда каждая 2-максимальная подгруппа группы G является N -модулярной в G
для некоторой нормальной в G подгруппы N с p-разрешимым (соответственно, p-сверхразре-
шимым) фактором G/N .
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Следствие 4. Группа G разрешима (соответственно, сверхразрешима) в том и только
том случае, когда каждая 2-максимальная подгруппа группы G является N -модулярной в G
для некоторой нормальной в G подгруппы N с разрешимым (соответственно, сверхразреши-
мым) фактором G/N .

Следствие 5 (Шмидт, [2]). Если каждая 2-максимальная подгруппа M группы G явля-
ется модулярной в G, то G сверхразрешима.

Теорема 3. Группа G p-разрешима тогда и только тогда, когда выполняются следующие
два условия:

(i) G имеет нормальную подгруппу N с p-разрешимым фактором G/N , и
(ii) в каждой максимальной цепи M3 < M2 < M1 < M0 = G группы G длины 3 хотя бы

одна из подгрупп M3, M2 или M1 N -модулярна в G.

Следствие 6. Группа G разрешима тогда и только тогда, когда выполняются следую-
щие два условия:

(i) G имеет нормальную подгруппу N с разрешимым фактором G/N , и
(ii) в каждой максимальной цепи M3 < M2 < M1 < M0 = G группы G длины 3 хотя бы

одна из подгрупп M3, M2 или M1 N -модулярна в G.

Следствие 7 (Шмидт, [2]). Если каждая 3-максимальная подгруппа группы G является
модулярной в G, то G разрешима.

2. Доказательство теоремы 1

В наших доказательствах мы будем базироваться на следующих известных свойствах мо-
дулярных подгрупп.

Лемма 1 [1, c. 201]. Пусть R,A, E — подгруппы в G, где R E G и A модулярна в G.
Тогда справедливы следующие утверждения.

(1) AR/R модулярна в G/R.
(2) Если U/R — модулярная подгруппа в G/R, то U — модулярная подгруппа в G.
(3) A ∩E — модулярная подгруппа в E.
(4) Если E — модулярная подгруппа в G, то 〈A,E〉 — модулярная подгруппа в G.
(5) Если H/K — главный фактор G и AG ≤ K < H ≤ AG, то H/K является циклическим

(см. [1, теорема 5.2.5]).
(6) Решетки [〈A,E〉/A] и [E/(E ∩A)] изоморфны.

Лемма 2. Пусть R ≤ A ≤ E ≤ G и R E G. Тогда справедливы следующие утверждения.
(1) AmG модулярна в G.
(2) AmG ≤ EmE .
(3) (A/R)m(G/R) = AmG/R.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Это утверждение является следствием леммы 1(4).
(2) Это утверждение является следствием свойства (1) и леммы 1(3).
(3) Ввиду свойства (1) и леммы 1(1) AmG/R ≤ (A/R)m(G/R). Пусть теперь U/R ≤ A/R, где

U/R модулярна в G/R. Тогда U ≤ A и U — модулярная подгруппа в G по лемме 1(2). Значит,
U ≤ AmG, и поэтому (A/R)m(G/R) ≤ AmG/R ≤ (A/R)m(G/R) .

Лемма доказана.

Лемма 3. Пусть A и N — подгруппы G и для минимальной нормальной подгруппы R
группы G либо R ≤ N , либо R ≤ A. Если A N -модулярна в G, то AR/R является NR/R-
модулярной в G/R.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A ≤ T , где T модулярна в G и N ∩ T = N ∩ AmG. Тогда
AR/R ≤ TR/R, где TR/R модулярна в G/R по лемме 1(1). Покажем, что

NR/R ∩ TR/R = NR/R ∩ (AR/R)m(G/R) . (2.1)

Предположим, что R ≤ N . Тогда

(NR/R) ∩ (TR/R) = (N/R) ∩ (TR/R) = (N ∩ TR)/R = R(N ∩ T )/R = R(N ∩AmG)/R.

С другой стороны, R(N ∩ AmG)/R ≤ RAmG/R ≤ (RA)mG/R = (RA/R)G/R по лемме 2(3).
Значит, N/R ∩ TR/R ≤ N/R ∩ (AR/R)m(G/R) ≤ N/R ∩ TR/R, и поэтому равенство (2.1)
выполняется.

Аналогично показывается, что равенство (2.1) справедливо и в случае, когда R ≤ A. Таким
образом, AR/R является NR/R-модулярной в G/R.

Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть A ≤ E и L ≤ N ≤ G. Если A N -модулярна в G, то A L-модулярна в G
и (N ∩ E)-модулярна в E.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть A ≤ T , где T модулярна в G и N ∩ T = N ∩AmG. Тогда

L ∩ T = L ∩N ∩ T = L ∩N ∩AmG = L ∩AmG,

т. е. A L-модулярна в G и, кроме того, A ≤ T ∩ E и T ∩ E модулярна в E по лемме 1(3).
Покажем, что

(N ∩ E) ∩ (T ∩ E) = (N ∩ E) ∩AmE . (2.2)

Действительно, из N ∩ T = N ∩ AmG следует, что (N ∩ E) ∩ (T ∩ E) = (N ∩ E) ∩ AmG, где
(N ∩E) ∩AmG ≤ (N ∩ E) ∩AmE по лемме 2(2), и поэтому

(N ∩E) ∩ (T ∩ E) ≤ (N ∩E) ∩AmE ≤ (N ∩ E) ∩ (T ∩ E).

Значит, равенство (2.2) справедливо. Следовательно, A (N ∩E)-модулярна в E.
Лемма доказана.

Напомним, что подгруппа A группы G называется U-нормальной в G [3], если цикличен
каждый главный фактор H/K группы G с условием AG ≤ K ≤ H ≤ AG.

Следующая лемма является следствием теорем 1.3 и 1.4 работы [3].

Лемма 5. Если A и B — U-нормальные подгруппы G, то пересечение A ∩ B также яв-
ляется U-нормальным в G.

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 1. Если 1 = G0 ≤ G1 ≤ · · · ≤ Gt = G — главный ряд
p-разрешимой (соответственно, p-сверхразрешимой) группы G, то условия (i) и (ii), очевидно,
выполнены для Gi и [Gi+1/Gi].

Покажем теперь, что если условия (i) и (ii) выполнены в G, то G является p-разрешимой
(соответственно, p-сверхразрешимой) группой. Предположим, что это не так, и пусть G —
контрпример минимального порядка. Тогда N 6= 1. Пусть R — минимальная подгруппа G,
содержащаяся в N . Тогда для некоторого i имеет место R � Gi и R ≤ Gi+1.

(1) G/R p-разрешима (соответственно, p-сверхразрешима) и подгруппа R не является абе-
левой (соответственно, циклической) p′-группой.

В G/R рассмотрим ряд G0R/R ≤ G1R/R ≤ · · · ≤ GtR/R = G/R. Прежде заметим,
что GjR/R является N/R-модулярной в G/R для всех j = 0, . . . , t − 1 ввиду леммы 3, где
(G/R)/(N/R) ≃ G/N p-разрешима (соответственно, p-сверхразрешима). Предположим, что
индекс |Gj+1R/R : /GiR/R| не является p′-числом. Тогда, поскольку

|Gj+1R/R : /GjR/R| = |Gj+1R : /GjR)| = |(Gj+1 : /Gj | : |(Gj+1 ∩R : /Gj ∩R|,
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то индекс |(Gj+1 : /Gj | также не является p′-числом, и поэтому решетка [Gj+1/Gj ] является
модулярной (соответственно, дистрибутивной).

Подгруппа R, очевидно, является модулярной в G (см. пример 1(i)), и поэтому решетки
[Gj+1/Gj ] и [(Gj+1R/R)/(GjR/R)] изоморфны ввиду леммы 1(6). Таким образом, решетка
[(Gj+1R/R)/(GjR/R)] является модулярной (соответственно, дистрибутивной) для всех j =
0, . . . , t − 1. Следовательно, условия (i) и (ii) выполнены в G/R, и поэтому G/R является p-
разрешимой (соответственно, p-сверхразрешимой) группой по выбору G. Более того, выбор G
означает, что подгруппа R не является абелевой (соответственно, циклической) p′-группой.

(2) Если V — U-нормальная подгруппа в G и V ≤ R, то либо V = 1, либо V = R.

Предположим, что 1 < V < R. Тогда VG = 1 и V G = R ввиду минимальности R. Значит,
R — циклическая группа, что противоречит утверждению (1). Таким образом, имеем (2).

(3) Gj R-модулярна в G для всех j. Поскольку R ≤ N , то это вытекает из леммы 4.

Заключительное противоречие. Пусть Gi ≤ T , где T — модулярная в G подгруппа и
R ∩ T = R ∩ (Gi)mG. Предположим, что V := R ∩ (Gi)mG 6= 1. С учетом лемм 1(5) и 2(1)
(Gi)mG — U-нормальная подгруппа в G. Следовательно, V — U-нормальная подгруппа в G
по лемме 5. Но тогда V = R ввиду утверждения (2), поскольку V 6= 1. Следовательно, R ≤
(Gi)mG ≤ Gi, что противоречит определению индекса i. Таким образом, V = 1, и поэтому

R ∩Gi ≤ R ∩ T = R ∩ (Gi)mG = 1.

Значит, решетки [R/1] = [R/(R ∩ Gi)] и [GiR/Gi] изоморфны в силу леммы 1(6), так как
каждая нормальная подгруппа является модулярной в группе ввиду примера 1(i). Понятно
также, что [GiR/Gi] является подрешеткой в [Gi+1/Gi].

Таким образом, если решетка [Gi+1/Gi] модулярна, то модулярна решетка [R/1], что вле-
чет разрешимость группы R по теореме 2.4.4 из [1]. И в этом случае группа G разрешима
ввиду утверждения (1). Если же решетка [Gi+1/Gi] дистрибутивна, то дистрибутивна и ре-
шетка [R/1], что влечет цикличность группы R по теореме 1.2.3 [1]. И в этом случае группа G
сверхразрешима снова в силу утверждения (1). В обоих случаях получаем противоречие с
выбором группы G.

Теорема доказана.

3. Доказательство теорем 2 и 3

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 2. Достаточно лишь доказать, что если каждая 2-мак-
симальная подгруппа группы G является N -модулярной в G для некоторой нормальной в G
подгруппы N с p-разрешимым (соответственно, p-сверхразрешимым) фактором G/N , то G
p-разрешима (соответственно, p-сверхразрешима).

Предположим, что это неверно, и пусть G — контрпример минимального порядка. Тогда
N 6= 1.

Если в G/R нет 2-максимальных подгрупп, то |G/R| — простое число, и поэтому G/R p-
сверхразрешима. Если же в G/R имеются 2-максимальные подгруппы, то гипотеза сохраняется
на G/R для любой минимальной нормальной подгруппы R группы G по лемме 3. Поэтому
G/R p-разрешима (соответственно, p-сверхразрешима) ввиду выбора G. Следовательно, R —
единственная минимальная нормальная подгруппа группы G, R ≤ N и R � Φ(G). Понятно
также, что R не является p′-группой и циклической группой.

Покажем, что MmG = 1 для любой максимальной в G подгруппы M , не содержащей R.
Прежде заметим, что (MmG)G ≤ MG = 1, и поэтому каждый главный фактор G ниже (MmG)

G

цикличен ввиду лемм 1(5) и 2(1). Если (MmG)
G 6= 1, то R ≤ (MmG)

G, и, значит, R является
циклической группой. Это противоречие показывает, что (MmG)

G = 1, и поэтому MmG = 1.
Пусть теперь L — произвольная максимальная подгруппа в M , и пусть T — модулярная

в G подгруппа, где L ≤ T и R ∩ T = R ∩ LmG = 1. Тогда TG = 1. Предположим, что TG 6= 1.
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Тогда R ≤ TG, и, значит, |R| = p по лемме 1(5). Это противоречие показывает, что TG = 1, и
поэтому L = 1. Следовательно, |M | = q для некоторого простого q. Таким образом, группа G
разрешима, и поэтому |R| = pn, где n > 1.

Пусть V — максимальная подгруппа группы R. Тогда V — 2-максимальная подгруппа
группы G. Пусть T — модулярная в G подгруппа, где V ≤ T , и R ∩ T = R ∩ VmG = VmG,
где (VmG)G = 1 и (VmG)

G ≤ R. Следовательно, (VmG)
G = 1 ввиду лемм 1(5) и 2(1), поскольку

|R| > p. Следовательно, V = 1 и |R| = p; противоречие.

Теорема доказана.

Следующая лемма может быть доказана аналогично теореме 2.

Лемма 6. Группа G p-разрешима в том и только том случае, когда каждая максималь-
ная подгруппа группы G является N -модулярной в G для некоторой нормальной в G под-
группы N с p-разрешимым фактором G/N .

Д о к а з а т е л ь с т в о теоремы 3. Достаточно показать, что если в каждой максималь-
ной цепи M3 < M2 < M1 < M0 = G группы G длины 3 хотя бы одна из подгрупп M3, M2

или M1 N -модулярна в G, то G p-разрешима. Предположим, что это неверно, и пусть G —
контрпример минимального порядка. Тогда N 6= 1.

Ввиду теоремы Томпсона — Фейта о разрешимости групп нечетного порядка достаточно
рассмотреть случай, когда p > 2.

(1) G/R p-разрешима для любой минимальной нормальной подгруппы R группы G. Следо-
вательно, R — единственная минимальная нормальная подгруппа в G, R — неабелева группа
и R ≤ N . В частности, каждая N -модулярная подгруппа G является R-модулярной в G и R
не является p′-группой.

Понятно, что если в G/R нет максимальных цепей длины 3, то G/R разрешима. Пусть
теперь M3/R < M2/R < M1/R < M0/R = G/R — произвольная максимальная цепь длины 3
в G/R. Тогда M3 < M2 < M1 < M0 = G — максимальная цепь длины 3 в G, и поэтому
для некоторого i > 0 подгруппа Mi N -модулярна в G. Тогда Mi/R (NR/R)-модулярна в G/R
по лемме 3, где (G/R)/(NR/R) ≃ G/NR ≃ (G/N)/(NR/R) p-разрешима. Значит, гипотеза
справедлива для G/R. Таким образом, имеем (1) по выбору G.

Пусть R2 — силовская 2-подгруппа R и Rp — силовская p-подгруппа R. Лемма Фратти-
ни подразумевает, что в G существуют максимальные подгруппы L и M такие, что R2 ≤
G2 ≤ NG(R2) ≤ L, Rp ≤ Gp ≤ NG(Rp) ≤ M и G = RL = RM для некоторых силовской
2-подгруппы G2 и силовской p-подгруппы Gp группы G. Кроме того, LG = 1 = MG по утвер-
ждению (1).

(2) L и M не являются R-модулярными в G, и LmG = 1 = MmG. В частности, N 6= G.

Предположим, например, что LmG 6= 1 и L R-модулярна в G. Пусть L ≤ T ≤ G, где T
модулярна в G и R ∩ T = R ∩ LmG. Тогда (LmG)G ≤ LG = 1, и поэтому каждый главный
фактор G ниже (LmG)

G цикличен ввиду лемм 1(5) и 2(1), что противоречит утверждению (1).
Таким образом, LmG = 1, и поэтому R ∩ T = R ∩ LmG = 1. Следовательно, R ∩ L = R ∩ T = 1,
что невозможно, так как 1 < R2 ≤ R ∩ L. Значит, L и M не являются R-модулярными в G и
LmG = 1 = MmG.

Предположим, что N = G. Тогда L = G ∩ L = G ∩ T = T — модулярная в G подгруппа, и
поэтому L R-модулярна в G; противоречие. Таким образом, N < G.

(3) R < G и |G : R| не является простым числом.

В силу утверждений (1) и (2) R < G.
Предположим, что |G : R| является простым числом. В этом случае R = N , и с учетом

[4, IV, 2.8] имеет место |R2| > 2, поскольку R неабелева по утверждению (1). Следовательно,
для максимальной подгруппы V группы R2 имеем V 6= 1.

Покажем, что G имеет максимальную цепь M3 < M2 < M1 < M0 = G длиной 3, где M1 = L
и W ≤ M3 для некоторой неединичной подгруппы W группы V . Действительно, если R2 < L,
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то это очевидно. С другой стороны, если R2 = L, то |R2| > 22 по [4, IV, 7.4], и поэтому для
любой максимальной подгруппы W группы V имеем 1 < W < V < R2 = L < G.

Существует i > 0 такое, что Mi R-модулярна в G ввиду утверждения (1). Пусть Mi ≤
T ≤ G, где T модулярна в G и R ∩ T = R ∩ (Mi)mG. Тогда (LmG)G ≤ LG = 1, и, значит,

1 < W ≤ R ∩ T = R ∩ (Mi)mG = R ∩ 1 = 1

по утверждению (2); противоречие. Следовательно, имеет место (3).

(4) D := R ∩M ненильпотентна.

Предположим, что D нильпотентна. В этом случае Rp является нормальной в M . Сле-
довательно, Z(J(Rp)) нормален в M . Поскольку MG = 1, то NG(Z(J(Rp))) = M , и поэтому
NR(Z(J(Rp))) = D нильпотентен. Отсюда следует, что R p-нильпотентна по теореме Глаубер-
мана — Томпсона о нормальных p-дополнениях. Но тогда R — p-группа; противоречие. Значит,
верно (4).

(5) D < V для некоторой максимальной подгруппы V группы M (поскольку D нормальна
в M , это следует из утверждения (3)).

(6) V не R-модулярна в G.

Предположим, что V R-модулярна в G, и пусть V ≤ U ≤ G, где U модулярна в G и
R ∩ U = R ∩ VmG.

Тогда, поскольку VmG = 1 ввиду (2), то 1 < D ≤ R ∩ U = R ∩ VmG = 1; противоречие.
Таким образом, имеет место (6).

(7) D � Φ(V ). Следовательно, для некоторой максимальной подгруппы S группы V имеем
V = DS (это следует из утверждения (4)).

(8) S ∩D = 1, поэтому D — минимальная нормальная подгруппа в V и V = D ⋊ S.

Пусть A = S ∩ D. Ясно, что A < R. Допустим, что A 6= 1. В силу (2) и (6) подгруппа S
R-модулярна в G, т. е. для некоторой модулярной подгруппы U из G имеет место S ≤ U и

1 < A < R ∩ U = R ∩ SmG ≤ R ∩MmG = 1;

противоречие. Значит, S ∩D = 1, поэтому V = D ⋊ S, где S — максимальная подгруппа в V .
Следовательно, D — минимальная нормальная подгруппа в V .

(9) V p-разрешима (это вытекает из условия теоремы, лемм 4, 6 и пп. (2) и (6)).

Заключительное противоречие. Из утверждений (8) и (9) следует, что |T : S| = |D| = pn

для некоторого n, так как p делит |D|. Значит, D нильпотентна вопреки утверждению (4).

Теорема доказана.
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