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Пусть G — конечная группа, π(G) — множество всех простых делителей ее порядка, ω(G) — множе-
ство всех порядков ее элементов (ее спектр). Графом простых чисел (или графом Грюнберга — Кегеля)
конечной группы G называется граф GK(G), в котором вершинами служат простые делители порядка
группы G и две различные вершины p и q смежны тогда и только тогда, когда G содержит элемент
порядка pq. Графы простых чисел простых неабелевых групп известны. Одним из популярных направ-
лений исследований в теории конечных групп является изучение групп по свойствам их графов простых
чисел. Мы исследуем неабелевы композиционные факторы конечных групп с графом простых чисел как
у известной простой группы. В 2011 г. А.М.Старолетов изучил конечные группы, имеющие спектр как
у конечной простой группы и спорадический композиционный фактор. Обобщая этот результат, мы рас-
сматриваем в статье вопрос о том, может ли композиционный фактор конечной группы с графом простых
чисел как у конечной простой группы быть изоморфным спорадической группе. Показано, что конечная
группа с графом простых чисел как у простой исключительной группы лиева типа, отличной от G2(q) и
3D4(q), или как у простых классических групп Ln(q), Un(q), O2n+1(q), S2n(q) для достаточно большого n

не имеет спорадических композиционных факторов, отличных от F1. Кроме того, описаны спорадические
композиционные факторы S конечных групп G с условиями GK(G) = GK(H) и π(G) = π(S), где H —
простая знакопеременная группа или простая группа лиева типа.
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Введение

Пусть G — конечная группа, π(G) — множество всех простых делителей ее порядка, ω(G) —
множество всех порядков ее элементов (ее спектр). На π(G) определяется граф со следующим
отношением смежности: различные вершины r и s из π(G) смежны тогда и только тогда, когда
rs ∈ ω(G). Этот граф называется графом простых чисел или графом Грюнберга — Кегеля

группы G и обозначается через GK(G).
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Кокликой графа называется его индуцированный подграф с попарно не смежными верши-
нами. Мощность (размер) коклики называется ее порядком. Максимальной кокликой называет-
ся коклика, которая не содержится в другой коклике. Пусть t(G) — наибольшее число вершин
в кокликах графа GK(G). Через t(r,G) обозначается наибольшее число вершин в кокликах
графа GK(G), содержащих простое число r.

В теории конечных групп популярным является направление исследования конечных групп
по свойствам графа простых чисел. Например, обзор результатов можно найти в [1].

А.М.Старолетов в [2] изучил конечные группы со спектром, как у конечной простой неа-
белевой группы, имеющие спорадический композиционный фактор.

Мы рассматриваем следующую более общую задачу: может ли конечная группа с графом
простых чисел, как у конечной простой неабелевой группы иметь композиционный фактор,
изоморфный простой спорадической группе. В рамках этой задачи мы получили следующие
результаты.

Далее q = pf , где p — простое число и f ∈ N.

Теорема 1. Пусть H — конечная простая исключительная группа лиева типа, отличная

от 3D4(q) и G2(q), G — конечная группа с GK(G) = GK(H) и S — композиционный фактор

группы G. Тогда S не является спорадической группой.

Заметим, что из [3] следует, что конечная группа с графом простых чисел, как у одной из
групп F4(q), где q четно, 2F4(q), где q = 22m+1 > 2, E8(q) не имеет спорадических композици-
онных факторов.

Теорема 2. Пусть H ∈ {Ln(q), Un(q)} — конечная простая линейная или унитарная

группа, n ≥ 12, G — конечная группа с GK(G) = GK(H) и S — композиционный фактор

группы G, не изоморфный F1. Тогда S не является спорадической группой.

Теорема 3. Пусть H ∈ {O2n+1(q), S2n(q)} — конечная простая группа, n ≥ 9, G — конеч-

ная группа с GK(G) = GK(H) и S — композиционный фактор группы G. Тогда S не является

спорадической группой.

В теореме 4 мы описываем конечные группы с графом простых чисел, как у конечной
простой группы, у которых множество простых делителей ее порядка совпадает со множеством
простых делителей ее спорадического фактора.

Теорема 4. Пусть G — конечная группа с условием GK(G) = GK(H), где H являет-

ся простой знакопеременной группой или простой группой лиева типа, S — спорадический

композиционный фактор группы G и π(G) = π(S). Тогда пара (H,S) одна из следующих:
(A9, J2), (A10, J2), (A16, F i22), (A16, Suz), (L2(11),M11), (U5(2),M11), (U6(2),HS), (S8(2),He),
(O+

8 (2), J2), (S6(2), J2).

В теореме 5 мы рассматриваем конечные группы с графом простых чисел, как у конечной
простой группы, у которых множество простых делителей ее порядка отличается на одно про-
стое число от простых делителей ее спорадического фактора, изоморфного J2. Заметим, что
группы из условия теоремы 5 являются 5-примарными, а граф простых чисел такой группы
содержит треугольник. А.С. Кондратьев в [4] описал конечные 4-примарные группы с несвяз-
ным графом простых чисел, содержащим треугольник.

Теорема 5. Пусть G — конечная группа с условием GK(G) = GK(H), где H является

простой знакопеременной группой или простой группой лиева типа, S — спорадический ком-

позиционный фактор группы G, изоморфный группе J2; π(G) = π(S) ∪ {r}, где r — простое

число и r > 7. Тогда выполнено одно из следующих утверждений:

(1) граф GK(G) несвязен и H ∈ {L2(2401), L2(4801), U3(19), U6(2), S8(2)};

(2) граф GK(G) связен и H ∈ {L4(4), U4(5)}.

Данная статья открывает серию работ автора о возможных композиционных факторах
конечных групп, имеющих граф Грюнберга — Кегеля, как у конечной простой группы.

Мы используем стандартные обозначения, которые можно найти, например, в [5].
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1. Предварительные результаты

Лемма 1 [6]. Пусть q и n — неединичные натуральные числа. Cуществует простое чис-

ло r, делящее qn− 1 и не делящее qi− 1 при любом натуральном i < n, кроме следующих слу-

чаев: q = 2 и n = 6; q = 2k − 1 для некоторого простого числа k и n = 2. Если r cyществует,

то r ≡ 1 (mod n).

Согласно [7], если q — натуральное число, r — нечетное простое число и (r, q) = 1, то
через e(r, q) обозначается минимальное натуральное число n с qn ≡ 1 (mod r). Если q нечетно,
то e(2, q) равно 1 при q ≡ 1 (mod 4) и 2 при q ≡ −1 (mod 4). Говорят, что простое число r с
e(r, q) = n является примитивным простым делителем числа qn−1. Через rn(q) обозначается
некоторый примитивный простой делитель числа qn − 1, а через Rn(q) — множество всех
таких делителей. По лемме 1 примитивный простой делитель rn(q) существует за исключением
указанных в ней случаев. Если q фиксировано, то rn(q) обозначается через rn.

Лемма 2 [8]. Пусть p, q — простые числа такие, что pa − qb = 1 для некоторых нату-

ральных чисел a, b. Тогда пара (pa, qb) равна (32, 23), (p, 2b) или (2a, q).

Лемма 3 [9]. Пусть p, q — простые числа такие, что pm − 2qn = ±1 для некоторых

неединичных натуральных чисел m, n. Тогда пара (pm, qn) равна (35, 112), (2392, 134) или

(p2, q2).

Лемма 4 [10, теорема 1]. Пусть G — конечная группа, удовлетворяющая условиям t(G) ≥
3 и t(2, G) ≥ 2. Тогда выполняются следующие утверждения.

(1) Существует конечная неабелева простая группа S такая, что S ≤ Ḡ = G/K ≤ Aut(S)
для наибольшей нормальной разрешимой подгруппы K группы G.

(2) Для каждого независимого подмножества ρ множества π(G) такого, что |ρ| ≥ 3, не

более чем одно простое число из ρ делит произведение |K|·|G/S|. В частности, t(S) ≥ t(G)−1.
(3) Выполняется одно из двух утверждений:
(а) каждое простое число r ∈ π(G), не смежное в GK(G) с числом 2, не делит произве-

дение |K| · |G/S|; в частности, t(2, S) ≥ t(2, G);
(б) существует простое число r ∈ π(K), не смежное в GK(G) с числом 2; в этом случае

t(G) = 3, t(2, G) = 2, и S ∼= Alt7 или A1(q) для некоторого нечетного числа q.

Лемма 5 [11, Theorem A]. Для группы G с несвязным графом GK(G) верно одно из сле-

дующих утверждений:
(а) G — группа Фробениуса;

(б) G — 2-фробениусова группа, т. е. G = ABC, где A, AB — нормальные подгруппы груп-

пы G, а AB, BC — группы Фробениуса с ядрами A, B и дополнениями B, C соответственно;

(в) G является расширением нильпотентной π1(G)-группы посредством группы A, где

Inn(P ) ≤ A ≤ Aut(P ), P — простая неабелева группа с условием s(G) ≤ s(P ) и A/Inn(P ) —

π1(G)-группа.

Лемма 6 [12, теорема 1]. Пусть q — степень простого числа. Справедливо |π(q2 − 1)| ≤ 2
тогда и только тогда, когда q ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 17}.

Лемма 7 [13, лемма 1.3]. Пусть q = pm, где p — простое число, m ∈ N и |π(q2 − 1)| = 3.
Тогда выполняется одно из следующих утверждений:

(i) 17 6= q = p ≥ 11;
(ii) q ∈ {16, 25, 27, 49, 81, 243};
(iii) p ∈ {2, 3}, m и (q − 1)/(2, q − 1) — нечетные простые, |π((q + 1)/(p + 1))| = 1 и m не

делит q(q2 − 1).



О существовании спорадического композиционного фактора 137

Лемма 8. Пусть q = pm, где p — простое число и m ∈ N. В этом случае

(1) π(q2 − 1) = {2, 3, 5} тогда и только тогда, когда q ∈ {11, 19, 31, 49};

(2) π(q2 − 1) = {2, 3, 7} тогда и только тогда, когда q ∈ {13, 97, 127}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. (1) Пусть π(q2 − 1) = {2, 3, 5}. Так как (q − 1, q + 1) = 2, то по
лемме 2 выполняется один из следующих случаев:

1) q = p — простое число Ферма или Мерсенна;

2) π(q − 1) = {2, 3}, π(q + 1) = {2, 5};

3) π(q − 1) = {2, 5}, π(q + 1) = {2, 3}.

Пусть q = p — простое число Ферма, т. е. q = p = 2s − 1, где s — простое число. Тогда
π(p−1) = π(2s−2) = {2, 3, 5}, поэтому π(2s−1−1) = {3, 5}. Последнее равенство не выполняется
при s ∈ {2, 3, 7}. Если s = 5, то p = 31. При s ≥ 11 по лемме 1 получаем, что π(2s−1−1) 6= {3, 5};
противоречие.

Пусть q = p — простое число Мерсенна, т. е. q = p = 22
n

+ 1, где n ≥ 0. Тогда π(p + 1) =
π(22

n

+ 2) = {2, 3, 5}, поэтому π(22
n
−1 + 1) = {3, 5}. Последнее равенство не выполняется при

n ≤ 2. При n ≥ 3 по лемме 1 получаем, что π(22
n
−1 + 1) 6= {3, 5}; противоречие.

Пусть q− 1 = 2a · 3b, q+1 = 2 · 5c, где a ≥ 2, b, c — натуральные числа. Тогда q = 2 · 5c− 1 и
π(5c − 1) = {2, 3}. Если c = 1, то {2} = {2, 3}; противоречие. Если c = 2, то q = 49. Если c ≥ 3,
то по лемме 1 имеем π(5c − 1) 6= {2, 3}; противоречие.

Пусть q− 1 = 2 · 3b, q+1 = 2a · 5c, где a ≥ 2, b, c — натуральные числа. Тогда q = 2 · 3b− 1 и
π(3b − 1) = {2, 5}. Если b = 1, то {2} = {2, 5}; противоречие. Если b = 2, то q = 19. Если b ≥ 3,
то по лемме 1 имеем π(3b + 1) 6= {2, 5}; противоречие.

Пусть q − 1 = 2a · 5b, q + 1 = 2 · 3c, где a ≥ 2, b, c — натуральные числа. Тогда q = 2 · 3c − 1
и π(3c − 1) = {2, 5}. Последнее равенство не выполняется при c ≤ 3. Если c = 4, то q = 161 —
не степень простого числа; противоречие. Если c ≥ 5, то по лемме 1 имеем π(3c − 1) 6= {2, 5};
противоречие.

Пусть q − 1 = 2 · 5b, q + 1 = 2a · 3c, где a ≥ 2, b, c — натуральные числа. Тогда q = 2 · 5b + 1
и π(5b + 1) = {2, 3}. Если b = 1, то q = 11. Если b ≥ 2, то по лемме 1 имеем π(5b + 1) 6= {2, 3};
противоречие.

Случай (2) рассматривается аналогично.

Лемма доказана.

Лемма 9. Пусть q = pm, где p — простое число и m ∈ N и |π(q2−1)| = 4. Тогда выполнено

одно из следующих утверждений:

(1) q ∈ {26, 28, 29, 53, 54, 73, 74, 172};

(2) q = 2m, где m ≥ 11 — простое число;

(3) q = p ≥ 29;

(4) q ∈ {112, 192};

(5) p ∈ {3, 5, 7, 17} и m не делит q(q2 − 1).

Д о к а з а т е л ь с т в о. По [14, теорема 3] выполнено одно из следующих утверждений:

(1) q ∈ {26, 28, 29, 53, 54, 73, 74, 77, 172, 173};

(2) q = 2m, где m ≥ 11 — простое число;

(3) q = p ≥ 29;

(4) q = p2, p ≥ 11, |π(q2 − 1)| = 3 и
∣

∣

∣
π
(p2 + 1

2

)∣

∣

∣
= 1;

(5) p ∈ {3, 5, 7, 17} и m не делит q(q2 − 1).

Если q = 77, то π(q2−1) = {2, 3, 29, 113, 911, 4733}. Если q = 173, то π(q2−1) = {2, 3, 7, 13, 307}.

Рассмотрим случай (4). Тогда либо π(p2−1) = {2, 3, 5} и π
(p2 + 1

2

)

= {t}, либо π(p2−1) =

{2, 3, t} и π
(p2 + 1

2

)

= {5}, где t — простое число и t > 5.
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Предположим, что π(p2 − 1) = {2, 3, 5} и π
(p2 + 1

2

)

= {t}, где t — простое число и t > 5.

По лемме 8 имеем q ∈ {11, 19, 31, 49}. Если p = 31, то (p2 +1)/2 = 481 = 13 · 37; противоречие.
Так как q — простое число, q 6= 49; противоречие.

Предположим, что π(p2 − 1) = {2, 3, t} и π
(p2 + 1

2

)

= {5}, где t — простое число и t > 5.

Тогда
p2 + 1

2
= 5a, где a — натуральное число. Отсюда p2 − 2 · 5a = −1. По лемме 3 либо a = 1

и p = 3, либо a = 2 и p = 7. Противоречие с условием π(p2 − 1) = {2, 3, t}.

Лемма доказана.

Лемма 10. Пусть q = pm, где p — простое число и m ∈ N. Тогда выполнены следующие

утверждения:

1) если R4(q) = {5}, то q ∈ {2, 3, 7};

2) R16(q) 6= {17}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть R4(q) = {5}. Тогда (q2+1)/(2, q+1) = 5a для некоторого
натурального числа a. Если (2, q + 1) = 1, то q2 − 5a = −1, и по лемме 2 имеем a = 1 и q = 2.
Если (2, q + 1) = 2, то q2 − 2 · 5a = −1, и по лемме 3 либо a = 1 и q = 3, либо a = 2 и q = 7.

2) Пусть R16(q) = {17}. Тогда (q8+1)/(2, q+1) = 17a для некоторого натурального числа a.
Если (2, q + 1) = 1, то q8 − 17a = −1, и по лемме 2 a = 1 и q8 = 16; противоречие. Если
(2, q + 1) = 2, то q4 − 2 · 17a = −1, и по лемме 3 имеем a = 1 и q8 = 33; противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 11. Пусть q = pm, где p — простое число, m ∈ N и π(q2 − 1) = {2, 3, 5, 7}. Тогда

q = p ≥ 29.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что p /∈ {2, 3, 5, 7}. По лемме 9 выполнено одно из
следующих утверждений:

(1) q = p ≥ 29;

(2) q ∈ {112, 172, 192};

(3) q = 17m и m не делит q(q2 − 1).

Если q ∈ {112, 172, 192}, то π(q2 − 1) 6= {2, 3, 5, 7}; противоречие. Если q = 17r, то 5 делит
172r − 1. Отсюда 4 делит 2r; противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 12. Пусть q = pm, где p — простое число, p ≤ 7, m ∈ N, r — простое число, r > 7
и π(q2 − 1) = {2, 3, 5, 7, r} \ {p}. Тогда q ∈ {26, 53, 74}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству леммы 11.

Лемма 13. Пусть q = pm, где p — простое число, m ∈ N и π(q(q2 − 1)(q3 − 1)) =
{2, 3, 5, 7, r}. Тогда q = 9.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По лемме 1 существует простое число t ∈ π(q3 − 1) \ π(q2 − 1).
Отсюда |π(q2 − 1)| ≤ 3.

Предположим, что |π(q2 − 1)| = 3. Если π(q2 − 1) = {2, 3, 5}, то по лемме 8 имеем
q ∈ {11, 19, 31, 49}, и, следовательно, π(q(q2 − 1)(q3 − 1)) 6= {2, 3, 5, 7, r}; противоречие. Если
π(q2−1) = {2, 3, 7}, то по лемме 8 имеем q ∈ {13, 97, 127}, и, следовательно, π(q(q2−1)(q3−1)) 6=
{2, 3, 5, 7, r}; противоречие. Если π(q2 − 1) = {2, 3, r}, то по лемме 7 имеем q = 25, и, следова-
тельно, π(q(q2 − 1)(q3 − 1)) 6= {2, 3, 5, 7, r}; противоречие.

Если π(q2 − 1) = {3, 5, 7} или π(q2 − 1) = {3, 5, r}, то по лемме 7 имеем q ∈ {16, 2s}, где
s — простое число и 2s − 1 = r. При q = 16 имеем π(q(q2 − 1)(q3 − 1)) = {2, 3, 5, 7, 13, 17};
противоречие. При q = 2s имеем π(2s + 1) = {3, 5}; противоречие.
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Если π(q2 − 1) = {2, 5, 7} или π(q2 − 1) = {2, 5, r}, то по лемме 7 имеем q ∈ {27, 81, 243, 3s},
где s — простое число, s ≥ 7 и (3s − 1)/2 = r. При q ∈ {27, 81, 243} имеем π(q(q2 − 1)(q3 − 1)) 6=
{2, 3, 5, 7, r}; противоречие. При q = 3s имеем π(3s + 1) = {2, 5}; противоречие.

Предположим, что |π(q2 − 1)| ≤ 2. По лемме 6 имеем q ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 17}. При q ∈
{2, 3, 4, 5, 7, 8, 17} имеем π(q(q2 − 1)(q3 − 1)) 6= {2, 3, 5, 7, r}; противоречие. Итак, q = 9.

Лемма доказана.

Лемма 14. Пусть q = pm, где p — простое число, m ∈ N и π(q(q2 − 1)(q3 + 1)) =
{2, 3, 5, 7, r}, где r > 7. Тогда q = 19.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству леммы 13.

Лемма 15. Пусть q = pm, где p — простое число, m ∈ N, π(q(q4 − 1)) = {2, 3, 5, 7, r}, где

r > 7. Тогда q ∈ {8, 49}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству леммы 13.

2. Доказательство теоремы 1

Пусть H– конечная простая исключительная группа лиева типа, отличная от 3D4(q) и
G2(q), G — конечная группа с GK(G) = GK(H) и S — спорадический композиционный
фактор группы G. Так как ввиду [5] имеем 3 /∈ π(2B2(q)), 5 /∈ π(2G2(q)) и 3, 5 ∈ π(S), то
H /∈ {2B2(q),

2G2(q)}.

Лемма 16. S 6= F1.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что S = F1. Тогда по [5] имеем

π(S) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 47, 59, 71}.

Пусть H = 2F4(q)
′, где q = 22m+1. Тогда по [5] имеем q > 2 и |H| = q12(q6 + 1)(q4 −

1)(q3 + 1)(q − 1). Имеем q6 + 1 = (q2 + 1)(q4 − q2 + 1) и q4 − q2 + 1 = (24m+2 + 23m+2 + 22m+1 +
2m+1 +1)(24m+2 − 23m+2 +22m+1 − 2m+1 +1). Пусть s2 ∈ π(24m+2 + 23m+2 +22m+1 +2m+1 +1),
s3 ∈ π(24m+2 − 23m+2 + 22m+1 − 2m+1 + 1). Тогда s2, s3 ∈ R12(q). По лемме 1 имеем s2, s3 ≡ 1
(mod 12), поэтому s2, s3 /∈ π(S). По [7, табл. 5] имеем: {2, s2, s3} — коклика в GK(G). По
лемме 4 числа s2, s3 не лежат в π(K), где K — наибольшая нормальная разрешимая подгруппа
в G. Значит, s2, s3 ∈ π(S); противоречие.

Пусть H = E8(q). По [15, табл. 4] имеем: {r9(q), r18(q), r24(q)} — коклика в GK(G). Положим
t1 = r9f (p), t2 = r18f (p), t3 = r24f (p). По лемме 1 имеем t1 ≡ 1 (mod 9f), t2 ≡ 1 (mod 18f),
t3 ≡ 1 (mod 24f). Тогда t1 = 19 или t1 /∈ π(S) и t2 = 19 или t2 /∈ π(S) и t3 /∈ π(S). Значит, либо
t1, t3 /∈ π(S), либо t2, t3 /∈ π(S); противоречие с леммой 4.

Аналогично получаем противоречие для других групп H.
Лемма доказана.

Лемма 17. S 6= F2.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что S = F2. Тогда по [5] имеем

π(S) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 31, 47}.

Пусть H = E8(q). По [15, табл. 4] имеем: {r5(q), r7(q), r14(q)} — коклика в GK(G). Положим
t1 = r5f (p), t2 = r7f (p), t3 = r14f (p). По лемме 1 имеем t2 ≡ 1 (mod 7f), t3 ≡ 1 (mod 14f).
Тогда t2, t3 /∈ π(S); противоречие с леммой 4.

Аналогично получаем противоречие для других групп H.
Лемма доказана.
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Лемма 18. S 6= J4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что S = J4. Тогда по [5] имеем

π(S) = {2, 3, 5, 7, 11, 23, 29, 31, 37, 43}.

Пусть H = 2F4(q)
′, где q = 22m+1. Тогда по [5] имеем q > 2 и |H| = q12(q6 + 1)(q4 −

1)(q3 + 1)(q − 1). Имеем q6 + 1 = (q2 + 1)(q4 − q2 + 1) и q4 − q2 + 1 = (24m+2 + 23m+2 + 22m+1 +
2m+1 +1)(24m+2 − 23m+2 +22m+1 − 2m+1 +1). Пусть s2 ∈ π(24m+2 + 23m+2 +22m+1 +2m+1 +1),
s3 ∈ π(24m+2 − 23m+2 + 22m+1 − 2m+1 + 1). Тогда s2, s3 ∈ R12(q). По лемме 1 имеем s2, s3 ≡ 1
(mod 12), поэтому хотя бы одно из чисел s2 или s3 не принадлежит π(S). По [7, табл. 5]
имеем: {2, s2, s3} — коклика в GK(G). По лемме 4 имеем s2, s3 /∈ π(K), где K — наибольшая
нормальная разрешимая подгруппа в G. Значит, s2, s3 ∈ π(S); противоречие.

Пусть H = E8(q). По [15, табл. 4] имеем: {r8(q), r12(q), r18(q)} — коклика в GK(G). Положим
t1 = r8f (p), t2 = r12f (p), t3 = r18f (p). По лемме 1 имеем t1 ≡ 1 (mod 8f), t2 ≡ 1 (mod 12f),
t3 ≡ 1 (mod 18f), поэтому t1 /∈ π(S), t2 = 37 или t2 /∈ π(S), t3 = 37 или t3 /∈ π(S). Значит, либо
t1, t2 /∈ π(S), либо t1, t3 /∈ π(S); противоречие с леммой 4.

Аналогично получаем противоречие для других групп H.
Лемма доказана.

Лемма 19. S 6= Fi′24.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что S = Fi′24. Тогда по [5] имеем

π(S) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29}.

Как и в доказательстве леммы 16, получаем, что H 6= 2F4(q)
′, где q = 22m+1.

Пусть H = E8(q). По [15, табл. 4] имеем: {r5(q), r9(q), r10(q)} — коклика в GK(G). Положим
t1 = r5f (p), t2 = r9f (p), t3 = r10f (p). По лемме 1 имеем t1 ≡ 1 (mod 5f), t2 ≡ 1 (mod 9f), t3 ≡ 1
(mod 10f), поэтому t1 = 11 или t1 /∈ π(S), t2 /∈ π(S), t3 = 11 или t3 /∈ π(S). Значит, t1, t2 /∈ π(S)
или t2, t3 /∈ π(S); противоречие с леммой 4.

Аналогично получаем противоречие для других групп H.
Лемма доказана.

Лемма 20. S 6= LyS.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что S = LyS. Тогда по [5] имеем

π(S) = {2, 3, 5, 7, 11, 31, 37, 67}.

Как и в доказательстве леммы 16, получаем, что H 6= 2F4(q), где q = 22m+1.
Пусть H = E8(q). По [15, табл. 4] имеем: {r5(q), r7(q), r8(q)} — коклика в GK(G). Положим

t1 = r5f (p), t2 = r7f (p), t3 = r8f (p). По лемме 1 имеем t1 ≡ 1 (mod 5f), t2 ≡ 1 (mod 7f), t3 ≡ 1
(mod 8f), поэтому t2 /∈ π(S) и t3 /∈ π(S). Значит, t1, t2 /∈ π(S) или t1, t3 /∈ π(S); противоречие с
леммой 4. Аналогично получаем противоречие для других групп H.

Лемма доказана.

Лемма 21. Если S — спорадическая группа, отличная от F1, F2, J4, Fi′24 и LyS, то S
не изоморфна композиционному фактору группы G.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что S = F3. Тогда по [5] имеем

π(S) = {2, 3, 5, 7, 13, 19, 31}.

Как и в доказательстве леммы 16, получаем, что H 6= 2F4(q)
′, где q = 22m+1.
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Пусть H = F4(q), где q > 2. По [15, табл. 4] имеем: {r4(q), r8(q), r12(q)} — коклика в
GK(G). Положим t1 = r4f (p), t2 = r8f (p), t3 = r12f (p). По лемме 1 имеем t1 ≡ 1 (mod 4f),
t2 ≡ 1 (mod 8f), t3 ≡ 1 (mod 12f), поэтому t1 ∈ {5, 13} или t1 /∈ π(S), t2 /∈ π(S) и t3 = 13 или
t3 /∈ π(S). Значит, по лемме 4 имеем R4(q) = {5}, R12(q) = {13}. По лемме 10 имеем q ∈ {3, 7},
но R12(3) = {73}, а R12(7) = {13, 181}; противоречие.

Аналогично получаем противоречие для других пар групп S и H .

Лемма доказана.

Теорема 1 следует из лемм 16–21.

3. Доказательство теоремы 2

Пусть H ∈ {Ln(q), Un(q)}, n ≥ 12, G — конечная группа с GK(G) = GK(H) и S — ее
спорадический композиционный фактор, отличный от F1. Так как n ≥ 12, то по лемме 4 и
[15, табл. 2] имеем t(S) ≥ t(G)− 1 = [(n+ 1)/2] − 1 ≥ 5, поэтому ввиду [7, табл. 2] имеем

S ∈ {F2, J4, F i′24, LyS, F i23, O
′N,F3}.

Покажем, что S не является спорадической группой.

Рассмотрим случай H = Ln(q). Предположим, что S = F2. Тогда по [7, табл. 2] имеем
t(S) = 8, а по [5] имеем

π(S) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 31, 47}.

По лемме 4 имеем t(G) ≤ t(S)+1 = 9. По [15, табл. 2] имеем t(G) = [(n+1)/2]. Значит, n ≤ 18.

По [15, табл. 2] имеем: {rn(q), rn−1(q), rn−2(q), rn−3(q), rn−4(q), rn−5(q)} — коклика в GK(G).
Положим t1 = rnf (p), t2 = r(n−1)f (p), t3 = r(n−2)f (p), t4 = r(n−3)f (p), t5 = r(n−4)f (p), t6 =
r(n−5)f (p). По лемме 1 имеем t1 ≡ 1 (mod nf), t2 ≡ 1 (mod (n − 1)f), t3 ≡ 1 (mod (n − 2)f),
t4 ≡ 1 (mod (n− 3)f), t5 ≡ 1 (mod (n− 4)f), t6 ≡ 1 (mod (n− 5)f).

Пусть n = 18. Положим t1 = r18f (p), t2 = r17f (p), t3 = r16f (p), t4 = r15f (p), t5 = r14f (p),
t6 = r13f (p). По лемме 1 имеем t1 ≡ 1 (mod 18f), t2 ≡ 1 (mod 17f), t3 ≡ 1 (mod 16f), t4 ≡ 1
(mod 15f), t5 ≡ 1 (mod 14f), t6 ≡ 1 (mod 13f), t7 ≡ 1 (mod 12f), t8 ≡ 1 (mod 11f), поэтому
t2, t5 /∈ π(S) и, следовательно, коклика {t1, t2, t5} содержит не меньше двух чисел из π(S);
противоречие с леммой 4.

Пусть n = 12. Положим t1 = r12f (p), t2 = r11f (p), t3 = r10f (p), t4 = r9f (p), t5 = r8f (p),
t6 = r7f (p). По лемме 1 имеем t1 = 13 или t1 /∈ π(S), t2 = 23 или t2 /∈ π(S), t3 = 11 или t3 /∈ π(S),
t4 = 19 или t4 /∈ π(S), t5 = 17 или t5 /∈ π(S), t6 /∈ π(S). По лемме 10 имеем R16(q) 6= {17}.
Значит, существует элемент u ∈ R16(q) \ π(S). Следовательно, коклика {t1, u, t6} содержит не
меньше двух чисел из π(S); противоречие с леммой 4.

Аналогично получаем противоречие для других пар n и S. Случай H = Un(q) рассматри-
вается аналогично случаю H = Ln(q).

Теорема 2 доказана.

4. Доказательство теоремы 3

Пусть H ∈ {O2n+1(q), S2n(q)}, n ≥ 9, G — конечная группа с GK(G) = GK(H) и S — ее
спорадический композиционный фактор. Так как n ≥ 9, то по лемме 4 и [15, табл. 3] имеем
t(S) ≥ t(G)− 1 = [(3n+ 5)/4] − 1 ≥ 7, поэтому (см. [15, табл. 2]) влечет, что S ∈ {F1, F2, J4}.

Покажем, что S не является спорадической группой.

Предположим, что S = F1. Тогда ввиду [15, табл. 2] имеем t(S) = 11, а по [5] имеем

π(S) = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 41, 47, 59, 71}.
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По лемме 4 имеем t(G) ≤ t(S) + 1 = 12. По [15, табл. 2] имеем t(G) = [(3n + 5)/4]. Значит,
n ≤ 15.

Пусть n = 15. По [15, табл. 3] имеем: {r9(q), r18(q), r22(q)} — коклика в GK(G). Положим
t1 = r9f (p), t2 = r18f (p), t3 = r22f (p). По лемме 1 имеем t1 ≡ 1 (mod 9f), t2 ≡ 1 (mod 18f),
t3 ≡ 1 (mod 22f), поэтому t1 = 19 или t1 /∈ π(S), t2 = 19 или t2 /∈ π(S), t3 /∈ π(S) Значит,
t1, t3 /∈ π(S) или t2, t3 /∈ π(S); противоречие с леммой 4.

Пусть n = 9. По [15, табл. 3] имеем: {r9(q), r16(q), r18(q)} — коклика в GK(G). Положим
t1 = r9f (p), t2 = r16f (p), t3 = r18f (p). По лемме 1 имеем t1 ≡ 1 (mod 9f), t2 ≡ 1 (mod 16f),
t3 ≡ 1 (mod 18f), поэтому t1 = 19 или t1 /∈ π(S), t2 = 17 или t2 /∈ π(S), t3 = 19 или t3 /∈ π(S).
По лемме 10 имеем R16(q) 6= {17}. Значит, существует u ∈ R16(q) \ π(S). Следовательно,
коклика {t1, u, t3} содержит не меньше двух чисел из π(S); противоречие с леммой 4.

Рассуждая аналогично, получаем противоречие для других пар n и S.

Теорема 3 доказана.

5. Доказательство теоремы 4

Пусть G — конечная группа с условием GK(G) = GK(H), где H является простой зна-
копеременной группой или простой группой лиева типа, S — спорадический композиционный
фактор группы G, π(G) = π(S). По лемме 4 имеем S ≤ Ḡ = G/K ≤ Aut(S) для наибольшей
нормальной разрешимой подгруппы K группы G.

Лемма 22. Пусть граф GK(G) несвязен. Тогда справедливы следующие утверждения:

1) Если S = M22 и 3 ∈ π(K), то 3 · 7, 3 · 11 ∈ ω(G).

2) Если S = M22 и 5 ∈ π(K), то 5 · 7, 5 · 11 ∈ ω(G).

3) Если S = M22 и 7 ∈ π(K), то 7 · 11 ∈ ω(G).

4) Если S = HS и 3 ∈ π(K), то 3 · 11 ∈ ω(G).

5) Если S = HS и 7 ∈ π(K), то 7 · 5, 7 · 11 ∈ ω(G).

6) Если S = McL и 3 ∈ π(K), то 3 · 11 ∈ ω(G).

7) Если S = McL и 7 ∈ π(K), то 7 · 11 ∈ ω(G).

8) Если S = Suz и 5 ∈ π(K), то 5 · 13 ∈ ω(G).

9) Если S = Suz и 7 ∈ π(K), то 7 · 13 ∈ ω(G).

Д о к а з а т е л ь с т в о. 1) Пусть S = M22 и 3 ∈ π(K). Если F — поле характеристики
p = 3, V — абсолютно неприводимый FS-модуль, то по [16, лемма 4] и [17, с. 93] получа-
ем, что для элемента g1 порядка 7 и элемента g2 порядка 11 из S имеем dimCV (g1) 6= 0 и
dimCV (g2) 6= 0. Значит, 3 · 7, 3 · 11 ∈ ω(G).

Аналогично доказываются пп. 2)–7) леммы.

Если S = Suz, то по [5] имеем G2(4) < Suz. Из [16, лемма 4] и [17, с. 272] получаем
утверждения 8) и 9) леммы.

Лемма доказана.

Лемма 23. Если H — знакопеременная группа, то (H,S) ∈ {(A9, J2), (A10, J2), (A16, F i22),
(A16, Suz)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По [18, табл. 1] выполнен один из следующих случаев:

(1) S = J2 и H ∈ {A7, A8, A9, A10};

(2) S ∈ {M22,McL,HS} и H ∈ {A11, A12};

(3) S ∈ {Suz, F i22} и H ∈ {A13, A14, A15, A16}.

Пусть S = J2 и H ∈ {A7, A8}. Вершины 2, 3 и 5 в графе GK(H) не образуют треугольник;
противоречие с тем, что в графе GK(J2) эти вершины образуют треугольник. Значит, H ∈
{A9, A10}.
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Пусть S = M22 и H = A11. Тогда 3 ·5 ∈ ω(G)\ω(S). Поэтому либо 3 ∈ π(K), либо 5 ∈ π(K).
Если 3 ∈ π(K), то по п. 1) леммы 22 имеем 3 · 11 ∈ ω(G); противоречие. Если 5 ∈ π(K), то по
по п. 2) леммы 22 имеем 5 · 7 ∈ ω(G); противоречие.

Пусть S = McL и H ∈ {A11, A12}. Тогда 3 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S). Поэтому либо 3 ∈ π(K),
либо 7 ∈ π(K). Если 3 ∈ π(K), то по п. 6) леммы 22 имеем 3 · 11 ∈ ω(G); противоречие. Если
7 ∈ π(K), то по п. 7) леммы 22 имеем 7 · 11 ∈ ω(G); противоречие.

Пусть S = HS и H = A11. Тогда 3 ·7 ∈ ω(G)\ω(S). Поэтому либо 3 ∈ π(K), либо 7 ∈ π(K).
Если 3 ∈ π(K), то по п. 4) леммы 22 имеем 3 · 11 ∈ ω(G); противоречие. Если 7 ∈ π(K), то по
п. 5) леммы 22 имеем 7 · 5 ∈ ω(G); противоречие.

Пусть S = M22 и H = A12. Тогда 3 ·5 ∈ ω(G)\ω(S). Поэтому либо 3 ∈ π(K), либо 5 ∈ π(K).
Если 3 ∈ π(K), то по п. 1) леммы 22 имеем 3 · 11 ∈ ω(G); противоречие. Если 5 ∈ π(K), то по
п. 2) леммы 22 имеем 5 · 11 ∈ ω(G); противоречие.

Пусть S = HS и H = A12. Тогда 3 ·7 ∈ ω(G)\ω(S). Поэтому либо 3 ∈ π(K), либо 7 ∈ π(K).
Если 3 ∈ π(K), то по п. 4) леммы 22 имеем 3 · 11 ∈ ω(G); противоречие. Если 7 ∈ π(K), то по
п. 5) леммы 22 имеем 7 · 11 ∈ ω(G); противоречие.

Пусть S = Fi22 и H ∈ {A13, A14}. Вершины 2 и 11 в графе GK(S) смежны, а в графе
GK(H) несмежны; противоречие.

Пусть S = Fi22 и H = A15. Тогда 3 · 11, 5 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S). Поэтому либо 3, 5 ∈ π(K),
либо 3, 7 ∈ π(K), либо 5, 11 ∈ π(K), либо 7, 11 ∈ π(K). Заметим, что {5, 11, 13}, {7, 11, 13} —
коклики в графе GK(H). Если 5, 11 ∈ π(K) или 7, 11 ∈ π(K), то получаем противоречие с
леммой 4. По [5] имеем M22 < Fi22. Если 5 ∈ π(K), то по п. 2) леммы 22 имеем 5 · 11 ∈ ω(G);
противоречие. Если 7 ∈ π(K), то по п. 3) леммы 22 имеем 7 · 11 ∈ ω(G); противоречие.

Пусть S = Suz и H ∈ {A13, A14, A15}. Тогда 5 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S). Поэтому либо 5 ∈ π(K),
либо 7 ∈ π(K). Если 5 ∈ π(K), то по п. 8) леммы 22 имеем 5 · 13 ∈ ω(G); противоречие. Если
7 ∈ π(K), то по п. 8) леммы 22 имеем 7 · 13 ∈ ω(G); противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 24. Если H — конечная простая группа лиева типа, то (H,S) ∈ {(L2(11),M11),
(U5(2),M11), (U6(2),HS), (S8(2),He), (O+

8 (2), J2), (S6(2), J2)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По [18, табл. 1] выполнен один из следующих случаев:

(1) S = J2 и H ∈ {L2(49), U3(5), L3(4), L4(2), U4(3), S4(7), S6(2), O
+
8 (2)};

(2) S ∈ {M11,M12} и H ∈ {U5(2), L2(11)};

(3) S ∈ {M22,McL,HS} и H = U6(2);

(4) S ∈ {Suz, F i22} и H = L6(3);

(5) S = He и H ∈ {O−

8 (2), L4(4), S8(2)};

(6) S ∈ {J1,HN} и H = L3(11);

Пусть S = J2 и H ∈ {L2(49), U3(5), L3(4), L4(2), U4(3), S4(7)}. Вершины 2, 3 и 5 в графе
GK(H) не образуют треугольник; противоречие с тем, что в графе GK(J2) эти вершины
образуют треугольник. Значит, H ∈ {S6(2), O

+
8 (2)}.

Пусть S = M12 и H ∈ {U5(2), L2(11)}. Вершины 2 и 5 в графе GK(S) смежны, а в графе
GK(H) несмежны; противоречие.

Пусть S = McL и H = U6(2). Вершины 2 и 7 в графе GK(S) смежны, а в графе GK(H)
несмежны; противоречие.

Пусть S = M22 и H = U6(2). Тогда 3·5 ∈ ω(G)\ω(S). Поэтому либо 3 ∈ π(K), либо 5 ∈ π(K).
Если 3 ∈ π(K), то по п. 1) леммы 22 имеем 3 · 7 ∈ ω(G); противоречие. Если 5 ∈ π(K), то по
п. 2) леммы 22 имеем 5 · 7 ∈ ω(G); противоречие.

Пусть S ∈ {Suz, F i22} и H = L6(3). Вершины 3 и 7 в графе GK(S) смежны, а в гра-
фе GK(H) несмежны; противоречие.

Пусть S = He и H ∈ {O−

8 (2), L4(4)}. Вершины 2 и 7 в графе GK(S) смежны, а в гра-
фе GK(H) несмежны; противоречие.
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Пусть S = HN и H = L3(11). Вершины 2 и 7 в графе GK(S) смежны, а в графе GK(H)
несмежны; противоречие.

Пусть S = J1 и H = L3(11). По [7, табл. 4] множества {11, 3, 7} и {11, 3, 19} образуют
коклики в графе GK(H). По [7, предложение 4.1] пары вершин 5 и 7, 5 и 19 несмежны в
GK(H). Так как 7 · 19 ∈ ω(G) \ω(S), то 7 ∈ π(K) или 19 ∈ π(K). Если 7 ∈ π(K), то по лемме 4
имеем 11 /∈ π(K). По [5] в S есть подруппа Фробениуса вида 11:10. По [19, лемма 1] имеем
5 · 7 ∈ ω(H); противоречие. Если 19 ∈ π(K), то по лемме 4 имеем 11 /∈ π(K). По [5] в S есть
подруппа Фробениуса вида 11:10. По [19, лемма 1] имеем 5 · 19 ∈ ω(H); противоречие.

Лемма доказана.
Теорема 4 следует из лемм 23 и 24.

6. Доказательство теоремы 5

Пусть G — конечная группа с условием GK(G) = GK(H), где H является простой знакопе-
ременной группой или простой группой лиева типа над полем порядка q = pf , где p — простое
число, f ∈ N; S — спорадический композиционный фактор группы G, изоморфный группе J2;
π(G) = π(S) ∪ {r}, где r — простое число, r > 7. По лемме 4 имеем S ≤ Ḡ = G/K ≤ Aut(S)
для наибольшей нормальной разрешимой подгруппы K группы G.

По [5] в GK(J2) вершины 2, 3 и 5 образуют треугольник.

Лемма 25. H не является знакопеременной группой.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть H — знакопеременная группа. Тогда H ∈ {A11, A12} и
r = 11. Граф GK(H) не cвязен. Так как 11 /∈ π(S), то 11 ∈ π(K). Так как 3 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S),
то 3 ∈ π(K) или 7 ∈ π(K). По лемме 5 подгруппа K нильпотентна. Значит, 3 · 11 ∈ π(K) или
7 · 11 ∈ π(K); противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 26. Если H = L2(q), то H ∈ {L2(2401), L2(4801)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По [5] имеем π(H) = π(q(q2 − 1)) = {2, 3, 5, 7, r}. Если p ∈
{2, 3, 5, 7}, то по лемме 12 имеем q ∈ {26, 53, 74}. Если p > 7, то по лемме 11 имеем q = p ≥ 29.
Если q = 26, то по [7, табл. 4] в GK(H) вершины 2 и 3 несмежны; противоречие. Если q = 53,
то π(q − 1) = {2, 31} и π(q + 1) = {2, 3, 19}, следовательно, в графе GK(H) вершины 2, 3 и 5
не образуют треугольник; противоречие. Если q = 74, то выполняется утверждение леммы.

Пусть q = p ≥ 29 и p ≡ ǫ (mod 4), где ǫ = ±1. По [20, табл. 2] имеем π(q − ǫ), {p} и
π((q + ǫ)/2) — связные компоненты графа GK(H). Если π(q − ǫ) 6= {2, 3, 5}, то в GK(H)
вершины 2, 3 и 5 не образуют треугольник; противоречие. Значит, π(q − ǫ) = {2, 3, 5}, p = r и
π((q + ǫ)/2) = {7}.

Имеем r−ǫ = 2a ·3b ·5c и r+ǫ = 2 ·7d, где a, b, c, d — натуральные числа. Тогда r = 2 ·7d−ǫ.
Отсюда 7d − ǫ = 2a−1 · 3b · 5c. Так как 7d ≡ 1 (mod 3) и 7d ≡ ǫ (mod 3), то ǫ = 1. Поэтому
7d − 1 = 2a−1 · 3b · 5c. Так как 7d ≡ 1 (mod 5), то 4 делит d. Если d = 4, то r = 2 · 74 − 1 = 4801.
При d > 4 по лемме 1 существует t ∈ π(7d − 1) \ {2, 3, 5}; противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 27. Если H = Ln(q), где n ≥ 3, то H = L4(4).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n = 3. По [5] имеем π(H) = π(q(q2 − 1)(q3 − 1)) =
{2, 3, 5, 7, r}. По лемме 13 имеем q = 9. По [7, табл. 4] в графе GK(L3(9)) вершины 3 и 5
несмежны; противоречие.

Пусть n = 4. По [5] π(H) = π(q(q2 − 1)(q3 − 1)(q4 − 1)) = {2, 3, 5, 7, r}. По лемме 1 су-
ществуют простые числа t1, t2 такие, что t1 6= t2, t1 ∈ π(q4 − 1) \ (π(q3 − 1) ∪ π(q2 − 1)) и
t2 ∈ π(q3−1)\(π(q2−1)). Отсюда |π(q2−1)| ≤ 2. По лемме 6 имеем q ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 17}. Если
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q ∈ {2, 3, 5, 8, 9, 17}, то π(H) 6= {2, 3, 5, 7, r}; противоречие. Итак, q ∈ {4, 7}. По [7, предложе-
ние 4.1] в графе GK(L4(7)) вершины 3 и 5 несмежны; противоречие. Значит, q = 4, и утвер-
ждение леммы выполнено.

Пусть n = 5. По [5] π(H) = π(q(q2 − 1)(q3 − 1)(q4 − 1)(q5 − 1)) = {2, 3, 5, 7, r}. По лемме 1
существуют простые числа t1, t2, t3 такие, что t1 6= t2 6= t3, t1 ∈ π(q5−1)\ (π(q4−1)∪π(q3−1)),
t2 ∈ π(q4 − 1) \ (π(q3 − 1) ∪ π(q2 − 1)) и t3 ∈ π(q3 − 1) \ (π(q2 − 1)). Отсюда |π(q2 − 1)| ≤ 1. По
лемме 6 имеем q ∈ {2, 3}. Если q = 3, то π(H) = {2, 3, 5, 11, 13}; противоречие. Итак, q = 2. Но
по [5] в GK(L5(2)) вершины 2 и 5 несмежны; противоречие.

Пусть n = 6. По [5] π(H) = π(q(q4 − 1)(q5 − 1)(q6 − 1)) = {2, 3, 5, 7, r}. По лемме 1 при q > 2
существуют простые числа t1, t2, t3, t4 такие, что t1 6= t2 6= t3 6= t4, t1 ∈ π(q6 − 1) \ (π(q5 − 1) ∪
π(q4−1)∪π(q3 −1)), t2 ∈ π(q5−1)\ (π(q4 −1)∪π(q3 −1)), t3 ∈ π(q4−1)\ (π(q3 −1)∪π(q2 −1)),
и t4 ∈ π(q3 − 1) \ (π(q2 − 1)). Отсюда |π(q(q2 − 1))| ≤ 1; противоречие. Итак, q = 2 и H = L6(2).

По [20, табл. 1] граф GK(L6(2)) не cвязен. Так как 31 /∈ π(S), то 31 ∈ π(K). Поскольку
2 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S), то 2 ∈ π(K) или 7 ∈ π(K). По лемме 5 подгруппа K нильпотентна. Значит,
2 · 31 ∈ π(K) или 7 · 31 ∈ π(K); противоречие.

Пусть n ≥ 7. По [5] имеем π(H) = π(q
∏n

i=1(q
i − 1)) = {2, 3, 5, 7, r}. По лемме 1 при (n, q) /∈

{(7, 2), (8, 2), (9, 2)} существуют простые числа t1, t2, t3, t4 такие, что t1 6= t2 6= t3 6= t4, t1 ∈
π(qn−1)\(π(

∏n−1
i=1 (q

i−1))), t2 ∈ π(qn−1−1)\(π(
∏n−2

i=1 (q
i−1))), t3 ∈ π(qn−2−1)\(π(

∏n−3
i=1 (q

i−1)))
и t4 ∈ π(qn−3 − 1) \ (π(

∏n−4
i=1 (q

i − 1))). Отсюда |π(q(q2 − 1))| ≤ 1; противоречие. Если (n, q) ∈
{(7, 2), (8, 2), (9, 2)}, то π(H) 6= {2, 3, 5, 7, r}; противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 28. Если H = Un(q), где n ≥ 3, то H ∈ {U3(19), U4(5), U6(2)}.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n = 3. По [5] имеем π(H) = π(q(q2 − 1)(q3 + 1)) =
{2, 3, 5, 7, r}. По лемме 14 имеем q = 19.

При n ≥ 4 доказательство аналогично доказательству леммы 27. Получаем, что H ∈
{U4(5), U4(7), U6(2)}.

Пусть H = U4(7). По [15, табл. 2] имеем: {2, 5, 43} — коклика в GK(H). Вершины 2 и 5 в
графе GK(S) смежны, а в графе GK(H) несмежны; противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 29. Если H ∈ {O2n+1(q), S2n(q)}, где n ≥ 2, то H = S8(2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть n = 2. По [5] имеем π(H) = π(q(q2 − 1)(q3 + 1)) =
{2, 3, 5, 7, r}. По лемме 15 имеем q ∈ {8, 49}. По [7, табл. 4] в GK(S4(8)) вершины 3 и 5 несмеж-
ны. Значит, q = 49.

Пусть H = S4(49). По [20, табл. 1] граф GK(S4(49)) не cвязен. Так как 1201 /∈ π(S), то
1201 ∈ π(K). Так как 2 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S), то 2 ∈ π(K) или 7 ∈ π(K). По лемме 5 подгруппа K
нильпотентна. Значит, 2 · 1201 ∈ π(K) или 7 · 1201 ∈ π(K); противоречие.

При n ≥ 3 доказательство аналогично доказательству леммы 27. Получаем, что H ∈
{S6(3), S8(2), O7(3)}.

Пусть H ∈ {S6(3), O7(3)}. По [15, предложение 2.4] имеем GK(S6(3)) = GK(O7(3)). Будем
рассматривать группу S6(3). По [20, табл. 1] граф GK(S6(3)) не cвязен. Так как 13 /∈ π(S), то
13 ∈ π(K). Так как 2 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S), то 2 ∈ π(K) или 7 ∈ π(K). По лемме 5 подгруппа K
нильпотентна. Значит, 2 · 13 ∈ π(K) или 7 · 13 ∈ π(K); противоречие. Итак, H = S8(2).

Лемма доказана.

Лемма 30. H /∈ {O+
2n(q), O

−

2n(q)}, где n ≥ 4.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что H ∈ {O+
2n(q), O

−

2n(q)}, где n ≥ 4. Рассуждая
как при доказательстве леммы 27, получаем, что H ∈ {O+

8 (3), O
−

8 (2)}.
Пусть H = O+

8 (3). Так как по [15, предложение 2.4, 2.5] имеем GK(S6(3)) = GK(O+
8 (3)),

то приходим к противоречию, как в предыдущей лемме.
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Пусть H = O−

8 (2). По [20, табл. 1] граф GK(O−

8 (2)) не cвязен. Так как 17 /∈ π(S), то
17 ∈ π(K). Так как 3 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S), то 3 ∈ π(K) или 7 ∈ π(K). По лемме 5 подгруппа K
нильпотентна. Значит, 3 · 17 ∈ π(K) или 7 · 17 ∈ π(K); противоречие.

Лемма доказана.

Лемма 31. H не является группой исключительного лиева типа.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть H = G2(q), где q > 2. По [5] имеем π(H) = π(q(q6 − 1)) =
{2, 3, 5, 7, r}. По лемме 1 существуют простые числа t1, t2 такие, что t1 6= t2, t1 ∈ π(q6 − 1) \
(π(q3 − 1) ∪ π(q2 − 1)) и t2 ∈ π(q3 − 1) \ (π(q2 − 1)). Отсюда |π(q2 − 1)| ≤ 2. По лемме 6 имеем
q ∈ {2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 17}. Если q ∈ {2, 3, 7, 8, 9, 17}, то π(H) 6= {2, 3, 5, 7, r}; противоречие. Итак,
q ∈ {4, 5}.

Пусть H = G2(4). По [20, табл. 1] граф GK(G2(4)) не cвязен. Так как 13 /∈ π(S), то
13 ∈ π(K). Поскольку 3 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S), то 3 ∈ π(K) или 7 ∈ π(K). По лемме 5 подгруппа K
нильпотентна. Значит, 3 · 13 ∈ π(K) или 7 · 13 ∈ π(K); противоречие.

Пусть H = G2(5). По [20, табл. 1] граф GK(G2(5)) не cвязен. Так как 31 /∈ π(S), то
31 ∈ π(K). Поскольку 3 · 7 ∈ ω(G) \ ω(S), то 3 ∈ π(K) или 7 ∈ π(K). По лемме 5 подгруппа K
нильпотентна. Значит, 3 · 31 ∈ π(K) или 7 · 31 ∈ π(K); противоречие.

Пусть H = 2G2(q), где q = 32m+1. Но 5 /∈ π(2G2(q)); противоречие.

Пусть H = 2B2(q), где q = 22m+1. Но 3 /∈ π(2B2(q)); противоречие.
Если H ∈ {F4(q), E6(q),

2E6(q), E7(q), E8(q)}, то, как и в доказательстве леммы 27, в случае
H = L6(q) получаем противоречие.

Если H = 3D4(q), то, как и в доказательстве леммы 27, в случае H = L5(q) получаем, что
q ∈ {2, 3}. Но тогда имеем π(H) 6= {2, 3, 5, 7, r}; противоречие.

Если H = 2F4(q), где q = 22m+1, то, как и в доказательстве леммы 27, в случае H = L5(q)
получаем, что q = 2. Но тогда имеем π(H) = {2, 3, 5, 13}; противоречие.

Лемма доказана.
Теорема 5 следует из лемм 25–31. По [20, табл. 1–3] графы Грюнберга — Кегеля групп

L4(4), U4(5) cвязны, а графы Грюнберга — Кегеля остальных групп из заключений лемм не
связны.
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