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Введение

Применение классических полиномиальных формул численного дифференцирования [1]
при наличии пограничного слоя может приводить к значительным погрешностям [2]. В связи
с этим возникает необходимость построения формул численного дифференцирования, погреш-
ность которых не растет из-за больших градиентов функции в области пограничного слоя.

В [2] предложена интерполяционная формула с произвольно заданным числом узлов интер-
поляции для функции u(x), представимой в виде суммы регулярной и погранслойной состав-
ляющих. Погранслойная составляющая отвечает за большие градиенты функции и известна
с точностью до множителя. Такая декомпозиция решения сингулярно возмущенной краевой
задачи применялась в работах [3; 4] для построения разностной схемы на основе подгонки

1Работа выполнена в рамках государственного задания ИМ СО РАН (проект FWNF-2022-0016).
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к погранслойной составляющей. Доказано, что тогда оценка погрешности разностной схемы
становится равномерной по малому параметру. Построенная в [2] интерполяционная формула
является точной на погранслойной составляющей. Равномерная по погранслойной составляю-
щей оценка погрешности этой интерполяционной формулы выведена в [5].

В [2] на основе дифференцирования построенного интерполянта получены новые формулы
численного дифференцирования, точные на погранслойной составляющей функции. Однако
погрешность построенных формул в [2] не оценена. В [6] рассмотрен случай, когда формула
из [2] содержит k узлов в сеточном шаблоне для производной. В случае n = k − 1 и экспонен-
циального пограничного слоя дана оценка погрешности, равномерная по параметру ε, где n —
порядок вычисляемой производной.

Отметим, что добиться равномерной по малому параметру ε оценки погрешности класси-
ческих формул численного дифференцирования при наличии пограничного слоя можно сгу-
щением сетки в области больших градиентов. В [7] это обосновано в случае сетки Шишкина [8],
в [9] применена сетка Бахвалова [10] с модификацией из [11].

В данной работе при оценке погрешности формул численного дифференцирования на
равномерной сетке, построенных в [2], рассмотрим случай, когда погранслойная составляю-
щая Φ(x) является функцией общего вида. В частности, такая составляющая может соответ-
ствовать наличию экспоненциального [8] или степенного пограничного слоя [12].

Под C и Cj будем подразумевать положительные постоянные, не зависящие от функ-
ций p(x), Φ(x), от их производных и от шага сетки h. В случае экспоненциального погранслоя
эти постоянные не зависят от малого параметра ε. Различные величины будем ограничивать
одной постоянной Cj , если это понятно по тексту. Будем подразумевать, что f = O(g), если для
некоторой постоянной C |f | ≤ C|g|; f = O∗(g), если f = O(g) и g = O(f). Будем использовать
постоянные Dk такие, что для некоторой постоянной C1 выполнено ограничение Dk ≥ C1 > 0.

1. Постановка задачи

Пусть для достаточно гладкой функции u(x) справедлива декомпозиция

u(x) = p(x) + γΦ(x), x ∈ [0, 1], (1.1)

где p(x) — регулярная составляющая с ограниченными производными до некоторого поряд-
ка, Φ(x) — погранслойная составляющая, являющаяся функцией общего вида и отвечающая
за большие градиенты функции u(x). Функция Φ(x) предполагается известной, p(x) и γ не
заданы, C1 ≤ |γ| ≤ C2 для некоторых постоянных C1, C2.

В частности, рассмотрим случай экспоненциального пограничного слоя, когда функция u(x)
является решением сингулярно возмущенной краевой задачи [8]:

εu′′(x) + a1(x)u
′(x)− a2(x)u(x) = f(x), u(0) = A, u(1) = B, (1.2)

где a1(x) ≥ β0 > 0, a2(x) ≥ 0, ε ∈ (0, 1], функции a1, a2, f достаточно гладкие.
Согласно [4] для решения задачи (1.2) справедлива декомпозиция (1.1), для которой

Φ(x) = e−αx/ε, α = a1(0) > 0. (1.3)

При наличии степенного пограничного слоя [12] декомпозиция (1.1) справедлива при зада-
нии

Φ(x) = (x+ ε)β , 0 < β < 1, 0 < ε ≤ 1. (1.4)

Зададим равномерную сетку интервала [0, 1]: Ωh = {xj : xj = jh, j = 0, 1, . . . , N, Nh=1}.
Предполагаем, что функция u(x), обладающая декомпозицией (1.1), задана в узлах сетки Ωh,
uj = u(xj). Рассмотрим вопрос численного дифференцирования функции u(x) на произ-
вольном интервале [xm, xm+k−1] с k узлами в шаблоне для производной. Пусть Lk(u, x) —



108 А.И. Задорин

многочлен Лагранжа для функции u(x) с k узлами интерполяции xm, . . . , xm+k−1. Классиче-
ские формулы численного дифференцирования строятся на основе формулы [1]:

u(n)(x) ≈ L
(n)
k (u, x), x ∈ [xm, xm+k−1]. (1.5)

В соответствии с [13] справедлива оценка погрешности

|L
(n)
k (u, x)− u(n)(x)| ≤ Mk(k − 1)k−nhk−n/(k − n)!, (1.6)

где Mk = max
s

|u(k)(s)|, x, s ∈ [xm, xm+k−1].

Из (1.6) следует, что погрешность вычисления производных на основе формулы (1.5) яв-
ляется величиной порядка O(hk−n), если постоянная Mk равномерно ограничена. Однако в
случае экспоненциального пограничного слоя в соответствии с (1.3) Mk = O∗(ε−k), значит,
при малых значениях ε погрешность может быть существенной.

Покажем это на примере. Пусть u(x) = e−x/ε, x ∈ [0, 1]. Выпишем формулу для производ-
ной:

u′(x) ≈ L′

2(u, x) =
um+1 − um

h
, x ∈ [xm, xm+1]. (1.7)

В данном случае производная u′(x) в области пограничного слоя — порядка O(1/ε), поэтому в
соответствии, например, с [7; 14; 15] оценивается относительная погрешность при вычислении
первой производной, получаемая умножением абсолютной погрешности на малый параметр ε.
В случае формулы (1.7) на равномерной сетке при ε = h имеем

ε
∣

∣

∣

u1 − u0
h

− u′(0)
∣

∣

∣
= e−1.

Таким образом, относительная погрешность формулы (1.7) значительна, если ε = h, несмот-
ря на малость h. Задача построения формул численного дифференцирования для функций,
имеющих представление (1.1), актуальна.

Предложенную в [2] интерполяционную формулу с k узлами интерполяции можно записать
как

LΦ,k(u, x) = Lk(u, x) +
[xm, . . . , xm+k−1]u

[xm, . . . , xm+k−1]Φ

[

Φ(x)− Lk(Φ, x)
]

, x ∈ [xm, xm+k−1], (1.8)

где [xm, . . . , xm+k−1]u — разделенная разность [1] для функции u(x), k ≥ 2. Из (1.8) следует,
что эта формула имеет узлы интерполяции xm, xm+1, . . . , xm+k−1 и является точной на много-
членах степени (k − 2) и на функции Φ(x).

Для корректного задания (1.8) зададим ограничение Φ(k−1)(x) 6= 0, x ∈ (xm, xm+k−1).
Дифференцируя (1.8), получаем формулу численного дифференцирования, точную на по-
гранслойной составляющей Φ(x). Эту формулу можно записать в виде

u(n)(x) ≈ L
(n)
Φ,k(u, x) = L

(n)
k (u, x) +

∆k−1um
∆k−1Φm

[

Φ(n)(x)− L
(n)
k (Φ, x)

]

, (1.9)

где x ∈ [xm, xm+k−1], n < k, ∆k−1um — конечная разность для u(x) [1], определяемая соотно-
шениями ∆um = um+1 − um,∆jum = ∆(∆j−1um).

Если n = k − 1, то формула (1.9) принимает вид (см. [6])

u(n)(x) ≈ L
(n)
Φ,k(u, x) =

∆num
∆nΦm

Φ(n)(x), x ∈ [xm, xm+n]. (1.10)

В [6] доказано, что в случае экспоненциального пограничного слоя, когда Φ(x) соответству-
ет (1.3), при всех n > 0 и m справедлива следующая оценка погрешности:

εn
∣

∣

∣

∆num
∆nΦm

Φ(n)(x)− u(n)(x)
∣

∣

∣
≤ Ch, x ∈ [xm, xm+n].

В данной работе предложим подход к оценке погрешности формулы (1.9) в случае, когда
погранслойная составляющая Φ(x) является функцией общего вида. На основе этого оценим
погрешность формулы (1.9) при k = 2 и k = 3.
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2. Сравнение погрешностей предлагаемой формулы и классической

Предполагаем, что для функции u(x) справедлива декомпозиция (1.1). Проведем сравнение
классической формулы численного дифференцирования (1.5) и построенной формулы (1.9).

Остановимся на формуле (1.5). В соответствии с оценкой (1.6) и примером (1.7) погреш-
ность формулы (1.5) может быть значительной, если функция Φ(x) имеет большие градиенты.

В случае функции u(x) с декомпозицией (1.1) погрешность формулы (1.5) можно записать
как

L
(n)
k (u, x) − u(n)(x) =

(

L
(n)
k (p, x)− p(n)(x)

)

+ γ
(

L
(n)
k (Φ, x)− Φ(n)(x)

)

.

Теперь рассмотрим формулу (1.9) для вычисления производной. Несложно показать, что
погрешность формулы (1.9) представима в виде

L
(n)
Φ,k(u, x)− u(n)(x) =

(

L
(n)
k (p, x)− p(n)(x)

)

−
∆k−1pm
∆k−1Φm

(

L
(n)
k (Φ, x)− Φ(n)(x)

)

.

В соответствии с декомпозицией (1.1) и оценкой (1.6) основной вклад в погрешность иссле-

дуемых формул вносит погрешность (L
(n)
k (Φ, x)−Φ(n)(x)), если функция Φ(x) имеет большие

градиенты на интервале [xm, xm+k−1]. В этом случае
∣

∣

∣

∆k−1pm
∆k−1Φm

∣

∣

∣
≪ |γ| = O(1), так как для

некоторых s, s1 ∈ [xm, xm+k−1] справедливы соотношения (см. [1, гл. 2])

∆k−1Φm = hk−1Φ(k−1)(s), ∆k−1pm = hk−1p(k−1)(s1).

Например, в области экспоненциального пограничного слоя, когда Φ(x) соответствует (1.3),
имеем |∆k−1Φm| = O(h/ε)k−1, |∆k−1pm| = O(hk−1), ε ≪ 1.

Получаем, что независимо от k и n формула (1.9) является более точной в сравнении
с классической формулой (1.5), если функция Φ(x) имеет большие градиенты на интерва-
ле [xm, xm+k−1], на котором применяется формула.

3. Оценка погрешности формулы для производной

Лемма 1. Пусть для функции u(x) справедлива декомпозиция (1.1), величина Dk зада-

на так, что для некоторой постоянной C1 выполняется Dk ≥ C1 > 0 и для некоторой

постоянной C2 верна оценка

G =
hn−1

Dk

∣

∣L
(n)
k (Φ, x)− Φ(n)(x)

∣

∣

|∆k−1Φm|
≤ C2, x ∈ [xm, xm+k−1]. (3.1)

Тогда для некоторой постоянной C справедлива следующая оценка погрешности:

1

Dk

∣

∣L
(n)
Φ,k(u, x)− u(n)(x)

∣

∣ ≤ C
[

max
s

|p(k)(s)|+max
s

|p(k−1)(s)|
]

hk−n, x, s ∈ [xm, xm+k−1]. (3.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Формула (1.9) является точной на Φ(x), поэтому

∣

∣L
(n)
Φ,k(u, x)− u(n)(x)

∣

∣ =
∣

∣L
(n)
Φ,k(p, x)− p(n)(x)

∣

∣ ≤
∣

∣L
(n)
k (p, x)− p(n)(x)

∣

∣

+
∣

∣

∣

∆k−1pm
∆k−1Φm

(

Φ(n)(x)− L
(n)
k (Φ, x)

)

∣

∣

∣
, x ∈ [xm, xm+k−1].

(3.3)

Учитывая (3.1) в (3.3), получаем

1

Dk

∣

∣L
(n)
Φ,k(u, x) − u(n)(x)

∣

∣ ≤
1

Dk

∣

∣L
(n)
k (p, x)− p(n)(x)

∣

∣+ C2
|∆k−1pm|

hn−1
, x ∈ [xm, xm+k−1]. (3.4)
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В соответствии с [1] для некоторого s ∈ [xm, xm+k−1] имеем ∆k−1pm/hk−1 = p(k−1)(s). Ввиду
этого соотношения и (1.6) для некоторой постоянной C0 получаем

∣

∣L
(n)
k (p, x)− p(n)(x)

∣

∣ ≤ C0 max
s

|p(k)(s)|hk−n, |∆k−1pm| ≤ max
s

|p(k−1)(s)|hk−1. (3.5)

Учитывая (3.5) в (3.4), приходим к требуемой оценке (3.2).
Лемма доказана.

Рассмотрим регулярный случай, когда производные функции u(x) являются равномерно
ограниченными. Тогда для выполнения условия (3.1) можно задать Dk = 1. В силу леммы 1
справедлива оценка (3.2), из которой следует, что порядок точности формулы (1.9) такой же,
как при применении классической формулы (1.5). Как было показано выше, при наличии
больших градиентов у функции Φ(x) формула (1.9) является более точной.

4. Применение леммы 1 для оценки погрешности

С применением леммы 1 оценим погрешность формулы (1.9) в случаях k = 2, k = 3.

4.1. Формула (1.9) в случае k = 2, n = 1

В соответствии с (1.10) при k = 2, n = 1 формула (1.9) может быть записана как

u′(x) ≈ L′

Φ,2(u, x) =
um+1 − um
Φm+1 − Φm

Φ′(x), x ∈ [xm, xm+1]. (4.1)

Теорема 1. Пусть для достаточно гладкой функции u(x) справедлива декомпозиция (1.1),
выполнено условие

Φ′(x) 6= 0, x ∈ (xm, xm+1), (4.2)

и для некоторой постоянной D2 верна оценка

|Φ′′(x)| ≤ D2|Φ
′(x)|, x ∈ [xm, xm+1]. (4.3)

Тогда для формулы (4.1) для некоторой постоянной C справедлива оценка

1

D2

∣

∣

∣

um+1 − um
Φm+1 − Φm

Φ′(x)− u′(x)
∣

∣

∣
≤ C

[

max
s

|p′′(s)|+max
s

|p′(s)|
]

h, x ∈ [xm, xm+1]. (4.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Воспользуемся леммой 1 и остановимся на выполнении усло-
вия (3.1) в случае k = 2, n = 1. Из разложения в ряд Тейлора следует

∣

∣

∣

Φm+1 − Φm

h
− Φ′(x)

∣

∣

∣
≤

xm+1
∫

xm

|Φ′′(s)| ds, x ∈ [xm, xm+1].

Тогда из (3.1) имеем

G ≤
1

D2

xm+1
∫

xm

|Φ′′(s)| ds

|Φm+1 − Φm|
. (4.5)

Учитывая (4.2), неравенство (4.5) представим в виде G ≤
1

D2

∫ xm+1

xm

|Φ′′(s)| ds
/

∫ xm+1

xm

|Φ′(s)| ds.

Исходя из (4.3), получаем, что G ≤ 1.
Итак, условие (3.1) выполнено при задании C2 = 1. В соответствии с леммой 1 справедлива

оценка (3.2), которая в случае k = 2, n = 1 соответствует оценке (4.4).
Теорема доказана.
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Остановимся на примерах задания Φ(x).
В случае экспоненциального пограничного слоя в соответствии с (1.3) Φ(x) = e−αx/ε. Тогда

условие (4.2) выполнено, условие (4.3) выполнено при задании D2 = α/ε.
В случае степенного пограничного слоя согласно (1.4) Φ(x) = (x + ε)β . Условие (4.2) вы-

полнено, условие (4.3) выполнено при задании D2 = (1− β)/ε.
В обоих случаях оценка (4.4) принимает вид

ε
∣

∣

∣

um+1 − um
Φm+1 − Φm

Φ′(x)− u′(x)
∣

∣

∣
≤ C

[

max
s

|p′′(s)|+max
s

|p′(s)|
]

h, x ∈ [xm, xm+1].

4.2. Формула (1.9) в случае k = 3, n = 1

При задании k = 3, n = 1 формула (1.9) принимает вид

u′(x) ≈ L′

Φ,3(u, x) = L′

3(u, x) +
um+2 − 2um+1 + um
Φm+2 − 2Φm+1 +Φm

(Φ′(x)− L′

3(Φ, x)), (4.6)

где x ∈ [xm, xm+2],

L′

3(Φ, x) =
2x− xm+1 − xm+2

2h2
Φm −

2x− xm − xm+2

h2
Φm+1 +

2x− xm+1 − xm
2h2

Φm+2. (4.7)

Теорема 2. Пусть для достаточно гладкой функции u(x) справедлива декомпозиция (1.1),
Φ′′(x) 6= 0 при x ∈ (xm, xm+2) и выполняется оценка

|Φ(3)(x)| ≤ D3|Φ
(2)(x)|, x ∈ [xm, xm+2]. (4.8)

Тогда для формулы (4.6) для некоторой постоянной C верна оценка

1

D3

∣

∣L′

Φ,3(u, x)− u′(x)
∣

∣ ≤ C
[

max
s

|p(3)(s)|+max
s

|p(2)(s)|
]

h2, x, s ∈ [xm, xm+2]. (4.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Остановимся на выполнении условия (3.1). Для этого предста-
вим погрешность |L′

3(Φ, x)− Φ′(x)| в интегральном виде.
Сначала получим выражение для L′

3(Φ, x) из (4.7), используя разложение Φ(xm), Φ(xm+2)
в ряд Тейлора около узла xm+1, применяя формулу

Φ(η) = Φ(xm+1) + (η − xm+1)Φ
′(xm+1) +

(η − xm+1)
2

2
Φ′′(xm+1) +

1

2

η
∫

xm+1

(η − s)2Φ(3)(s) ds

при задании η = xm и η = xm+2.
Аналогично заменим Φ′(x) на основе формулы

Φ′(x) = Φ′

m+1 + (x− xm+1)Φ
′′

m+1 +

x
∫

xm+1

(x− s)Φ(3)(s) ds.

Приводя подобные, в итоге получаем

L′

3(Φ, x)−Φ′(x) =
2x− xm+1 − xm+2

4h2

xm
∫

xm+1

(xm − s)2Φ(3)(s) ds

+
2x− xm+1 − xm

4h2

xm+2
∫

xm+1

(xm+2 − s)2Φ(3)(s) ds −

x
∫

xm+1

(x− s)Φ(3)(s) ds.

(4.10)
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Из (4.10) следует

∣

∣

∣
L′

3(Φ, x)− Φ′(x)
∣

∣

∣
≤

1

4

xm+1
∫

xm

(s− xm)|Φ(3)(s)| ds

+
1

4

xm+2
∫

xm+1

(xm+2 − s)|Φ(3)(s)| ds +
∣

∣

∣

x
∫

xm+1

(x− s)Φ(3)(s) ds
∣

∣

∣
.

(4.11)

Из (4.11) вытекает

∣

∣

∣
L′

3(Φ, x)−Φ′(x)
∣

∣

∣
<

5

4

xm+1
∫

xm

(s − xm)|Φ(3)(s)| ds +
5

4

xm+2
∫

xm+1

(xm+2 − s)|Φ(3)(s)| ds. (4.12)

Раскладывая Φ(xm+2),Φ(xm) в ряд Тейлора около узла xm+1, имеем

∆2Φm = Φm+2 − 2Φm+1 +Φm =

xm+1
∫

xm

(s− xm)Φ′′(s) ds +

xm+2
∫

xm+1

(xm+2 − s)Φ′′(s) ds. (4.13)

Учитывая соотношения (4.12), (4.13), (4.8), условие Φ′′(s) 6= 0 при s ∈ (xm, xm+2), получаем,
что в случае n = 1, k = 3 оценка (3.1) справедлива при задании C2 = 5/4.

Тогда в соответствии с леммой 1 справедлива оценка погрешности (3.2), откуда в рассмат-
риваемом случае следует оценка (4.9).

Теорема доказана.

Остановимся на случае экспоненциального пограничного слоя, когда Φ(x) соответству-
ет (1.3). Тогда условие (4.8) выполнено при задании D3 = α/ε. При таком задании D3 форму-
ла (4.9) переходит в оценку относительной погрешности.

4.3. Формула (1.9) в случае k = 3, n = 2

В соответствии с (1.10) в данном случае имеем

u′′(x) ≈ L′′

Φ,3(u, x) =
um − 2um+1 + um+2

Φm − 2Φm+1 +Φm+2
Φ′′(x), x ∈ [xm, xm+2]. (4.14)

Теорема 3. Пусть для достаточно гладкой функции u(x) справедлива декомпозиция (1.1),
выполнены условия

Φ′(x) 6= 0, Φ′′(x) 6= 0, x ∈ (xm, xm+2), (4.15)

и справедливы ограничения

|Φ′′(x)| ≤ D2|Φ
′(x)|, |Φ(3)(x)| ≤ D3|Φ

′′(x)|, x ∈ [xm, xm+2]. (4.16)

Тогда для формулы (4.14) для некоторой постоянной C верна оценка

1

D3D2

∣

∣L′′

Φ,3(u, x) − u′′(x)
∣

∣ ≤ C
[

max
s

|p(3)(s)|+max
s

|p(2)(s)|
]

h, x, s ∈ [xm, xm+2]. (4.17)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Остановимся на выполнении условия (3.1). Дифференцируя (4.10),
получаем

L′′

3(Φ, x)− Φ′′(x) =
1

2h2

xm
∫

xm+1

(xm − s)2Φ(3)(s) ds

+
1

2h2

xm+2
∫

xm+1

(xm+2 − s)2Φ(3)(s) ds −
d

dx

x
∫

xm+1

(x− s)Φ(3)(s) ds.

(4.18)
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Применяя для последнего интеграла в (4.18) формулу интегрирования по частям и диффе-
ренцируя, имеем

L′′

3(Φ, x)−Φ′′(x) =
1

2h2

xm
∫

xm+1

(s− xm)2Φ(3)(s) ds+
1

2h2

xm+2
∫

xm+1

(xm+2 − s)2Φ(3)(s) ds−

x
∫

xm+1

Φ(3)(s) ds.

Делим это равенство на D3, опираясь на (4.16), тогда получаем

1

D3

∣

∣

∣
L′′

3(Φ, x)− Φ′′(x)
∣

∣

∣
≤

1

2h2

xm+1
∫

xm

(s− xm)2|Φ′′(s)| ds

+
1

2h2

xm+2
∫

xm+1

(xm+2 − s)2|Φ′′(s)| ds +
∣

∣

∣

x
∫

xm+1

|Φ′′(s)| ds
∣

∣

∣
, x ∈ [xm, xm+2].

(4.19)

Остановимся на случае, когда в (4.19) x ∈ [xm, xm+1], случай x ∈ [xm+1, xm+2] рассматри-
вается аналогично.

Учитывая (4.19), (4.13) в (3.1), при k = 3, n = 2 приходим к оценке

h

D3

∣

∣L′′

3(Φ, x)− Φ′′(x)
∣

∣

|∆2Φm|
≤

1

2
+

h

∫ xm+1

xm

|Φ′′(s)| ds

|Φm − 2Φm+1 +Φm+2|
, x ∈ [xm, xm+1]. (4.20)

Исходя из первой оценки в (4.16), из (4.20) имеем

G =
h

D3D2

∣

∣L′′

3(Φ, x)− Φ′′(x)
∣

∣

|∆2Φm|
≤

1

2D2
+

h|Φm+1 − Φm|

|Φm − 2Φm+1 +Φm+2|
. (4.21)

Согласно (4.15) получаем, что для некоторой постоянной C3 справедлива оценка

h|Φm+1 − Φm|

|Φm − 2Φm+1 +Φm+2|
≤ C3.

В силу условия D2 ≥ C1 > 0 приходим к заключению, что в (4.21) G ≤ C2 при задании
C2 = 1/(2C1) + C3.

Итак, условие (3.1) в данном случае выполнено. Применяя лемму 1, для некоторой посто-
янной C получаем оценку (4.17).

Теорема доказана.

Рассмотрим случай экспоненциального пограничного слоя, когда Φ(x) соответствует (1.3).
Тогда 1/(D3D2) = ε2/α2 и (4.17) является оценкой относительной погрешности.

5. Результаты численных экспериментов

На интервале [0, 1] зададим функцию

u(x) = cos(πx) + e−x/ε, x ∈ [0, 1], ε ∈ (0, 1].

Такая функция соответствует (1.1) при задании Φ(x) = e−x/ε.
Приведем результаты численных экспериментов в случаях классической формулы (1.5) и

формулы (1.9), точной на погранслойной составляющей, при k = 3, n = 2. В табл. 1, 2 ae − j
обозначает a× 10−j . Классическая формула имеет вид

u′′(x) ≈ L′′

3(u, x) =
um − 2um+1 + um+2

h2
, x ∈ [xm, xm+2]. (5.1)
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Т а б л и ц а 1

Погрешность классической формулы (5.1)

ε N
32 64 128 256 512 1024

1 4.90e − 1 2.41e − 1 1.20e − 1 5.96e − 2 2.97e − 2 1.49e − 2
16−1 2.26e − 1 1.19e − 1 6.10e − 2 3.09e − 2 1.55e − 2 7.79e − 3
32−1 4.00e − 1 2.23e − 1 1.18e − 1 6.07e − 2 3.08e − 2 1.55e − 2
64−1 6.35e − 1 3.95e − 1 2.22e − 1 1.18e − 1 6.06e − 2 3.08e − 2
128−1 8.61e − 1 6.30e − 1 3.93e − 1 2.21e − 1 1.17e − 1 6.06e − 2
256−1 9.77e − 1 8.57e − 1 6.27e − 1 3.91e − 1 2.21e − 1 1.17e − 1
512−1 1.00e + 0 9.77e − 1 8.55e − 1 6.26e − 1 3.91e − 1 2.20e − 1

Т а б л и ц а 2

Погрешность предложенной формулы (4.14)

ε N
32 64 128 256 512 1024

1 5.29e − 1 2.59e − 1 1.28e − 1 6.39e − 2 3.19e − 2 1.59e − 2
16−1 1.15e − 2 5.30e − 3 2.55e − 3 1.25e − 3 6.20e − 4 3.08e − 4
32−1 6.45e − 3 2.78e − 3 1.30e − 3 6.26e − 4 3.08e − 4 1.53e − 4
64−1 4.21e − 3 1.58e − 3 6.87e − 4 3.22e − 4 1.56e − 4 7.66e − 5
128−1 3.74e − 3 1.03e − 3 3.90e − 4 1.71e − 4 8.02e − 5 3.88e − 5
256−1 6.48e − 3 9.04e − 4 2.54e − 4 9.69e − 5 4.26e − 5 2.00e − 5
512−1 4.11e − 2 1.53e − 3 2.22e − 4 6.30e − 5 2.42e − 5 1.06e − 5

В табл. 1 приведена погрешность ∆ε,N при вычислении по формуле (5.1), где

∆ε,N = ε2 max
m

max
i

|L′′

3(u, x̃i,m)− u′′(x̃i,m)|,

x̃i,m — узлы интервала [xm, xm+2] сгущенной в четыре раза сетки. Согласно результатам вычис-
лений погрешность не уменьшается с увеличением числа узлов N, если ε = 1/N. Результаты
вычислений подтверждают, что применение формулы (5.1) может приводить к существенным
погрешностям, если функция u(x) имеет большие градиенты.

В табл. 2 аналогичным образом приведена погрешность ∆ε,N при вычислении по форму-
ле (4.14), точной на погранслойной составляющей, где

∆ε,N = ε2 max
m

max
i

|L′′

Φ,3(u, x̃i,m)− u′′(x̃i,m)|.

Как показывают приведенные в табл. 2 погрешности, порядок точности формулы (4.14) близок
к первому, что соответствует оценке погрешности (4.17) в случае экспоненциального погранич-
ного слоя, когда 1/(D3D2) = ε2/α2.

Были проведены вычислительные эксперименты и при других значениях k, n. Полученные
численные результаты согласуются с полученными оценками погрешностей.

Заключение

Рассмотрен вопрос численного дифференцирования функций с большими градиентами на
равномерной сетке. Предполагается, что для исходной функции одной переменной справедли-
ва декомпозиция в виде суммы регулярной и погранслойной составляющих. Погранслойная
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составляющая отвечает за большие градиенты функции и задается как функция общего вида,
известная с точностью до множителя. Такая декомпозиция справедлива для решения сингу-
лярно возмущенной задачи. Предложен подход к оцениванию погрешности формул численно-
го дифференцирования. Получены оценки погрешности построенных формул при вычислении
первой и второй производных. Приведены результаты численных экспериментов, согласую-
щиеся с полученными оценками погрешности. Показано преимущество формул численного
дифференцирования, точных на погранслойной составляющей функции, в сравнении с клас-
сическими формулами.
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