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Рассматривается динамика голономных механических систем с геометрическими особенностями кон-
фигурационного пространства, такими как точки ветвления. Классические методы вывода уравнений
движения неприменимы в окрестности особых точек, где нет обобщенных координат. Предложен новый
метод анализа динамики систем с особенностями. Некоторые голономные (жесткие) связи заменяются
на упругие (пружины). В результате особенность исчезает, но увеличивается число степеней свободы си-
стемы. При неограниченном возрастании жесткости пружины траектория системы с упругими связями
должна все меньше отклоняться от конфигурационного пространства для исходной системы с голоном-
ными связями. Выдвинута гипотеза о движении механической системы, конфигурационное пространство
которой может быть представлено как объединение двух гладких многообразий. Предельный переход
для жесткости пружины рассматривается на конкретном примере. Для этого строится сингулярный ма-
ятник с пружиной. Данную механическую систему с двумя степенями можно явно параметризовать, что
упрощает ее аналитическое и численное моделирование. В численных экспериментах движение системы
согласовывается с гипотезой.
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Введение

В голономной механике движение механической системы описывается системой диффе-
ренциальных уравнений (движения свободной системы) и алгебраических уравнений (связей).
Для перехода к системе только дифференциальных уравнений необходимо исключить уравне-
ния связей. Применяется принцип освобождаемости от связей, согласно которому уравнения
связей заменяются на силы реакции. Соответствующие силы реакции определяются как ре-
шения некоторой системы уравнений, которая зависит от градиентов связей.

Для получения системы дифференциальных уравнений движения необходимо, чтобы си-
стема уравнений для сил реакции связей имела решение и оно было единственным. Но это
условие не всегда выполняется. Например, для систем с трением скольжения есть примеры
механизмов, для которых система уравнений для сил реакции связей или не имеет решения,
или имеет несколько решений. Это известные парадоксы Пенлеве [1].
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Особенности сил реакций также возникают в системах с избыточными связями. Для опи-
сания динамики данных систем часто применяется метод “забывания”, в котором зависимые
связи исключаются из рассмотрения. Другим методом для определения сил реакций является
псевдообращение матрицы системы для нахождения сил реакции. Схема вычислений в этом
случае приведена в работах [2] и [3]. Для механических систем с кинематическими особенно-
стями также предлагается метод Баумгарта для стабилизации движения [4], который зависит
от параметров стабилизации.

Парадоксы Пенлеве приводят к вопросу о реализации связей в механике [5]. В некоторых
методах предлагается заменить голономные связи на упругие звенья с большим коэффициен-
том упругости, которым соответствует дополнительный потенциал [6, c. 53–60]. В литературе
рассматривается реализация связей только для независимых связей, когда конфигурационное
пространство механической системы является гладким многообразием.

Общая схема реализации голономных связей следующая. Независимые голономные связи
задают некоторое гладкое многообразие M . В модели с “упругими ” связями многообразие M
заменяется на дополнительный потенциал N ·W (x). Функция W должна обращаться в 0 на
множестве M и должна быть строго положительной вне M . Вещественный параметр N может
быть сколь угодно большим. Если начальные данные (x0, ẋ0) для системы c дополнительным
потенциалом NW удовлетворяют условиям: x0 ∈M и ẋ0 ∈ Tx0

M , то при N → +∞ предельное
движение системы с дополнительным потенциалом должно стремиться к движению системы
с голономными связями. В работе [7] данная реализация голономных связей доказана для
систем с потенциальными силами. В статье [8] предельный переход доказан для обобщенных
сил с некоторыми условиями гладкости. Уравнения движения для начальных данных x0 ∈M
и ẋ0 /∈ Tx0

M изучаются в [7] и [9]. Для систем с неголономными связями ограничение на
направление вектора скорости может быть сформулировано как вязкое трение с большим
коэффициентом сопротивления, которое препятствует движению вне связи [10].

Настоящая статья посвящена исследованию движения механических систем вблизи особых
точек конфигурационного пространства. Примерами геометрических особых точек являют-
ся точки ветвления или угловые точки. Особые точки могут возникать в том случае, когда
голономные связи системы становятся зависимыми в некоторых конфигурациях механизма.
В литературе нет общего определения для уравнений динамики в окрестности особых конфи-
гураций механизма.

В данной работе впервые рассматривается метод определения динамики механической си-
стемы вблизи особой точки, когда некоторые голономные (“жесткие”) связи заменяются на
упругие (пружины). Тогда за счет увеличения размерности задачи исчезают особенности кон-
фигурационного пространства. Если на систему действуют только консервативные или дис-
сипативные силы, то при возрастании жесткости пружины траектория движения системы с
упругими связями должна все меньше отклоняться от конфигурационного пространства для
исходной “жесткой” системы. Новый подход применим к широкому классу механических си-
стем с особенностями конфигурационного пространства. Задача о предельном переходе по
параметру жесткости в общем случае осложняется отсутствием обобщенных координат вбли-
зи особенностей. Поэтому сначала необходимо изучить применение описанного метода для
нескольких модельных механических систем малой размерности.

Основной мотивацией для данного подхода к движению на многообразиях с особенностями
является реализация голономных связей через упругий потенциал для механических систем с
независимыми связями. Эта схема реализации связей естественным образом обобщается и на
системы с зависимыми связями, вблизи особых точек. При возрастании жесткости пружины
траектории системы вне особенностей должна стремиться к траектории системы с голоном-
ными связями. Но движение системы через особые точки является неопределенным. Теоре-
тически возможно, что предельная траектория может иметь “поворот” в особой точке, когда
направление вектора скорости мгновенно меняется. Или при возрастании жесткости пружины
нет определенной “предельной” траектории из-за быстрых осцилляций.
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Для шарнирных механизмов в конфигурационном пространстве могут возникать геомет-
рические особые точки, если несколько шарнирно соединенных стержней одновременно ста-
новятся параллельными. Возникает вероятность выхода системы из особой точки не одним, а
несколькими способами, поэтому возникает “ветвление” траекторий движения. Силы реакции
стержней в особой конфигурации механизма могут быть не определены или определены неод-
нозначно. Малое отклонение параметров связей от “критических” может изменить структуру
конфигурационного пространства. Примером является классическая перестройка множества,
заданного уравнением x2 − y2 = ε при значениях параметра ε ≈ 0.

Цель данной работы — изучение предельного перехода по параметру жесткости на кон-
кретном примере, для сингулярного маятника с пружиной. Эту механическую систему с двумя
степенями свободы можно явно параметризовать, что позволяет упростить численное решение
дифференциальных уравнений движения и повысить точность расчетов. Для пружины беско-
нечной жесткости в конфигурационном пространстве возникает точка ветвления, а движение
вне особенности является одномерным.

1. Общий подход

Рассматривается механическая система в R
n с координатами x = (x1, . . . , xn) и голономны-

ми связями fk, k = 1, ...,m. Пусть голономные связи являются независимыми. Тогда система
уравнений fk(x) = 0, k = 1, . . . ,m определяет гладкое многообразие M размерности n − m.
При гипотезе идеальных связей движение по многообразию M обеспечивается за счет введения
сил реакции связей, которые ортогональны обобщенным скоростям. Обозначим кинетическую
энергию как T , обобщенные силы как G, множители Лагранжа для связи fk как λk. Для
составления уравнений движения системы применяются методы из [11, гл. 1] и [12, гл. 5].
Матричная форма полученных уравнений движения рассматривается в [13, гл. 8]. Приведем
уравнение движения системы со связями:

d

dt

(∂T

∂ẋ

)

−
∂T

∂x
= G+ λk

m
∑

k=1

∇fk. (1.1)

Если начальные данные (x0, ẋ0) для траектории удовлетворяют условиям x0 ∈M и ẋ0 ∈ Tx0
M ,

то траектория движения системы (1.1) лежит на многообразии M .
Заметим, что уравнение (1.1) применимо только для неособых точек конфигурационного

пространства. Для многообразий с особенностями возможно изучение поведения траекторий
при движении изображающей точки к особой точке конфигурационного пространства.

В статьях [7] и [8] исследуется реализация голономных связей fk(x) = 0, где k = 1, . . . ,m, с
помощью дополнительного потенциала W , который равен нулю на многообразии M и строго
положителен внеM . Дополнительный потенциал можно рассматривать как некоторую штраф-
ную функцию, которая не позволяет траектории движения “уходить далеко” от многообра-
зия M . Движение системы с дополнительным потенциалом W и множителем N описывается
следующим уравнением:

d

dt

(

∂T

∂ẋ

)

−
∂T

∂x
= G−N

∂W

∂x
. (1.2)

При дополнительных предположениях о гладкости дифференциального уравнения дви-
жения свободной системы и упругого потенциала в уравнении (1.2) выполняется следующая
теорема из работы [8]. В этой статье есть более подробная формулировка условий.

Теорема 1. Пусть функция W неотрицательна, обращается в нуль на M , а второй диф-

ференциал W положительно определен на любом подпространстве, трансверсальном к M .

Рассматривается траектория x∞ для системы со связями (1.1) и начальными данными

x0 ∈M , ẋ0 ∈ Tx0
M . При некоторых условиях гладкости функций T , W , G движение xN для
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системы с потенциалом (1.2) определено при больших значениях N на заданном конечном

интервале времени [t0, t1] и выполняется условие

xN (t) = x∞(t) +O(1/N).

Если многообразие M задано уравнениями fk(x) = 0, k = 1, . . . ,m и дифференциалы ∇fk
линейно независимы, то можно положить

W = N
m
∑

k=1

ck(fk)
2,

где константы ck положительны.

Далее мы сформулируем и докажем новые утверждения, которые связаны с теоремой 1.
Но эти новые утверждения описывают некоторые свойства для систем с геометрическими
особенностями.

З а м е ч а н и е 1. Вывод теоремы 1 неприменим для особых точек конфигурационного
пространства, так как при доказательстве этой теоремы явно используется локальное пред-
ставление конфигурационного пространства как плоскости в пространстве свободной системы.
Но в окрестности особых точек конфигурационное пространство не диффеоморфно евклидову
пространству некоторой размерности n ∈ N.

Предположим, что конфигурационное пространство X является объединением двух глад-
ких многообразий M1 и M2, которые вложены в объемлющее пространство R

h для некоторого
h ∈ N. Пересечения M1 ∩M2 обозначим как S.

З а м е ч а н и е 2. Если в пространстве свободной системы R
h задана динамика (лагран-

жиан), то на многообразиях M1 и M2 возникает индуцированная динамика.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Каждое многообразие M1 и M2 определяется некоторой систе-
мой независимых голономных связей. Если рассмотреть только многообразие M1 и “забыть”
о многообразии M2, то для движения по многообразию M1 можно составить систему уравне-
ний вида (1.1) (аналогично — для многообразия M2). В результате на каждом многообразии
M1 и M2 возникает “классическая” динамика голономных систем. Если обобщенные силы G

являются гладкими функциями, то траектории движения будут гладкими кривыми. �

Следующее предложение является основным для моделирования динамики систем с осо-
бенностями в рассматриваемом подходе. Оно обобщает некоторые свойства из теоремы 1 на
случай многообразий с особенностями: при возрастании параметра N в уравнениях (1.2) тра-
ектория движения механической системы должна все меньше отклоняться от конфигураци-
онного пространства для системы со связями (1.1).

Предложение 1. Предположим, что на систему (1.1) действуют только консерватив-

ные внешние силы G с потенциалом U . Пусть при любом значении множителя N началь-

ные координаты x0 ∈ Mi и скорости ẋ0 ∈ Tx0
Mi, где i = 1, 2, фиксированные. Тогда при

N → ∞ максимальное отклонение траектории системы (1.2) от конфигурационного про-

странства X системы со связями стремится к нулю на конечном интервале времени.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Уравнения Лагранжа (1.2) для системы с упругим потенциалом
могут быть записаны в матричной форме [13, гл. 8]:

A(xN )ẍN +B(xN , ẋN ) = −N
∂W

∂xN

.

Индекс в обозначении xN соответствует системе (1.2) с множителем N . Матрица A является
матрицей кинетической энергии системы. Кинетическая энергия системы может быть записана
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в виде T =
1

2
ẋT
NA(xN )ẋN . Предполагается, что матрица A симметрична и положительно

определена. Уравнения динамики в матричной форме можно переписать как уравнения в
стандартной форме:

d

dt

(

xN

˙xN

)

=





ẋN

−A−1(xN )B(xN , ẋN )−N A−1(xN )
∂W

∂xN



 := F (xN , ẋN ) .

Зафиксируем начальные координаты x0 ∈Mi и скорости ẋ0 ∈ Tx0
Mi. Рассмотрим максималь-

но продолженное решение xN = ϕ(t) задачи Коши для уравнения (1.2), которое определено на
интервале времени [t0, t∗). Механическая энергия H сохраняется, поэтому она определяется
начальным значением при t = t0. Учитывая, что W (x) = 0 при x ∈ X, получаем

H = H0 = T (x0, ẋ0) + U(x0) +NW (x0) = T (x0, ẋ0) + U(x0).

Для минимального собственного числа µ > 0 матрицы A выполняется

1

2
µ|ẋN |2 ≤

1

2
ẋT
NA(xN )ẋN ≤ H0 − U(xN ).

Тогда для любой ограниченной и замкнутой области G скорость ẋN является равномерно
ограниченной некоторой константой C0 для всех значений параметра N . Скорость роста xN (t)
в области G равномерно ограничена для всех N : |xN (t)− xN (t0)| ≤ C0(t− t0).

Предположим, что t∗ < +∞. В силу непрерывности функции F существует предел
xN = ϕ(t) при t → t∗. Тогда вокруг траектории xN можно построить компактную трубку G
в фазовом пространстве с координатами (t,x, ẋ). Например, можно взять все точки точки
фазового пространства, которые удалены от образа траектории xN = ϕ(t) на расстояние не
больше 1. Для такой трубки G можно найти константу C0, которая равномерно ограничивает
скорость в трубке. При этом векторное поле F (t,x, ẋ) является гладким, т. е. удовлетворяет
локальному условию Липшица по координатам и скоростям (для каждого фиксированного N)
в области G. По построению точка (t∗,xN (t∗), ẋN (t∗)) лежит в области G. Следовательно,
выполнены условия о продолжимости решения x = ϕ(t). Получили противоречие. Значит,
решение xN = ϕ(t) определено на интервале [t0,+∞).

Теперь докажем, что для решений задачи Коши для системы (1.2) с фиксированными
начальными координатами x0 ∈ Mi и скоростями ẋ0 ∈ Tx0

Mi максимальное отклонение от
множества X будет стремиться к нулю при N → ∞ на каждом конечном интервале [t0, t1].
Вначале заметим, что при t ∈ [t0, t1] множество {xN (t)} является ограниченным и содержится
в шаре радиуса C0(t1 − t0) для всех N . Предположим противное; тогда существует положи-
тельное число ε > 0, последовательность множителей N → ∞ и последовательность моментов
tN ∈ [t0, t1], таких что расстояния dist(xN (tN ),X) > ε. В силу ограниченности последователь-
ности {xN (tN )} из нее можно выделить сходящуюся подпоследовательность {xp(tp)} → x∗.
Тогда W (xp(tp)) → W (x∗) > 0. Но из условия сохранения энергии следует, что W (xp(tp)) → 0
при p→ ∞. Получили противоречие. Значит, с ростом N траектории движения системы (1.2)
стремятся к множеству X (которое задается уравнением W (x) = 0) равномерно. �

При движении системы от точки на многообразии M1 до множества S ожидается, что
траектория движения системы с упругими силами будет стремиться к траектории системы с
голономными связями. Сформулируем соответствующее предложение.

Предложение 2. Пусть функции F,G,W в уравнении (1.2) достаточно гладкие. Если

x0 ∈ Mi\S и ẋ0 ∈ Tx0
Mi, где i = 1, 2, то при движении до пересечения S = M1 ∩M2 траек-

тория движения системы (1.2) сходится к гладкой траектории системы (1.1) при N → ∞
на множестве Mi\S.
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассмотрим некоторую кривую γ, которая является решени-
ем уравнения со связями (1.1) с начальными данными x0 ∈ M1\S и ẋ0 ∈ Tx0

M1. Пусть на
отрезке [t0, t1) кривая γ полностью содержится в множестве M1\S, а точка γ(t1) лежит в мно-
жестве S. Тогда для малого числа δ > 0 кривая γ на интервале времени [t0, t1−δ] содержится в
одном гладком многообразии M1. В этом случае возможно применить теорему 1: решения xN

для системы с упругим потенциалом сходятся к решению системы со связями. При δ → 0
получается приближение на интервале [t0, t1). �

Основной интерес представляет движение механизма через пересечение S многообразий M1

и M2. Дополнительный потенциал W позволяет построить некоторые траектории движения
для системы с упругим потенциалом, после чего перейти к пределу для параметра жесткости.
Сформулируем следующую гипотезу.

Предположение 1. Пусть конфигурационное пространство механической системы X
является объединением двух гладких многообразий M1 и M2, таких что пересечение S =
M1 ∩M2 также является гладким многообразием. Тогда для начальных данных x0 ∈ Mi\S,

ẋ0 ∈ Tx0
Mi траектории движения системы с дополнительным потенциалом (1.2) сходятся

к траекториям движения на многообразии Mi.

Аналитическое исследование данной гипотезы осложняется отсутствием обобщенных коор-
динат вблизи особых точек. В данной работе рассматривается численная модель сингулярного
маятника с пружиной. Далее описывается конструкция сингулярного маятника с пружиной.
Также изучается подведение этой системы для двух типов особенностей конфигурационного
пространства: пересечения двух кривых на плоскости и касания 1-го порядка двух кривых на
плоскости.

2. Сингулярный маятник с пружиной

Конструкция и свойства сингулярного маятника рассматривались нами в статьях [14–16].
Описание сингулярного маятника в этом разделе в основном следует обобщающей работе [16],
в которой рассматриваются как свойства конфигурационного пространства, так и свойства сил
реакции связей. Сингулярный маятник с пружиной строится в несколько этапов, описанных
ниже.

Двойной маятник. Для построения сингулярного маятника применяется двойной мате-
матический маятник, который расположен в вертикальной плоскости Π относительно поверх-
ности Земли. Вершина A является неподвижной. К вершине A крепится стержень AB, а к вер-
шине B — стержень BC. Стержень AB имеет длину l1, стержень BC — длину l2. Стержни AB
и BC считаются жесткими и нерастяжимыми. Для параметризации движения двойного маят-
ника вводится следующая система координат. Начало отсчета находится в вершине A, ось Ax
направлена вертикально вниз, ось Ay направлена горизонтально (рис. 1). Положение маятни-
ка определяется декартовыми координатами точек B(x1, y1) и C(x2, y2). Выпишем формулы
для голономных связей. Уравнение голономной связи f1 соответствует условию |AB| = l1,
уравнение голономной связи f2 — условию |BC| = l2:

f1(x1, y1, x2, y2) = x21 + y21 − l21 = 0;

f2(x1, y1, x2, y2) = (x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2 − l22 = 0. (2.1)

Для параметризации двойного маятника часто применяется пара углов (ϕ,ψ). Угол ϕ из-
меряет отклонение стержня AB от вертикальной оси, угол ψ — отклонение стержня BC от
вертикальной оси. В этих координатах уравнения связей (2.1) выполняются автоматически.

Сингулярный маятник. Сингулярный маятник получается из двойного маятника с по-
мощью дополнительной голономной связи f3. Свободная вершина C двойного маятника долж-
на двигаться по заданной кривой γ в вертикальной плоскости Π. Например, пусть вершина C
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Рис. 1. Сингулярный маятник.

движется по эллипсу γ, тогда получается следующее уравнение связи f3:

f3(x1, y1, x2, y2) =
(x2 − c)2

a2
+
y2

b2
− 1 = 0. (2.2)

В формуле (2.2) параметры a и b обозначают большую полуось и малую полуось эллипса,
параметр c определяет положение центра эллипса (c, 0) на оси Ax.

Для параметризации движения сингулярного применяется система координат двойного
маятника. Обозначим угол XAC как u, угол CAB как θ1 и угол ABC как θ2. Будем предпо-
лагать, что расстояние d = |AC| является функцией угла u в окрестности некоторой точки,
т. е. d = d(u). В конфигурационном пространстве сингулярного маятника возникает геомет-
рическая особенность, когда в некоторой конфигурации механизма расстояние |AC| достигает
минимального значения l1 − l2 или максимального значения l1 + l2. Предполагается, что рас-
стояние |AC| имеет изолированный минимум или максимум. Маятник может выйти из особых
конфигураций двумя способами, что приводит к появлению точки ветвления (особой точки)
конфигурационного пространства. В одном случае маятник ABC находится справа от пря-
мой Ax после прохождения особой точки, в другом — находится слева от прямой Ax.

Углы θ1 и θ2 (см. рис. 1) определяют зависимость координат ϕ и ψ на двумерном торе от
угла u. По теореме косинусов для треугольника ABC получаем следующие соотношения:

θ1(u) = ± arccos
( l21 + d(u)2 − l22

2l1d(u)

)

, θ2(u) = ± arccos
( l21 + l22 − d(u)2

2l1l2

)

. (2.3)

Положительный знак в уравнениях (2.3) соответствует расположению вершины C справа от
прямой AB, отрицательный знак — расположению слева от AB. Конфигурационное простран-
ство сингулярного маятника представляет собой две гладкие кривые без общих точек, две
пересекающиеся кривые или две касающиеся кривые. Интерес представляет движение сингу-
лярного маятника вблизи особой точки.

Свойства конфигурационного пространства сингулярного маятника в терминах функции
расстояний d(u) и углов θ1,2(u) отражены в статье [16]. Если радиус кривизны линии связи
f3(x2, y2) при u = 0 равен разности длин стержней AB и BC, то в точке пересечения гладких
кривых, которые составляют конфигурационное пространство сингулярного маятника, будет
особенность типа касания первого порядка. Если радиус кривизны отличен от разности длин
стержней, то на двумерном торе будет трансверсальное пересечение двух гладких кривых.

Кривизна K эллипса (2.2) в точке (x2, y2) = (l1 − l2, 0) находится прямым вычислением из
стандартной параметризации эллипса как x2 = c+ cos(Θ)/a, y2 = sin(Θ)/b:

K =
a

b2
.
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Пусть l1 = 2m и l2 = 1m. Тогда для модели трансверсальной особой точки в конфигурацион-
ном пространстве сингулярного маятника можно взять эллипс с полуосями a = 4m и b = 3m,
а для модели особой точки типа касания — эллипс с полуосями a = 4m и b = 2m.

Сингулярный маятник с пружиной. Конфигурационное пространство сингулярного
маятника является одномерным всюду, за исключением особых точек. Рассмотрим сингуляр-
ный маятник, в котором стержень BC заменяется на пружину жесткости k. В результате
получается система c двумя степенями свободы и без особенностей. Для пружины конечной
жесткости k возможно применить стандартные уравнения Лагранжа второго рода. В пределе
при k → ∞ должна получиться динамика на многообразии с особенностями.

Для описания сингулярного маятника с пружиной введем обобщенные координаты (u, θ),
где угол θ равен углу BAC. Если пружина BC считается недеформируемой, то угол θ равен
углу θ1 сингулярного маятника. В общем случае деформация δ пружины BC находится как

δ =
√

d2(u) + l21 − 2d(u)l1 cos(θ)− l2. (2.4)

Динамика сингулярного маятника с пружиной. Рассмотрим динамику сингулярно-
го маятника с пружиной заданной жесткости k. Стержни AB и BC считаются невесомыми.
Кинетическая энергия T механической системы является суммой кинетических энергий двух
точечных масс mB и mC , расположенных в вершинах B и C:

T =
1

2
mBl

2
1(u̇+ θ̇)2 +

1

2
mC

(

(d′(u))2 + (d(u))2
)

(u̇)2. (2.5)

Потенциальная энергия U сингулярного маятника с пружиной является суммой потенциаль-
ной энергии силы тяжести и потенциальной энергии деформации пружины BC:

U = −mBgl1 cos(u+ θ)−mCgd(u) cos(u) + k
δ2

2
. (2.6)

Обобщенные силы Q = (Qu, Qθ)
T , которые действуют на систему, по (2.4) и (2.6) определяются

следующим образом:

Qu = −
∂U

∂u
= −mBgl1 sin(u+ θ) +mCg(d

′(u) cos(u)− d(u) sin(u)) + . . .

. . . + kδ
l1d

′(u) cos(θ)− d(u)d′(u)
√

d2(u) + l21 − 2l1d(u) cos(θ)
;

Qθ = −
∂U

∂θ
= −mBgl1 sin(u+ θ)− kδ

d(u)l1 sin(θ)
√

d2(u) + l21 − 2l1d(u) cos(θ)
.

(2.7)

Приведем уравнения движения системы в форме уравнений Лагранжа второго рода:

(mBl
2
1 +mC(d

2(u) + (d′(u))2))ü+mBl
2
1 θ̈ +mC d

′(u)(d(u) + d′′(u))(u̇)2 = Qu;

mBl
2
1ü+mBl

2
1 θ̈ = Qθ.

(2.8)

Уравнения движения (2.8) могут быть записаны в матричном виде

A(q)q̈+B(q, q̇) = Q, (2.9)

где введены следующие обозначения:

A =

(

mBl
2
1 +mC(d

2(u) + (d′(u))2) mBl
2
1

mBl
2
1 mBl

2
1

)

; q =

(

u
θ

)

;

B =

(

mCd
′(u)(d(u) + d′′(u))(u̇)2

0

)

; Q =

(

Qu

Qθ

)

.

(2.10)
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Так как матрица A является невырожденной, то из системы (2.9) получается система двух
явных дифференциальных уравнений второго порядка. Их можно переписать в стандартную
форму, получив систему четырех дифференциальных уравнений первого порядка. Вектор Q

определяется по выражениям (2.7).

3. Численный эксперимент

Уравнения движения (2.9) в стандартной форме можно проинтегрировать численным ме-
тодом. Для этого нужно задать начальные условия, метод интегрирования и метод проверки
точности полученного решения.

Начальные условия необходимо задать для семейства динамических систем, которые за-
висят от жесткости k пружины BC (при k → ∞). Начальный вектор скорости подбирается
так, что он касается конфигурационного пространства сингулярного маятника для заданных
параметров связи f3. В этом случае по теореме 1 движение от начального положения (u0, θ0)
до малой окрестности особой точки (u, θ) = (0, 0) должно совпадать с обычным движением по
гладкой кривой. Для всех значений жесткости k пружины BC начальные данные на время
t0 = 0 секунд были фиксированы:

u(t0) = u0; u̇(t0) = u̇0; θ(t0) = θ0 = θ1(u0); θ̇(t0) = θ̇0 = θ′1(u0)u̇0. (3.1)

Для интегрирования уравнений движения (2.9) применяется метод Рунге — Кутты поряд-
ка 4(5). Абсолютная и относительные погрешности ошибок задаются как 10−8. Механическая
энергия H равна сумме кинетической энергии T (2.5) и потенциальной энергии U (2.6):

H = T + U (3.2)

и должна сохраняться с достаточной точностью вдоль траектории при численном интегри-
ровании. “Точность” решения можно оценивать как максимальное отклонение механической
энергии системы от начального значения при t = 0. Это отклонение на интервале моделиро-
вания [t0, t1] описывается относительной безразмерной величиной

∆Hmax =
maxt∈[t0,t1](|H(t)−H(t0)|)

|H(t0)|
.

Чем меньше величина ∆Hmax, тем точнее находится механическая энергия. Также для опре-
деления времени расчета находится общее количество промежуточных точек N при интегри-
ровании по методу Рунге — Кутты.

Исследовались два типа конфигурационного пространства сингулярного маятника: объ-
единение двух пересекающихся кривых на плоскости и объединение двух касающихся кривых
на плоскости (касание 1-го порядка). Интерес представляет движение сингулярного маятника
с пружиной после прохождения окрестности особой точки (u, θ) = (0, 0). Рассматривался ма-
ятник с длинами стержней l1 = 2m, l2 = 1m. В численном моделировании менялись полуоси
a и b эллипса (2.2). Параметр c = l1 − l2 − a определяет расположение эллипса, при котором
в конфигурационном пространстве возникает особая точка при k = ∞ в “сложенном” положе-
нии стержней маятника. Также можно задавать разные значения для u0 и u̇0. Для движения
только под действием силы тяжести задается u̇0 = 0. Значения функций

d′(u); d′′(u); θ′1(u); θ′′1(u) (3.3)

вычисляются аналитически. В этом случае значение механической энергии меньше отличает-
ся от начального значения. Для символьного дифференцирования в (3.3) применимы системы
компьютерной алгебры, такие как Maxima. Полученные аналитические выражения можно
применить для численного решения уравнений движения в GNU Octave/Matlab. Вычисления
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�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(c) a = 4.0; b = 2.3; u0 = −0.5; k = 103;

∆Hmax = 4.6 · 10−10; N = 521.

�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(d) a = 4.0; b = 2.3; u0 = −0.5; k = 104;

∆Hmax = 3.8 · 10−10; N = 957.

Рис. 2. Типичное движение сингулярного маятника с пружиной вблизи конфигурационного простран-
ства с особенностью типа пересечения. Конфигурационное пространство сингулярного маятника по-
казано серым цветом. Длины стержней двойного маятника: l1 = 2m, l2 = 1m. Параметры эллипса:
a = 4.0m, b = 2.3m.
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�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(a) a = 4.0; b = 2.0; u0 = −1.0; k = 105;

∆Hmax = 1.76 · 10−8; N = 4641.

�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(b) a = 4.0; b = 2.0; u0 = −1.0; k = 108;

∆Hmax = 1.66 · 10−7; N = 115181.

�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(c) a = 4.0; b = 2.0; u0 = −0.5; k = 106;

∆Hmax = 4.86 · 10−9; N = 4305.

�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(d) a = 4.0; b = 2.0; u0 = −0.5; k = 108;

∆Hmax = 2.75 · 10−8; N = 33781.

Рис. 3. Типичное движение сингулярного маятника с пружиной вблизи конфигурационного простран-
ства с особенностью типа касания 1-го порядка. Конфигурационное пространство сингулярного ма-
ятника показано серым цветом. Длины стержней двойного маятника: l1 = 2m, l2 = 1m. Параметры
эллипса: a = 4m; b = 2m.
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�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(b) a = 4.0; b = 2.01; u0 = −1.0; k = 106;

∆Hmax = 1.04 · 10−7; N = 12193.

�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(b) a = 4.0; b = 2.01; u0 = −1.0; k = 108;

∆Hmax = 1.22 · 10−7; N = 103049.

�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(c) a = 4.0; b = 2.0; u0 = −0.5; k = 106;

∆Hmax = 5.88 · 10−9; N = 4769.

�✁ �✂✄☎ ✂ ✂✄☎ ✁

�✂✄✆

�✂✄✝

✂

✂✄✝

✂✄✆

✞✟✠✡☛ ☞ ✌✍✎✏✑

✒
✓
✔
✕✖
✗
✘✙
✚
✛
✜

(d) a = 4.0; b = 2.0; u0 = −0.5; k = 108;

∆Hmax = 8.51 · 10−9; N = 30325.

Рис. 4. Движение сингулярного маятника с пружиной вблизи конфигурационного пространства типа
пересечения. Особенность конфигурационного пространства “ближе” к типу касания, чем к типу пе-
ресечения. Конфигурационное пространство сингулярного маятника показано серым цветом. Длины
стержней двойного маятника: l1 = 2m, l2 = 1m. Параметры эллипса: a = 4m; b = 2.01m. При боль-
шом коэффициенте жесткости k пружины BC траектория системы переходит в полуплоскость θ < 0
вблизи окрестности особой точки (0, 0).
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велись по формулам (2.3), (2.9), (2.10), (3.1) и (3.2). Графики траектории движения в коор-
динатах (u, θ) показаны на рис. 2–4. Для моделирования брался интервал времени в 2 сек. от
начала отсчета. По результатам численного моделирования сделано несколько качественных
наблюдений.

Н а б л ю д е н и е 1. Траектория движения сингулярного маятника с пружиной при воз-
растании жесткости пружины k находится в малой окрестности гладкой кривой в конфигура-
ционном пространстве. Этот тип движения соответствует движению сингулярного маятника:
для особенности типа пересечения гладкое движение маятника является симметричным отно-
сительно вертикальной оси, а для особенности типа касания 1-го порядка гладкое движение
является асимметричным. В первом случае угол θ переходит через значение 0 в отрицатель-
ную полуплоскость, во втором — угол θ остается по одну сторону полуплоскости с координа-
тами (u, θ).

Н а б л ю д е н и е 2. Для особенности типа касания необходимо в несколько раз боль-
ше промежуточных шагов интегрирования для достижения достаточной точности траектории
(отклонение от графика конфигурационного пространства θ = ±θ1(u) должно быть малым).

Заключение

В данной работе сформулирован общий метод, который можно использовать для анали-
за механических систем с особенностями конфигурационного пространства X. Классические
уравнения Лагранжа не применимы в окрестности особых точек, где нет обобщенны коор-
динат. Метод обобщенной динамики заключается в том, что одна или несколько голономных
связей заменяются на дополнительный потенциал NW (как штрафную функцию). Функция W
должна быть равна нулю на конфигурационном пространстве X и должна быть строго поло-
жительной вне множества X. Показано, что для фиксированных начальных координат и ско-
ростей (на одном из гладких подмногообразий в X) траектории движения системы с упругим
потенциалом должны равномерно стремиться к множеству X на каждом конечном интерва-
ле времени. При N → ∞ получается набор траекторий движения xN . Движение до особой
точки для системы с упругим потенциалом сходится к движению системы со связями до осо-
бых точек. Дальнейшее предельное движение системы с упругими связями считается неявно
заданной траекторией движения системы с особенностями конфигурационного пространства.
Для построенного примера сингулярного маятника с пружиной предельные траектории схо-
дились к траекториям движения сингулярного маятника. При этом “предельное” движение
соответствовало движению по гладким кривым в конфигурационном пространстве.
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