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Предлагаются способы действия наблюдателя f при слежении за объектом t, движущимся по кратчай-

шей траектории T , огибающей набор {Gi} выпуклых множеств. Объект может направить в сторону на-

блюдателя опасный для него быстроходный мини-объект. Способы наблюдения зависят от геометрических

свойств траектории T , расположения отрезков и выпуклых дуг, ее составляющих. Задача наблюдателя —

отследить движение объекта на возможно бо́льшей части траектории T .

Ключевые слова: навигация, оптимальная траектория, движущийся объект, наблюдатель, видеосенсор,

видеоискатель.

V. I. Berdyshev. Observation of an object opposed to the observer in the space R2.

A course of action is proposed for an observer f tracking an object t that moves along a shortest trajectory

T enveloping a family {Gi} of convex sets. The object can send a dangerous high-speed mini-object in the

direction of the observer. Observation methods depend on the geometric properties of the trajectory T , i.e., on

the location of the segments and convex arcs that constitute it. The aim of the observer is to track the motion

of the object along the largest possible part of the trajectory T .
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Траектория T движущегося объекта t огибает набор выпуклых множеств Gi с непустой
внутренностью, соединяет пару точек t0, t0, лежащих вне ∪Gi, и является кратчайшей в
классе таких кривых.
Она состоит из дуг Λi и отрезков ∆i (рис. 1)

Λi = t̂ i, ti, ∆i =
[
ti−1, t i

]
(i = 1, . . . , n),

соединяющих эти дуги. Дуги выпуклые, следовательно, гладкие почти всюду и в каждой
точке имеют односторонние производные. Длина дуги обозначается через |·̂, ·|. Выпуклая дуга
называется строго выпуклой, если она не содержит прямолинейных отрезков.

Объект движется с постоянной по величине скоростью vt. Он обладает набором неуправляе-
мых мини-объектов m, способных двигаться прямолинейно с большой скоростью vm,
|vm| ≫ |vt|. Целью мини-объекта является наблюдатель f . Мини-объект движется, пока видит
перед собой наблюдателя. В п. 1 наблюдатель изображается точкой, а в п. 2 — шаром Vε(f) ма-
лого радиуса ε > 0 с локатором f в центре. Скорость vf наблюдателя ограничена константой
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Рис. 1. Жирной линией изображена траектория T .
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K > 0, при этом |vt| < |vf | ≤ K ≪ |vm|. Попадание мини-объекта в открытый шар
◦
V ε (f) вле-

чет гибель наблюдателя. Задача наблюдателя — отследить лучом локатора движение объекта
на возможно бо́льшей части траектории T , не приближаясь к объекту менее заданного рас-
стояния E > ε. Будем считать, что локатор f , находясь на расстоянии ρ > 0 до t, “освещает”
(фотографирует) окрестность Vα·ρ(t) радиуса α · ρ. Далее будем использовать обозначение

l = l(t) =
{
t+ η−→v (t) : η > 0

}
, (1)

где −→v (t) = lim
∆τ→+0

t(τ +∆τ)− t(τ)

∆τ
есть вектор скорости vt объекта в точке t ∈ T , τ — время.

1. Рассмотрим случай, когда объект, мини-объект и наблюдатель изображаются точками.

Достаточно исследовать первую пару: [ t0, t1] ∪ t̂1, t1 (рис. 2). Пусть [t∗, t0] ⊂ T — макси-
мальный прямолинейный отрезок траектории T , содержащий точку t0.

Предполагая, что точка t∗ является гладкой точкой траектории T , на касательном в точ-
ке t∗ луче l = l(t∗) возьмем точку f2 = t∗ + ϕ−→v (t∗) при малом ϕ > 0 и точку t2 ∈ T , ближай-

шую к точке f2. Тогда δ
def
= ‖f2− t2‖ = o(‖f2− t∗‖). Процесс наблюдения является пошаговым.

В начальный момент времени объект, видя наблюдателя в точке f2, запускает мини-объект
в его сторону и сам вслед стартует по T из позиции t0 со скоростью vt. Наблюдатель в по-
зиции f2 ждет прибытия мини-объекта в точку t∗ и по прибытии сразу начинает движение
на скорости K с позиции f2 в сторону точки t2. Поскольку луч l является касательным к T
точке t∗, наблюдатель выходит из поля видимости мини-объекта и последний прекращает
преследование. Если t∗ — угловая точка, то наблюдатель начинает движение с позиции f2 в
сторону точки t2 по прибытию мини-объекта в правую малую окрестность точки t∗. Итак,
наблюдатель имел возможность следить за объектом отрезок времени τ0 = ‖t0 − t∗‖/|vm|, по
истечении которого объект оказался в позиции t̃1 такой, что

∥∥t̃1 − t0
∥∥ = ‖t0 − t∗‖

|vt|

|vm|
.

Завершая первый шаг, наблюдатель возвращается на максимальной скорости K в позицию f2,
потратив на визит в точку t2 и обратно отрезок времени τ1 = 2δ/K, за которое объект
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Рис. 2. Жирная линия — траектория T , тонкая линия — граница множества G1.
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преодолевает расстояние до точки t̃2 такой, что

∥∥t̃2 − t̃1
∥∥ = 2δ

|vt|

K
.

Участок [ t0, t̃1] объект прошел под наблюдением за время τ0, участок [ t̃1, t̃2] — за время τ1,
где

τ0 =
‖t0 − t∗‖

|vm|
, τ1 =

2δ

K
.

Вернувшись в позицию f2, наблюдатель обнаруживает объект в позиции t2 и начинает выпол-
нять второй шаг, и т. д.

Лемма 1. Предлагаемый способ наблюдения за движущимся по отрезку [t∗, t0] объек-

том t позволяет построить последовательность пар отрезков

{
[ t̃2k, t̃2k+1] ∪ [ t̃2k+1, t̃2(k+1)], k = 0, . . .

}
⊂ [ t0, t

∗], где t̃0 = t0. (2)

Движение объекта по первому отрезку пары контролируется наблюдателем, а движение по

второму отрезку происходит вне наблюдения. При этом

‖t̃2k+1 − t̃2k‖ = ‖t̃2k − t∗‖
|vt|

|vm|
, ‖t̃2k − t̃2k−1‖ = 2δ

|vt|

K
, (3)

где δ > 0 — сколь угодно малое число.

Изложенный способ наблюдения будем обозначать цифрой I.

Детальное расположение точек t̃k на участке [ t0, t2] траектории T изображено на рис. 3.
Будем использовать обозначения

a = 2δ
|vt|

K
, b =

|vt|

|vm|
, (4)

t(a) = t̃2k+1 — левый конец ближайшего к t∗ контролируемого отрезка. Величина b посто-
янна, величину a можно взять сколь угодно малой постоянной, или убывающей по k: ak =
2δk(|vt|/|vf |).

Легко убедиться, что функция t̃(a) непрерывна и

lim
a→0

t̃(a) = t∗.

В самом деле, обозначим отрезок [t∗, t̃0] через [0, 1], удалим из него неконтролируемые отрезки,
контролируемые сдвинем в сторону точки t̃0, тогда точки t0 = 1, t1 = 1− b, . . . , tn, разделяю-
щие контролируемые отрезки, будут иметь координаты (1 − b)n, образуя сходящуюся к нулю
последовательность.
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Рис. 3. Жирной линией изображена траектория T .
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Способ слежения за объектом, двигающимся далее по дуге t̂∗, t1 зависит от ее геометриче-
ских свойств. Пусть эта дуга строго выпукла (т. е. не содержит прямолинейных отрезков) и вы-
полняется неравенство K > 2|vt|. Ввиду плотности на дуге множества гладких точек и непре-
рывности отображения, сопоставляющего точке ближайшую точку на дуге, точку f2 ∈ ℓ(t1)
целесообразно расположить вблизи к t1 (пусть ‖f2 − t1‖ ≤ η, η > 0) так, что ближайшая к
ней точка t2 ∈ T была гладкой. Следующую пару точек f3, t3 выбираем так, что f3 ∈ l(t2),
t3 является точкой гладкости траектории T , |t̂3, t2| < |t̂2, t1|. Учитывая это и неравенство
K > 2|vt|, нетрудно установить, что наблюдатель f преодолеет путь [f2, t2] ∪ [t2, f3] раньше,

чем объект пройдет участок t̂(a), t2. В момент прибытия объекта в позицию t2, наблюдатель
с позиции f3 “освещает” (фотографирует) часть траектории T ∩ Vα·ρ(f2), где ρ = ‖f3 − t2‖,
и смещается со скоростью K в точку t3 ∈ T , ближайшую к точке f3 вне поля видимости
мини-объекта, выпущенного с позиции t2, поскольку l(t2) касается дуги в точке t2. Начиная
следующий шаг, выберем точку f4 на луче l(t3) достаточно близко к t3 так, что ближайшая
к ней точка t4 ∈ T является точкой гладкости и |t̂3, t4| < |t̂3, t2|. Ввиду гладкости точки t3
имеем ‖f4 − t4‖ = o(|t̂3, t4|) и т. д. (см. рис. 2, 3). Поскольку fk+1 ∈ {tk + η−→v (tk), η > 0} и
односторонняя производная −→v (tk) существует, условие гладкости траектории T в точках tk
необязательно (см. рис. 2, 3).

Лемма 2. Предлагаемый способ наблюдения за объектом, движущемся по строго выпук-

лой дуге Λ, позволяет при малом η > 0, ‖t1− f2‖ ≤ η, строить последовательность с малым

шагом пар точек {tk ∈ Λ, fk+1 ∈ l(tk)}, k = 1, 2, . . . , таких, что

| ̂tk+1, tk+2| < | ̂tk, tk+1| (k = 1, 2, . . .), (5)

— tk — ближайшая для fk точка из Λ;
— наблюдатель занимает позицию fk+1 ранее, чем объект позицию tk;
— наблюдатель fk+1 освещает объект t = tk и уходит к точке tk+1, избегая встречи с

мини-объектом, стартовавшим с позиции tk.

Предложенный способ наблюдения будем обозначать цифрой II.

III. Для выпуклой, может быть нестрого выпуклой, гладкой дуги Λ при ограничении сверху
на ее кривизну возможно слежение за двигающимся по Λ объектом t с позиции f(t) = t+η−→v (t)
с фиксированным η > 0 (рис. 4), если скорость его движения не превосходит K. При этом
позиция f(t) не доступна для мини-объекта, отправленного объектом в момент обнаружения
наблюдателя f(t) в его направлении.

f(t′′)

f(t)

f(t′)

t′

t

t′′

Рис. 4. Жирной линией изображена часть траектории T , тонкой — часть траектории наблюдателя.
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Рис. 5. Жирной линией изображена траектория T , тонкой — граница множества G1.

Предположим, что дуга t̂∗, t1 содержит прямолинейные отрезки. Случай единственного
отрезка исследуется аналогично случаю, когда этот отрезок является начальным на траекто-

рии T . Случай присутствия в дуге t̂∗, t1 цепочки из двух или более прямолинейных отрезков
исследуется подобно следующему случаю.

Пусть t∗ — угловая точка траектории T и продолжение t̂∗, t0 ⊂ t̂∗, t1 траектории T явля-
ется прямолинейным отрезком. Для слежения за объектом, двигающимся по отрезку [ t0, t

∗],
используется алгоритм I: наблюдение ведется с позиции f = t∗ и на каждом шаге, при захо-
де мини-объекта в малую окрестность точки t∗, наблюдатель прячется от него, сдвигаясь из
точки t∗ по отрезку [t∗, t0] в сторону точки t0 на малое расстояние γ (рис. 5). На последнем
шаге объект занимает позицию t(a), наблюдатель — позицию t∗. Для слежения за объек-
том на отрезке [t∗, t0] наблюдатель на скорости K перемещается в точку t0, потратив время
τ = ‖t∗ − t0‖/K, а объект вне наблюдения приходит в позицию t̃ 1 ⊂ [t∗, t0], для которой
τ = (‖t(a) − t∗‖ + ‖t∗ − t̃ 1‖)/|vt|. Далее снова применяется алгоритм I с исходной позицией

наблюдателя f = t0 и возможностью спасаться от мини-объекта на участке t̂0, tµ траектории
(см. позицию tµ, рис. 5). В результате строятся пары отрезков [t̃ 2k, t̃ 2k+1], [t̃ 2k+1, t̃ 2(k+1)], в
которых первый отрезок контролируемый, второй неконтролируемый.

Случай движения объекта по цепочке прямолинейных отрезков из T рассматривается ана-
логично.

Итак, при движении объекта t по траектории [ t0, t1] ∪ t̂1, t1 наблюдатель для слежения
использует алгоритм

— I, если объект движется по прямолинейным отрезкам,

— II, если объект движется по строго выпуклым дугам.

Объект движется по T без остановок с постоянной скоростью |vt| и выпускает мини-
объект m в момент обнаружения наблюдателя; мини-объект движется по прямой с высокой по-
стоянной скоростью, пока видит перед собой наблюдателя. Наблюдатель отслеживает объект,
находясь в стационарном положении. Его движение вызвано либо необходимостью “спрятать-
ся” за G, уклоняясь от встречи с мини-объектом, либо изменить свою позицию ввиду перехода
объекта на другую часть траектории T ; при этом предполагается, что K ≥ 2|vt|.

Теорема 1. При решении задачи слежения за объектом, двигающимся по объединению

[ t0, t1] ∪ t̂1, t1 отрезка и строго выпуклой дуги
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— способ I позволяет разбить отрезок [ t0, t1] на последовательность пар полуинтервалов

{
( t̃2k, t̃2k+1] ∪ ( t̃2k+1, t̃2(k+1)], k = 0, . . .

}
⊂ [ t0, t1], t̃0 = t0, (2)

так что движение объекта по первому полуинтервалу каждой пары контролируется наблю-

дателем, движение по второму полуинтервалу происходит вне наблюдения, длины полуин-

тервалов указаны в (3), (4);

— способ II наблюдения за объектом, движущемуся по строго выпуклой дуге Λ = t̂1, t1, для

любого δ > 0 позволяет построить последовательности точек tk ∈ Λ, fk+1 ∈ l(tk), k = 1, 2
(см. (1)), таких что точка tk является ближайшей для fk среди точек t ∈ Λ и выполняется

неравенство (5)

| ̂tk+1, tk+2| ≤ | ̂tk, tk+1| < δ;

— в момент прибытия объекта t в точку tk наблюдатель fk+1 освещает точку tk и

перемещается в точку tk+1, избегая встречи с мини-объектом, стартовавшим с позиции tk;

— способ III позволяет наблюдателю f = f(t) = t+ η−→v (t) (η > 0) непрерывно и безопасно

следить за движущимся по выпуклой гладкой дуге Λ ⊂ t̂1, t1 объектом (рис. 4), если скорость

движения точки f(t) не превосходит K.

2. Теперь предположим, что наблюдатель является шаром Vε(f) радиуса ε с центром f .
Выберем точку f0

2 так, что шар Vε(f
0
1 ) расположен между лучом l = {t0 + λ(t1 − t0), λ > 0}

и дугой Λ = t̂1, t1, точки касания шара с лучом l и дугой будем обозначать через f2 и t2
соответственно. Точка t2 является ближайшей для f0

2 точкой из Λ. Отметим, что здесь вопрос
гладкости точки t1 не важен. Пусть

‖t1 − t0‖ ≥
ε

K
|vm|, (6)

и точка g ∈ [t0, t1] такова, что

‖t1 − g‖ =
ε

K
|vm|. (7)

Для перехода из f2 в f0
2 наблюдателю требуется время ε/K. За это время мини-объект пре-

одолеет расстояние, равное (ε/K)vm (7). В момент τ = 0 объект t и мини-объект m стартуют
из точки t0 по лучу l, а наблюдатель f следит с позиции f2 за объектом t. Мини-объект,

находясь на [ t0, t1), видит фрагмент шара
◦
V ε (f), когда f ∈ [f2, f

0
2 ). В момент τg прибытия

мини-объекта m в точку g наблюдатель начинает движение со скоростью K из точки f2 в
точку f0

2 , а мини-объект движется к t1. Одновременно наблюдатель занимает позицию Vε(f
0
2 ),

а мини-объект — позицию t1, из которой шар
◦
V (f0

2 ) не виден, и мини-объект прекращает пре-
следование. Наблюдатель следил за t с позиции f2, пока m двигался от t0 до точки g, потратив
время ‖t0−g‖(1/|vm|). Если t∗ — угловая точка траектории T , то наблюдатель начинает движе-
ние из точки f2 в точку f0

2 , когда мини-объект приходит в правую малую окрестность точки g
(см. рис. 6). Итак, наблюдателю удалось отследить движение объекта на участке траектории
от t0 длины (

‖t0 − t1‖ − ε
|vm|

K

) |vt|

|vm|
. (8)

Точку на отрезке [g, t0], отстоящую от t0 на величину (8), следуя предыдущему пункту, обо-
значаем через t̃1, a = 2ε(|vt|/K), b = |vt|/|vm| (см. рис. 6). Здесь также имеют место аналоги
алгоритма I построения последовательности точек t̃k и леммы 1, в формулировке которых t∗

надо заменить на g. Пусть t(a) — левый конец последнего, построенного с помощью алгоритма I
отрезка (рис. 6). Применение алгоритма I для контроля движения объекта по отрезку [t∗, t(a)]
невозможно.
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f0
2 t2

ε |vm|
K

G1

aa ‖g − t̃2‖b ‖g − t0‖b

f2
t∗ = t1 g t̃4 t̃3 t̃2 t̃1 t̃0 = t0t(a)

Рис. 6. Жирной линией изображена траектория T , тонкой линией изображены два круга радиуса ε.

f0 = f0
k

f = fk t = tk−1

Λ

l

tk

Рис. 7. Жирной линией изображен фрагмент выпуклой дуги, тонкой — круг радиуса ε.

Следует учесть, что эффективность алгоритма зависит от величины |vm|: отрезки [ t̃2k, t̃2k−1]
свободного движения объекта могут быть существенно больше отрезков [ t̃2k+1, t̃2k] контроли-
руемого движения.

Задача слежения за объектом, двигающимся по дуге Λ = t̂∗, t1, усложняется в сравнении со

случаем ε = 0 ввиду условия
◦
V ε (f)∩G = ∅. Неудобными для организации слежения являются

протяженные участки дуги Λ, близкие к прямолинейным.

Для определения степени выпуклости (кривизны) дуги Λ введем характеристику C(d),
близкую к известному понятию модуля выпуклости (см. J.A.Clarkson [1]). Пусть t ∈ Λ, l =

{t + λ−→v t(t) : λ > 0} и точка f0, лежащая между l и T такова, что ρ
def
= ρ(f0,Λ) = ρ(f0, l).

Обозначим f = f(t) = l ∩ Vρ(f
0) (рис. 7). Ясно, что при фиксированном t отображение f → ρ

для строго выпуклой дуги Λ взаимно однозначно. Обозначим

P
(
‖f − t‖

)
= P

(
‖f − t‖,Λ

)
= ρ(f0,Λ) = ρ(f0, l), 0 < d < |Λ|.

C(d) = inf
{
P
(
‖f − t‖

)
: ‖f − t‖ ≥ d, t ∈ Λ, f = f(t)

}
, (9)

Для реализации алгоритма II (см. п. 1) на каждом шаге потребуются неравенства

‖fk−1 − tk−1‖+ ‖tk−1 − fk‖ ≤
∣∣ ̂tk−2, tk−1

∣∣ |vf |
|vt|

,
ε

K
<

|tk−1 − fk|

|vm|
. (10)

Первое неравенство в (10) позволяет наблюдателю занять позицию fk до прибытия объекта в
точку tk−1. Оно выполнимо, в частности, за счет увеличения скорости vf , например, за счет
неравенства K > 2|vt|.

Пусть выполняется второе неравенство. Наблюдатель f = fk, дождавшись прибытия объ-
екта в позицию tk−1, освещает его и чтобы избежать встречи с мини-объектом mk−1, выпу-
щенным из точки tk−1, на максимальной скорости K переходит из fk в точку f0

k : двигаясь от

tk−1 в сторону точки fk, мини-объект видит шар
◦
V ε (fk+λ(t0k−fk)) при 0 ≤ λ < 1, но не видит

при λ = 1 (см. рис. 7).
На k-м шаге алгоритма II выбирается fk ∈ l(tk−1) так, что | ̂tk−2, tk−1| − | ̂tk−1, tk| > 0 и эта

разность убывает с ростом k. Обозначим d = | ̂tk−1, tk|.

Теорема 2. Пусть (ε/K)|vm| < ‖ t0 − t1‖, g ∈ [ t1, t0], ‖ t1 − g‖ = ε(|vm|/K). Наблюда-

тель Vε(f) для слежения за объектом t, двигающимся по отрезку [ t0, t1], посредством алго-

ритма I строит на отрезке [ t0, g] последовательность пар отрезков (рис. 6)

{
[ t̃2k, t̃2k+1] ∪ [ t̃2k+1, t̃2(k+1)]

}
k=0,...

⊂ [g, t0] ⊂ [ t1, t0]
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таких, что движение объекта на первом отрезке каждой пары контролируется наблюдате-

лем и ‖ t̃2k − t̃2k+1‖ = ‖g− t̃2k‖(|vt|/|vm|), второй отрезок каждой пары не контролируется и

‖ t̃2k+1 − t̃2(k+1)‖ = 2ε(|vt|/K).
Пусть K > 2|vt| и существует число 0 < d = d(Λ) < |Λ|, для которого C(d) ≥ ε (см. (9)).

Для контроля движения объекта по дуге Λ = t̂1, t1 строятся последовательности точек

tk ∈ Λ, fk+1 ∈ l(tk) (k = 2, . . . , n), f0
k+1 таких, что

ρ(f0
k , l) = ‖f0

k − fk‖ = ρ(f0
k ,Λ) = ‖f0

k − tk‖ = ε,

‖fk − tk−1‖ ≤ d, | ̂tk, tk+1| ≤ | ̂tk−1, tk| (k = 2, . . . , n, t1 = t∗).

В момент прибытия объекта t в точку tk наблюдатель fk+1 освещает точку tk и переме-

щается в точку tk+1, избегая встречи с мини-объектом.
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