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Введение

Теория управления, являясь одной из важнейших наук, дает теоретическую основу для ис-
следования и проектирования автоматизированных систем во многих областях деятельности
человека. Целью проектирования систем автоматического управления является построение
управляющего устройства (регулятора) обратной связи, с помощью которого динамической
системе передается желаемое движение. Для формирования обратной связи в динамических
системах управления необходима информация о состоянии объекта управления. На практике
обычно реализация обратной связи по вектору состояния затруднена, поскольку для непо-
средственного измерения доступны только часть компонент вектора состояния или линей-
ные комбинации этих компонент. Поэтому возникает необходимость построения технически
легко реализуемой обратной связи по известным значениям выходного сигнала. Эта задача
наблюдения и является одной из фундаментальных задач в теории автоматического управле-
ния. С точки зрения легкой реализуемости обратной связи представляет интерес возможность
построения управления динамической системой с помощью функций из желаемого класса.
В теории управления и наблюдения принципиальными являются вопросы управляемости
и наблюдаемости; их решение играет важную роль в синтезе динамических систем [1; 2].
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Для линейных стационарных систем управления известен критерий вполне управляемости
Р. Калмана [1], а для линейных нестационарных — достаточный признак Н.Н.Красовского [2].

Исследованию задач построения динамических регуляторов посвящены, в частности рабо-
ты [3–5]. Так, в статье [3] рассматривается задача управляемости линейной динамической си-
стемы с помощью дифференциально-алгебраического регулятора, который представляет собой
линейную дескрипторную систему. Получен критерий управляемости динамическим регуля-
тором, который выражается через параметры исходной системы и динамического регулятора.

Исследование многих прикладных задач о процессах управления и наблюдения сводится к
изучению динамических систем, которые имеют различные структурные параметры на разных
этапах функционирования, т. е. относятся к системам переменной структуры, в том числе к
составным и поэтапно меняющимся системам. Задачи для таких систем в игровых постановках
сближения и уклонения при многих целевых множествах рассмотрены, например, профессо-
ром М.С. Габриеляном (научным руководителем которого был академик Н.Н.Красовский),
в частности в работах [6–8]. Системы с переменной структурой эффективно используются в
практике автоматического управления [9;10]. Надо отметить, что для динамических систем пе-
ременной структуры с сосредоточенными и расспределенными параметрами также возникают
нетривиальные задачи управления и наблюдения и, следовательно, возникает необходимость
их исследования [11–16]. Поэтому как в обычных задачах управления и наблюдения, так и в
задачах управления и наблюдения систем переменной структуры принципиальными являются
вопросы управляемости и наблюдаемости.

Некоторые вопросы управляемости и наблюдаемости систем переменной структуры (со-
ставной и поэтапно меняющейся систем) и кусочно-линейных импульсных систем исследованы,
в числе прочих, в работах [11; 12; 17–20]. В [11; 12], в частности, получены необходимые и до-
статочные условия вполне управляемости и наблюдаемости составной (и поэтапно меняющей-
ся) линейной стационарной системы, выраженные непосредственно через исходные параметры
системы и сравнимые с известными условиями Калмана. В [11] показано, что на отдельных
интервалах времени все подсистемы, которые образуют составную систему, по отдельности
могут быть не вполне управляемыми (наблюдаемыми), однако в целом на всем интервале
времени составная система может быть вполне управляемой (наблюдаемой). А если хотя бы
одна подсистема составной системы на своем интервале функционирования вполне управ-
ляема (наблюдаема), то составная система также будет вполне управляемой (наблюдаемой).
В [11] также показано, что если поэтапно меняющуюся стационарную систему рассматривать
как линейно нестационарную динамическую систему, то с формальной точки зрения из доста-
точного признака вполне управляемости Н.Н.Красовского [2] следует: вполне управляемости
одной подсистемы составной системы на своем интервале функционирования достаточно для
вполне управляемости составной системы.

Вопросы управлемости систем переменной структуры, в частности составной (или поэтап-
но меняющейся) системы, с помощью динамического регулятора не исследованы. Наверное,
это связано со сложностью исследуемого обьекта. Неясно также, что понимать под управляе-
мостью динамическим регулятором таких систем, сочетающих непрерывное и скачкообразное
(дискретное) поведение.

В данной работе рассматриваются вопросы управляемости составных систем и поэтапно
меняющихся линейных систем с помощью динамического регулятора. Сформулирован крите-
рий вполне управляемости таких систем с помощью динамического регулятора. В частности,
получены условия вполне управляемости составной системы и поэтапно меняющейся линей-
ной нестационарной системы с помощью динамического регулятора. Для поэтапно меняющей-
ся линейной стационарной системы условие вполне управляемости с помощью динамического
регулятора явно выражено непосредственно через исходные параметры системы. Доказано,
что поэтапно меняющаяся линейная стационарная система вполне управляема с помощью ди-
намического регулятора тогда и только тогда, когда вполне управляема и вполне наблюдаема.



32 В.Р.Барсегян

Эти условия выражены через матрицы управляемости и наблюдаемости поэтапно меняющейся
линейной стационарной системы и сравнимы с известными условиями для обычных систем.

1. Постановка задачи

Рассмотрим управляемую динамическую систему, движение которой на интервале време-
ни tk−1 ≤ t ≤ tk, k = 1, . . . ,m, описывается nk-мерными линейными дифференциальными
уравнениями [11, с. 18, 19]

ẋ(k) = Ak(t)x
(k) +Bk(t)u

(k) (1.1)

с начальным и конечным условиями

x(1)(t0) = x
(1)
0 , x(m)(T ) = x

(m)
T , (1.2)

где x(k)(t) ∈ R
nk , x(k) — фазовый вектор системы; Ak(t), Bk(t) (k = 1, . . . ,m) — матрицы

параметров системы (модели объекта); u(k)(t) — управляющее воздействие соответственно с
размерностями Ak(t)−(nk×nk), Bk(t)−(nk×rk), u

(k)(t)−(rk×1). В общем случае будем считать,
что элементы матрицы функций Ak(t), Bk(t) и вектор-столбца u(k)(t) являются измеримыми
ограниченными функциями.

Предполагается, что правые части системы (1.1) таковы, что решение задачи Коши су-
ществует и единственно. Предполагается также, что заданы начальное состояние системы

x(1)(t0) = x
(1)
0 и промежуточные моменты времени 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tm−1 < tm = T .

Преемственность между составными системами (1.1) при k = 1, . . . ,m (стыковки траекто-
рий) обеспечивается выполнением следующих условий связи [11, с. 18-19] в промежуточные
моменты времени tk, (k = 1, . . . ,m− 1):

Ekx
(k)(tk) + Fkx

(k+1)(tk) = βk, (1.3)

где Ek−(nk+1×nk)-мерная, Fk−(nk+1×nk+1)-мерная матрицы; βk−(nk+1×1)-мерный вектор-
столбец. Предполагается, что матрицы Ek, Fk и векторы βk известны, а матрицы Fk такие,
что существуют обратные матрицы F−1

k , т. е. detFk 6= 0.
Сформулируем определение вполне управляемости составной системы (1.1)–(1.3).

О п р е д е л е н и е 1. Составная система (1.1) с промежуточными условиями связи (1.3)
называется вполне управляемой на отрезке времени [t0, T ], если для любых начальных

x(1)(t0) = x
(1)
0 и конечных x(m)(T ) = x

(m)
T состояний можно найти набор управлений u(k)(t),

k = 1, . . . ,m, такой, что решение x(k)(t), начиная из состояния x(1)(t0) и отвечая промежуточ-

ным условиям связи (1.3), в момент времени t = T удовлетворяет условию x(m)(T ) = x
(m)
T .

Рассматривается вопрос о возможности управления составной системой с помощью техни-
чески легко реализуемого набора функций (из известного класса). Пусть управляющая функ-
ция u(k)(t) при t ∈ [tk, tk+1] (k = 1, . . . ,m− 1) имеет вид

u(k)(t) = Cky (t) , (1.4)

и строится по выходному сигналу дифференциальной системы

ẏ(t) = Dy(t), y(t0) = y0, (1.5)

которую назовем дифференциально-динамическим регулятором или просто динамическим ре-

гулятором. Здесь Ck — (rk × nm)- и D — (nm × nm)-мерные заданные матрицы.

О п р е д е л е н и е 2. Составная система (1.1) с промежуточными условиями связи (1.3)
называется вполне управляемой на отрезке времени [t0, T ] динамическим регулятором (1.4),

(1.5), если для любого начального состояния x(1)(t0) = x
(1)
0 системы (1.1) найдется начальное
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состояние y(t0) = y0 системы (1.5), при котором решение x(k)(t) системы (1.1), соответству-
ющее набору управлений u(k)(t), k = 1, . . . ,m, t ∈ [t0, T ], начиная из состояния x(1)(t0) и от-
вечая промежуточным условиям связи (1.3), в момент времени t = T удовлетворяет условию

x(m)(T ) = x
(m)
T .

Требуется найти условия, при которых движение управляемого объекта, описываемого
системой (1.1)–(1.3), будет вполне управляемым на отрезке времени [t0, T ] динамическим ре-
гулятором (1.4), (1.5).

2. Условие вполне управляемости составной линейной нестационарной

системы с помощью динамического регулятора

Для нахождения условий управляемости составных систем (1.1)–(1.3) динамическим регу-
лятором (1.4), (1.5) будем использовать теорему [11, с. 19–24], определяющую аналитическое
представление решения составной системы (1.1)–(1.3). Условия вполне управляемости состав-
ной системы (1.1)–(1.3) приведены в работах [11, с. 35–37], [12].

Из (1.5) имеем

y(t) = eD(t−t0)y (t0) ,

следовательно, из (1.4) получим

u(k)(t) = Cke
D(t−t0)y (t0) (k = 1, . . . ,m− 1). (2.1)

Из формулы (см. (1.1.10), [11]) аналитического представления решения составной систе-
мы (1.1)–(1.3) при k = m− 1 и t = tm = T выводим следующее соотношение:

Xm[T, tm−1]F
−1
m−1

m−1
∑

i=1

(−1)m+1−iWiEi

ti
∫

ti−1

Hi[ti, τ ]u
(i)(τ)dτ +

T
∫

tm−1

Hm[T, τ ]u(m)(τ)dτ = η

или

T
∫

t0

(

m−1
∑

i=1

(−1)m+1−iXm[T, tm−1]F
−1
m−1WiEiH̄i[ti, τ ]u

(i)(τ)
)

dτ +

T
∫

t0

H̄m[T, τ ]u(m)(τ)dτ = η, (2.2)

где

η = x(m)(T )−Xm[T, tm−1]F
−1
m−1

m−1
∑

i=1

(−1)m−iW
(m−1)
i βi

− (−1)mXm[T, tm−1]F
−1
m−1W

(m−1)
1 E1X1[t1, t0]x

(1)(t0),

(2.3)

W
(k)
i =

k−i
∏

j=1

Ek+1−jXk+1−j [tk+1−j, tk−j]F
−1
k−j (k = 2, 3, . . . ,m; i = 1, 2, . . . , k − 1). (2.4)

Здесь Hk[t, τ ] = Xk[t, τ ]Bk(τ), а через Xk[t, τ ] обозначена нормированная фундаменталь-
ная матрица решения однородной части k-го уравнения системы (1.1). Согласно введенному

обозначению (2.4) размерность матрицы W
(k)
i равна (nk+1 × ni+1) и принято, что при i = k

W
(k)
k = E — единичная матрица размерностью (nk+1 × nk+1).

В (2.2) вместо функций Hi[ti, τ ] (i = 2, . . . ,m) введены функции H̄i[ti, τ ] следующим обра-
зом:

H̄1[t1, τ ] =

{

H1[t1, τ ], t0 ≤ τ ≤ t1,

0, t1 < τ ≤ tm = T,
H̄m[tm, τ ] =

{

0, t0 ≤ τ < tm−1,

Hm[T, τ ], tm−1 ≤ τ ≤ tm = T,
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H̄i[ti, τ ] =







0, t0 ≤ τ < ti−1,

Hi[ti, τ ], ti−1 ≤ τ ≤ ti,

0, ti < τ ≤ tm = T

(i = 2, . . . ,m− 1).

Отметим, что в (2.2) число соотношений равно nm, а η — известный вектор. Соотношение (2.2)
с учетом (2.1) запишем так:

[

Xm[T, tm−1]F
−1
m−1

m−1
∑

i=1

(−1)m+1−iWiEi

ti
∫

ti−1

Hi[ti, τ ]Cie
D(τ−t0)dτ

+

T
∫

tm−1

Hm[T, τ ]CmeD(τ−t0)dτ

]

y (t0) = η

или
[

T
∫

t0

(m−1
∑

i=1

(−1)m+1−iXm[T, tm−1]F
−1
m−1WiEiH̄i[ti, τ ]Cie

D(τ−t0)

+ H̄m[T, τ ]CmeD(τ−t0)

)

dτ

]

y (t0) = η.

(2.5)

Выражение (2.5) можно представить в виде

M(t0, t1, . . . , T )y (t0) = η, (2.6)

где

M(t0, t1, . . . , T ) =

T
∫

t0

(m−1
∑

i=1

(−1)m+1−iXm[T, tm−1]F
−1
m−1WiEiH̄i[ti, τ ]Cie

D(τ−t0)

+ H̄m[T, τ ]CmeD(τ−t0)

)

dτ.

Матрица M(t0, t1, . . . , T ) имеет размерность (nm×nm). Соотношение (2.5) — это система nm

линейных алгебраических уравнений относительно nm неизвестных компонент вектора y (t0) с

правой частью η (2.3). Отметим, что для любого начального состояния x(1)(t0) = x
(1)
0 составной

системы (1.1)–(1.3), правая часть системы (2.6) принимает любое значение. Поэтому из усло-
вий существования решений системы линейных неоднородных алгебраических уравнений (2.6)
следует критерий вполне управляемости нестационарной составной системы (1.1)–(1.3) дина-
мическим регулятором (1.4), (1.5). Этот критерий сформулируем в виде следующей теоремы.

Теорема 1. Составная система (1.1)–(1.3) вполне управляема динамическим регулято-

ром (1.4), (1.5) тогда и только тогда, когда матрица M(t0, t1, . . . , T ) не особая.

Таким образом, если матрица M(t0, t1, . . . , T ) не особая, т. е. определитель матрицы отли-
чен от нуля (detM(t0, t1, . . . , T ) 6= 0), то существует обратная матрица M−1(t0, t1, . . . , T ), и
тогда решение алгебраического уравнения (2.6) можно записать в виде

y(t0) = M−1(t0, t1, . . . , T )η.

Следовательно, искомое регулирующее управление представляется как

u(k)(t) = Cke
D(t−t0)M−1(t0, t1, . . . , T )η, t ∈ [tk, tk+1] (k = 1, . . . ,m− 1).
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3. Условие вполне управляемости поэтапно меняющейся линейной

системы динамическим регулятором

Рассмотрим случай составной системы (1.1) с условиями связи (1.3), предполагая, что
1) размерности фазового вектора x(k) и вектора управления u(k)(t) не меняются, т. е. nk = n,

rk = r при k = 1, . . . ,m, тогда вместо системы (1.1) получим поэтапно меняющуюся линейную
систему

ẋ =



















A1(t)x+B1(t)u, t ∈ [t0, t1),
A2(t)x+B2(t)u, t ∈ [t1, t2),

...
Am(t)x+Bm(t)u, t ∈ [tm−1, T ],

(3.1)

2) матрицы Ek, Fk и вектор-столбец βk удовлетворяют условиям

Ek = −Fk, βk = 0,

которые обеспечивают стыковки траектории системы в промежуточные моменты времени tk
(конец движения предыдущего этапа является началом следующего этапа), т. е. в моменты
времени tk вместо условий связи (3.1) будем иметь

x(tk − 0) = x(tk + 0) = x(tk) (k = 1, . . . ,m− 1). (3.2)

Для получения условия вполне управляемости системы (3.1) динамическим регулято-
ром (1.4), (1.5) будем использовать теоремы (см. [11], теорема 1.2, разд. 1.4) о представлении
решения системы (3.1), (3.2) и о вполне управляемости на отрезке [t0, T ] системы (3.1).

Теорема 2. Для любых начальных значений x(t0) = x0 и допустимых управлений u(t)
существует решение x(t) системы (3.1), удовлетворяющее условиям (3.2), k = 1, . . . ,m− 1,
и для t ∈ [tk−1, tk) представимое в виде

x(t) = V (t, t0)x(t0) +

k−1
∑

j=1

V (t, tj)

tj
∫

tj−1

Hj[tj , τ ]u(τ)dτ +

t
∫

tk−1

Hk[t, τ ]u(τ)dτ, (3.3)

где
V (t, tj) = Xk[t, tk−1]V (tk−1, tj),

V (tk, tj) =

k−j−1
∏

i=0

Xk−i[tk−i, tk−i−1] (k = 1, . . . ,m; j = 0, . . . , k − 1).

Здесь Hk[t, τ ] = Xk[t, τ ]Bk, а через Xk[t, τ ] обозначена нормированная фундаментальная
матрица решения однородной части k-го уравнения системы (3.1). Отметим, что согласно вве-
денному обозначению V (tk, tk−1) = Xk[tk, tk−1] при j = k − 1, а V (tk, tk) = E при j = k.

Теорема 3. Поэтапно меняющаяся система (3.1) с условием (3.2) вполне управляема на

отрезке времени [t0, T ] тогда и только тогда, когда интегральная матрица

Q(t0, . . . , T ) =

T
∫

t0

( m
∑

j=1

V ( tj)H̄j[tj , t]

)( m
∑

j=1

V ( tj)H̄j [tj, t]

)T

dt

положительно определена.

Здесь и далее буква “T ” в верхнем индексе означает операцию транспонировая.
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3.1. Условие вполне управляемости поэтапно меняющейся линейной

нестационарной системы с помощью динамического регулятора

Рассматривается вопрос о возможности управления системой (3.1), (3.2) с помощью тех-
нически легко реализуемой функции u(t), t ∈ [t0, T ], которая имеет вид

u(t) = Cy (t) , (3.4)

и строится по выходному сигналу дифференциальной системы

ẏ(t) = Dy (t) , y(t0) = y0. (3.5)

Данную систему назовем дифференциально-динамическим регулятором или просто динами-
ческим регулятором. Здесь C — (r × n)- и D — (n× n)-мерные заданные матрицы.

Из (3.5) имеем y(t) = eD(t−t0)y (t0) , следовательно, из (3.4) выводим

u(t) = CeD(t−t0)y (t0) . (3.6)

Решение системы (3.1) с условиями (3.2) для t ∈ [tk−1, tk), согласно теореме 2 представляя в
виде (3.3) и учитывая (3.6), запишем как

x(t) = Vk(t, t0)x(t0) +

k−1
∑

j=1

Vk(t, tj)

tj
∫

tj−1

Hj[tj, τ ]CeD(τ−t0)dτy (t0)

+

t
∫

tk−1

Hk[t, τ ]CeD(τ−t0)dτy (t0) .

(3.7)

Если управление u(t), t ∈ [t0, T ], обеспечивает переход движения системы (3.1) к моменту
времени t = T в положение x(T ) = xT , то при t = tm = T (при k = m) из (3.7) получаем

x(T ) = Vm(T, t0)x(t0) +
m
∑

j=1

Vm(T, tj)

tj
∫

tj−1

Hj[tj , τ ]CeD(τ−t0)dτy (t0) . (3.8)

Выражение (3.8) представим в виде

m
∑

j=1

Vm(T, tj)

tj
∫

tj−1

Hj[tj , τ ]CeD(τ−t0)dτy (t0) = x(T )− Vm(T, t0)x(t0)

или
N(t0, t1, . . . , T )y (t0) = x(T )− Vm(T, t0)x(t0), (3.9)

где

N(t0, t1, . . . , T ) =

tj
∫

tj−1

m
∑

j=1

Vm(T, tj)Hj[tj , τ ]CeD(t−t0)dτ

=

m
∑

j=1

Vm(T, tj)

tj
∫

tj−1

Hj[tj , τ ]CeD τdτe−D t0 .

Матрица N(t0, t1, . . . , T ) имеет размерность (n × n). Соотношение (3.9) — это система n

линейных алгебраических уравнений относительно n неизвестных компонент вектора y (t0) с
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правой частью x(T )−Vm(T, t0)x(t0). Отметим, что для любого начального состояния x(t0) = x0
системы (3.1) правая часть системы (3.9) принимает любое значение. Поэтому из условий су-
ществования решений системы линейных неоднородных алгебраических уравнений (3.9) сле-
дует критерий вполне управляемости нестационарной системы (3.1) динамическим регулято-
ром (3.4), (3.5).

Теорема 4. Система (3.1), (3.2) вполне управляема динамическим регулятором (3.4),
(3.5) тогда и только тогда, когда матрица N(t0, t1, . . . , T ) не особая.

Таким образом, если матрица N(t0, t1, . . . , T ) не особая, т. е. определитель матрицы отличен
от нуля (detN(t0, t1, . . . , T ) 6= 0), то существует обратная матрица N−1(t0, t1, . . . , T ), и тогда
решение алгебраического уравнения (3.9) запишем следующим образом:

y(t0) = N−1(t0, t1, . . . , T ) [x(T )− Vm(T, t0)x(t0)] .

Отсюда искомое регулирующее управление представим в виде

u(t) = CeD(t−t0)N−1(t0, t1, . . . , T ) [x(T )− Vm(T, t0)x(t0)] .

Суждение об условии управляемости линейных систем переменной структуры (3.1) с ди-
намическим регулятором (3.4), (3.5) целесообразно иметь, лишь опираясь на исходные данные
задачи. Поэтому желательно иметь условия, позволяющие судить об управляемости (3.1) с
помощью динамического регулятора (3.4), (3.5) по элементам матрицы Ak, Bk (k = 1, . . . ,m),
C и D.

В соответствии с этим требуется найти условие вполне управляемости линейных систем пе-
ременной структуры (3.1), (3.2) с помощью динамического регулятора (3.4), (3.5), выраженное
непосредственно через матрицы Ak, Bk (k = 1, . . . ,m), C и D.

3.2. Условие вполне управляемости поэтапно меняющейся линейной

стационарной системы с помощью динамического регулятора

Рассмотрим случай, когда система (3.1) стационарна, т. е.

ẋ =



















A1x+B1u, t ∈ [t0, t1),
A2x+B2u, t ∈ [t1, t2),

...
Amx+Bmu, t ∈ [tm−1, T ].

(3.10)

Для вполне управляемости системы (3.10) с условием (3.2) на отрезке времени t0 ≤ t ≤ T

справедлива следующая теорема (см. [11], теорема 1.6; [12]).

Теорема 5. Линейная стационарная система (3.10) вполне управляема на отрезке вре-

мени t0 ≤ t ≤ T тогда и только тогда, когда матрица

K = {B1, A1B1, . . . , A
n−1
1 B1, . . . , Bm, AmBm, . . . , An−1

m Bm}

имеет ранг, равный n.

Так как в (3.10) Ak — постоянная матрица, то нормированая фундаментальная матрица
решений уравнения ẋ = Akxt ∈ [tk−1, tk) имеет вид Xk[t, tk−1] = eAk(t−tk−1).

Поэтому решение системы (3.10) для текущего момента времени t ∈ [tk−1, tk), удовлетво-
ряющее начальному условию x(t0) = x0, согласно формуле (3.3) можно записать как

x(t) = V (t, t0)x(t0) +
k−1
∑

j=1

V (t, tj)

tj
∫

tj−1

eAj(tj−τ)Bju(τ)dτ +

t
∫

tk−1

eAk(t−τ)Bku(τ)dτ, (3.11)
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где

V (t, tj) = eAk(t−tk−1)V (tk−1, tj), V (tk, tj) =

k−j−1
∏

i=0

eAk−i(tk−i−tk−i−1), (3.12)

k = 1, . . . , m; j = 1, . . . , k−1. Если управление u(t), t ∈ [t0, T ], обеспечивает переход движения
системы (3.10) к моменту времени t = T в положение x(T ) = xT , то при t = tm = T (при k = m)
из (3.11) с учетом (3.12) имеем

x(T ) = V (T, t0)x(t0) +
m
∑

j=1

V (T, tj)

tj
∫

tj−1

eAjtje−AjτBju(τ)dτ. (3.13)

Из (3.6) при t0 = 0, y(t) = eDty (0) получим

u(t) = CeDty (0) . (3.14)

Тогда из (3.13) и (3.14) при t0 = 0 выводим

x(T ) = V (T, 0)x(0) +

m
∑

j=1

V (T, tj)

tj
∫

tj−1

eAjtje−AjτBjCeDτdτy (0)

или
m
∑

j=1

Cj

tj
∫

tj−1

e−AjτBjCeDτdτy (0) = L, (3.15)

где Cj = V (T, tj)e
Ajtj , L = x(T )− V (T, 0)x(0).

Соотношение (3.15) — это система n линейных алгебраических уравнений относительно
n неизвестных компонент вектора y(0) с правой частью L = x(T ) − V (T, 0)x(0). Отметим,
что для любого начального состояния x(0) = x0 системы (3.10) правая часть системы (3.15),
т. е. L, принимает любое значение. Поэтому из условий существования решений системы линей-
ных неоднородных алгебраических уравнений (3.15) следует критерий вполне управляемости
системы (3.10) динамическим регулятором (3.4), (3.5). Значит, согласно теореме Кронекера —
Капелли о совместимости систем линейных неоднородных алгебраических уравнений [21; 22],
справедлива следующая теорема.

Теорема 6. Система (3.10) с условием (3.2) вполне управляема динамическим регулято-

ром (3.4), (3.5) тогда и только тогда, когда выполняется равенство

rank

( m
∑

j=1

Cj

tj
∫

tj−1

e−AjτBjCeDτdτ

)

= n. (3.16)

Таким образом, при выполнении условий (3.16) для любого начального состояния x(0) = x0
системы (3.10) найдется (как решение системы (3.15)) начальное состояние y(0) = y0 регуля-
тора (3.5), при котором решение системы (3.10), соответствующее управлению u(t), t ∈ [t0, T ],
(3.4), в конечный момент времени t = T будет удовлетворять условию x(T ) = xT .

Действительно, искомое регулирующее управление представляется в виде

u(t) = CeD t

( m
∑

j=1

Cj

tj
∫

tj−1

e−AjτBjCeDτdτ

)

−1
[

x(T )− Vm(T, 0)x(0)
]

.



Управляемость линейных систем переменной структуры 39

Критерий (3.16), который для применения не так практичен, неявно выражен через мат-
рицы Ak, Bk (k = 1, . . . ,m), C и D. Поэтому необходимо условие (3.16) свести к условию
вполне управляемости стационарной системы (3.10) динамическим регулятором (3.4), (3.5),
явно выраженные непосредственно через исходные матрицы Ak, Bk (k = 1, . . . ,m), C и D.

Из теории матриц известно, что матричные функции e−Ajτ и eDτ описываются как

e−Ajτ =
n−1
∑

i=0

α
(j)
i (−τ)Ai

j , eDτ =
n−1
∑

ν=0

βν(τ)D
ν ,

где функции α
(j)
i (τ), βν(τ) — коэффициенты интерполяционных многочленов Лагранжа —

Сильвестра [21] (скалярные функции), линейно независимые аналитические функции.
Матрица

m
∑

j=1

Cj

tj
∫

tj−1

e−AjτBjCeDτdτ

с размерностью — (n × n) представима в виде

m
∑

j=1

Cj

tj
∫

tj−1

e−AjτBjCeDτdτ =
m
∑

j=1

Cj

[ n−1
∑

i=0

Ai
jBj

( n−1
∑

ν=0

tj
∫

tj−1

α
(j)
i (−τ)βν(τ)dτCDν

)]

. (3.17)

Вводя обозначение

h
(j)
i (t) =







0, t0 ≤ t < tj−1,

α
(j)
i (−t), tj−1 ≤ t < tj, i = 0, 1, . . . , n− 1,
0, tj ≤ t ≤ T, j = 1, 2, . . . ,m,

правую часть равенства (3.17) запишем как

m
∑

j=1

Cj

[

Bj

( n−1
∑

ν=0

T
∫

0

h
(j)
0 (τ)βν(τ)dτCDν

)

+AjBj

( n−1
∑

ν=0

T
∫

0

h
(j)
1 (τ)βν(τ)dτCDν

)

+ . . .+

+An−1
j Bj

( n−1
∑

ν=0

T
∫

0

h
(j)
n−1(τ)βν(τ)dτCDν

)]

.

(3.18)

Для полной матричной записи выражения (3.18), учитывая размерность матрицы CDν —
(r × n), введем матрицы с размерностью (r × r) :

H
(j)

i ν (T ) =





















∫ T

0
h
(j)
i (τ)βν(τ)dτ 0 0 . . . 0

0

∫ T

0
h
(j)
i (τ)βν(τ)dτ 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . .

∫ T

0
h
(j)
i (τ)βν(τ)dτ





















.

Тогда выражения в круглых скобках слагаемых формулы (3.18) представим следующим
образом:

n−1
∑

ν=0

T
∫

0

h
(j)
i (τ)βν(τ)dτCDν =

n−1
∑

ν=0

H
(j)

i ν (T )CDν

= H
(j)

i 0 (T )C +H
(j)

i 1 (T )CD + . . .+H
(j)

i n−1 (T )CDn−1 = H
(j)

i (T )R,
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где H
(j)

i (T ) =
(

H
(j)

i 0 (T ) H
(j)

i 1 (T ) . . . H
(j)

i n−1 (T )
)

, R =
(

C CD . . . CDn−1
)T

.

Размерность матрицы H
(j)

i (T ) — (r × n r), а R имеет размерность (n r × n). Теперь (3.18)
запишем в виде

m
∑

j=1

Cj

[

BjH
(j)
0 (T )R+AjBjH

(j)
1 (T )R+ . . . +An−1

j BjH
(j)
n−1 (T )R

]

. (3.19)

Введем следующие обозначения:

K(j) = Cj

(

Bj , AjBj, . . . , A
n−1
j Bj

)

, H(j) (T ) =
(

H
(j)
0 (T ) H

(j)
1 (T ) . . . H

(j)
n−1 (T )

)T
.

Матрица K(j) — (n×n r), а H(j) (T ) имеет размерность (n r×n r). Так как функции α
(j)
i (τ)

(или h
(j)
i (t)), βν(τ) для любого i = 0, 1, . . . , n − 1 и ν = 0, 1, . . . , n − 1 — линейно независи-

мые скалярные функции, то H(j) (T ) для любого j = 1, . . . ,m — невырожденная матрица,
следовательно,

rankH(j) (T ) = n r.

Таким образом, с помощью введеных обозначений (3.19) получим в виде

m
∑

j=1

K(j)H(j) (T )R,

значит, будем иметь

m
∑

j=1

Cj

tj
∫

tj−1

e−AjτBjCeDτdτ = K̄H (T )R,

где K̄ =
(

K(1) K(2) . . . K(m−1)
)

, H (T ) =
(

H(1) (T ) H(2) (T ) . . . H(m) (T )
)T

.

Здесь размерность матрицы K̄ — (n × nmr), а H (T ) имеет размерность (nmr × n r).
Поэтому условие (3.16) эквивалентно выполнению равенства

rank K̄H (T )R = n. (3.20)

Отметим, что матрица H (T ) — блочная матрица, состоящая из невырожденных мат-
риц H(j) (T ), j = 1, . . . ,m. Так как ранг блочной матрицы не меньше рангов ее блоков и
rankH(j) (T ) = n r, а n r является максимальным числом столбцов матрицы H (T ), то

rankH (T ) = rankH(j) (T ) = n r.

Сформулируем более удобный критерий вполне управляемости.

Теорема 7. Для вполне управляемости системы (3.10) с условием (3.2) динамическим

регулятором (3.4), (3.5) необходимо и достаточно, чтобы выполнялись равенства

rank K̄ = n, (3.21)

rankR = n. (3.22)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Необходимость. Пусть система (3.10) с условием (3.2) вполне
управляема динамическим регулятором (3.4), (3.5). Следовательно, выполняется соотноше-
ние (3.16) или (3.20). Учитывая, что ранг произведения двух прямоугольных матриц не пре-
восходит ранг каждого из сомножителей [22], получаем

n = rank K̄H (T )R ≤ min
{

rank K̄, rankH (T )R
}

≤ min
{

rank K̄, min {rankH (T ) , rankR}
}

≤ min
{

rank K̄, min {n r, rankR}
}

.
(3.23)
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Так как число строк матрицы K̄ — (n × nmr) и число столбцов матрицы R — (n r × n)
равны n, то для выполнения соотношения (3.23) эти матрицы должны иметь максимальный
ранг, следовательно, выполняются условия rank K̄ = n, rankR = n. Отметим, что соотношения
rank K̄ = n и rankR = n равносильны условиям

rank {B1, A1B1, . . . , A
n−1
1 B1, . . . , Bm, AmBm, . . . , An−1

m Bm} = n, (3.24)

rank { C CD . . . CDn−1 }T = n. (3.25)

соответственно. Необходимость доказана.

Достаточность. Пусть выполняются соотношения (3.21) и (3.22), т. е. (3.24) и (3.25). Оче-
видно, что размерность матрицы K̄H (T )R равна (n × n ). Согласно неравенству Фробениу-
са [22] имеем

rank K̄H (T )R ≥ rank K̄H (T ) + rankH (T )R− rankH (T ) .

Исходя из неравенства Сильвестра [22], получаем

rank K̄H (T ) ≥ rank K̄ + rankH (T )− nmr, rankH (T )R ≥ rankH (T ) + rankR− n r,

поэтому

rank K̄H (T )R ≥ rank K̄H (T ) + rankH (T )R− rankH (T ) ≥ rank K̄ + rankH (T )− nmr

+ rankH (T ) + rankR− n r − rankH (T ) = n+ n r − nmr + n r + n− n r − n r = 2n− nmr,

т. е.

rank K̄H (T )R ≥ 2n− nmr. (3.26)

Так как размерность матрицы K̄H (T )R равна (n × n ), то rank K̄H (T )R не зависит от
значения m и r, поэтому неравенство (3.26) должно выполняться для любого значения m и
r, в частности для значения m = r = 1. (При этих значениях правая часть (3.29) принима-
ет максимальное значение.) Это соответствует случаю скалярного управления только первой
подсистемы (3.10). В этом случае выводим следующее соотношение:

rank K̄H (T )R ≥ n.

Это соотношение выполняется только тогда, когда матрица K̄H (T )R имеет максимальный
ранг (так как размерность матрицы K̄H (T )R равна (n× n )), следовательно, получим

rank K̄H (T )R = n.

Что и требовалось доказать. �

Таким образом, учитывая, что (3.24) — это условие вполне управляемости системы (3.10),
а (3.25) — условие вполне наблюдаемости системы (3.4), (3.5), теорема 7 приводит к следующей
теореме.

Теорема 8. Система (3.10) с условием (3.2) вполне управляема динамическим регуля-

тором (3.4), (3.5) тогда и только тогда, когда система (3.10) вполне управляема, а систе-

ма (3.4), (3.5) вполне наблюдаема.

Таким образом, наличие свойств управляемости и наблюдаемости поэтапно меняющихся
линейных стационарных систем (объектов) управления позволяет рассчитывать управление, а
значит и проектировать системы управления этими объектами. Также важно, что при управ-
лении с помощью динамического регулятора достаточно задать только начальное состояние
регулятора, а не строить функцию управления на всем промежутке времени.
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Заключение

Сформулировано понятие вполне управляемости линейных систем переменной структуры
с помощью динамического регулятора. Показано, что при управлении системами перемен-
ной структуры с помощью динамического регулятора достаточно задать только начальное
состояние регулятора, а не строить управление на всем интервале. Получены условия вполне
управляемости составной и поэтапно меняющейся линейных нестационарных систем с помо-
щью динамического регулятора. Показано, что поэтапно меняющаяся линейная стационарная
система с помощью динамического регулятора вполне управляема тогда и только тогда, когда
система вполне управляема и вполне наблюдаема.
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