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Введение

Рассматриваются варианты задачи о достижимости с ограничениями импульсного и мо-
ментного характера, ориентированные, в частности, на применение в линейных задачах управ-
ления с разрывностью в коэффициентах при управляющих воздействиях. Исследуются усло-
вия асимптотической нечувствительности при ослаблении части ограничений, а также условия
устойчивости при такого рода ослаблении ограничений. Общие конструкции применяются к
изучению релаксаций задачи о построении области достижимости (ОД) по части координат
при наличии краевых условий и импульсных ограничений. Основу исследования составляет
подход, предусматривающий расширение задачи: создаются обобщенные элементы (ОЭ), на
множестве которых удается ввести топологию, превращающую данное множество в компакт, а
“целевое” отображение исходной задачи продолжается до непрерывного на данном компакте.
Упомянутый компакт может выбираться по-разному, в зависимости от конкретного варианта
обычных решений (или управлений) исходной задачи. Отметим прежде всего конструкцию
расширения, применяемую в нелинейных задачах управления с геометрическими ограниче-
ниями (см. [1, гл. III, IV; 2; 3] и др.). Здесь требуемый компакт реализуется в пространстве
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мерозначных функций или в пространстве регулярных борелевских мер на произведении мет-
рических компактов, один из которых — отрезок на числовой прямой. В этом варианте в ка-
честве оснащения используется топология, индуцированная ∗-слабой топологией на простран-
стве, сопряженном к пространству непрерывных функций (в работе [1, гл. IV] используется
другое предсопряженное пространство, но сама суть процедуры сохраняется).

В случае задач с импульсными ограничениями Н.Н.Красовским в работе [4] была пред-
ложена конструкция, использующая обобщенные функции. Эта конструкция стала основой
для построения развитой теории импульсного управления (см. [5–8] и др.), активно применя-
емой в приложениях. В линейных задачах управления с разрывностью в коэффициентах при
управляющих воздействиях нередко возникают осложнения, связанные с эффектом, имеющим
смысл произведения разрывной функции на обобщенную. Для исследования таких задач был
предложен (см. [9–11] и др.) подход, основанный на применении конечно-аддитивных (к.-а.)
мер в качестве ОЭ и, в частности, в качестве обобщенных управлений (ОУ). Здесь ключевую
роль играют к.-а. меры со свойством слабой абсолютной непрерывности (см. [12]) относитель-
но заданной (и тоже, вообще говоря, к.-а.) меры, которую в задачах управления естественно
отождествить с сужением меры Лебега на подсемейство σ-алгебры измеримых множеств. При
выборе последнего следует учитывать особенности исходной задачи и возможности практиче-
ской реализации обычных управлений как функций времени; это существенно в конструкциях
с применением к.-а. мер, которые допускают зачастую конкретное описание на измеримых
пространствах (ИП) с алгебрами и полуалгебрами множеств, но практически нереализуемы
как ОЭ в случае стандартных ИП, оснащаемых σ-алгебрами своих п/м.

Следует подчеркнуть, что само использование к.-а. мер в качестве ОЭ связано с “хоро-
шими” условиями компактности, определяемыми теоремой Алаоглу (см. [1, 1.3.12]). Здесь мы
используем погружение к.-а. мер нужного типа в пространство ограниченных линейных функ-
ционалов на пространстве разрывных (точнее, ярусных) функций, допускающих равномерное
приближение ступенчатыми. Между тем погружение ярусных, и в том числе ступенчатых,
управлений в пространство к.-а. мер ограниченной вариации (с упомянутым свойством сла-
бой абсолютной непрерывности) реализуется с помощью операции построения неопределен-
ного интеграла по мере, являющейся здесь сужением меры Лебега. Таким образом, создается
при наличии импульсных ограничений компакт ОУ, в который совокупность обычных управ-
лений погружается в виде всюду плотного множества. Заметим, что в работах [9–11] данная
конструкция была реализована в абстрактном виде, что позволило охватить единой схемой
и целый ряд задач о достижимости, непосредственно не связанных с задачами управления.
Большее внимание уделялось случаю неотрицательных (скалярных и векторных) обычных
управлений (см., в частности, [10, гл. 3]). Вариант знакопеременных управлений исследовался
(см. [10, разд. 3.9, 6.2–6.5]) в меньшей степени; в настоящей работе, мы напротив, уделяем ему
основное внимание, отказываясь при этом от рассмотрения очень общих случаев, с тем что-
бы получить конкретные условия устойчивости и асимптотической нечувствительности (при
ослаблении части ограничений) задачи о достижимости в случае разрывных зависимостей в
системе условий.

Автор имел неоценимую возможность обсуждать предлагаемый подход с Николаем Нико-
лаевичем Красовским. Это очень помогло в выборе направления и методов исследования.

1. Общие сведения

Используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, пропозицио-

нальные связки и др.);
△
= — равенство по определению, def заменяет фразу “по определению”.

Семейством называем множество, все элементы которого — множества. Если x и y — объек-
ты, то {x; y} есть def их неупорядоченная пара: {x; y} — непустое множество со свойствоми
(x ∈ {x; y})& (y ∈ {x; y})& (∀ z ∈ {x; y} (x = z) ∨ (y = z)). Тогда для любого объекта h в виде
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{h}
△
= {h;h} имеем синглетон, содержащий h. Множества — объекты; поэтому для любых объ-

ектов u и v в виде (u, v)
△
= {{u}; {u; v}} имеем (см. [13, гл. II, §3]) упорядоченную пару (УП) с

первым элементом u и вторым элементом v. Для всякой УП z через pr1(z) и pr2(z) обозначаем
соответственно первый и второй элементы z.

Если H — множество, то через P(H) обозначаем семейство всех подмножеств (п/м) H,

P ′(H)
△
= P(H) \ {∅} и Fin(H) — семейство всех конечных множеств из P ′(H). Для двух

множеств A и B через BA обозначаем (см. [13, гл. II, §6]) множество всех отображений из
A в B; при f ∈ BA и a ∈ A через f(a), f(a) ∈ B, обозначается значение f в точке a. Если A и

B — множества, f ∈ BA и C ∈ P(A), то f1(C)
△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B).

В дальнейшем R+
△
= {ξ ∈ R | 0 6 ξ}, где R — вещественная прямая; N

△
= {1; 2; . . .} ∈ P ′(R+)

и N0
△
= {0}∪N = {0; 1; 2; . . .}; p, q

△
= {k ∈ N0 | (p 6 k)& (k 6 q)} при p ∈ N0 и q ∈ N0. Полагаем,

что элементы N (натуральные числа) не являются множествами; с учетом этого для любых

множеств H и n ∈ N вместо H1,n используем Hn для множества всех кортежей (hi)i∈1,n со

свойством hj ∈ H при j ∈ 1, n. Если X — непустое семейство, а Y — множество, то

X|Y
△
= {X ∩ Y : X ∈ X} ∈ P ′(P(Y )) (1.1)

есть след X на множество Y . Если M — множество и M ∈ P ′(P(M)), то

CM[M]
△
= { M \M : M ∈ M} ∈ P ′(P(M)). (1.2)

Специальные семейства, элементы топологии, конечно-аддитивные меры. Фик-

сируем далее в пределах данного раздела множество I и полагаем, что π[I]
△
= { I ∈ P ′(P(I)) |

(∅ ∈ I)& (I ∈ I)& ( A ∩ B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)}, получая семейство всех π-систем п/м I с
“нулем” и “единицей” (см. [14, с. 14]);

(top)[I]
△
=

{
τ ∈ π[I]

∣∣ ⋃

G∈G

G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)
}

есть семейство всех топологий на I. Если τ ∈ (top)[I], то (I, τ) — топологическое пространство
(ТП), а CI [τ ] (см. (1.2)) — семейство всех замкнутых в (I, τ) п/м I. Если H — семейство

и S — множество, то [H](S)
△
= {H ∈ H | S ⊂ H} ∈ P(H). Тогда при τ ∈ (top)[I] и S ∈ P(I)

имеем (см. [15, гл. 1; 16, с. 70]), что
[
CI [τ ]

]
(S) ∈ P ′(P(I)) и cl(S, τ)

△
=

⋂
F∈[CI [τ ]](S)

F ∈
[
CI [τ ]

]
(S)

есть замыкание S в (I, τ). Далее, при τ ∈ (top)[I] и x ∈ I полагаем, что N0
τ (x)

△
= {G ∈ τ | x ∈ G},

и определяем, следуя [15, гл. 1], фильтр Nτ (x)
△
= { H ∈ P(I) | ∃G ∈ N0

τ (x) : G ⊂ H} ∈ P ′(P(I))
всех окрестностей (см. [15, гл. 1]) x в ТП (I, τ). Если D — непустое множество, то через
(DIR)[D] обозначаем множество всех направлений (см. [15, гл. 2]) на множестве D; при �∈
(DIR)[D] пару (D,�) называем направленным множеством (НМ). Если (D,�) есть (непустое)
НМ, H — множество и h ∈ HD, то триплет (D,�, h) называем направленностью в H. Если
τ ∈ (top)[I], (D,�, h) — направленность в I и x ∈ I, то

(
(D,�, h)

τ
→ x

)def
⇔

(
∀H ∈ Nτ (x) ∃ d ∈ D ∀ δ ∈ D (d � δ) ⇒ (h(δ) ∈ H)

)
. (1.3)

В (1.3) определена сходимость по Мору — Смиту (см. [15, гл. 2]). Полагаем, что

β[I]
△
=

{
B ∈ P ′(P(I)) | ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩B2

}
(1.4)

(семейство всех непустых направленных подсемейств P(I)). Если (X, τ), X 6= ∅, есть ТП,
r ∈ XI и J ∈ β[I], то считаем, что

(AS)[I;X; τ ; r;J ]
△
=

⋂

J∈J

cl
(
r1(J), τ

)
, (1.5)
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получая замкнутое в (X, τ) п/м X, именуемое множеством притяжения (МП). Свойства МП
вида (1.5) см., в частности, в [9–11]; отметим и более общие конструкции в работе [17, разд. 3].
В случае, когда (см. [17, следствие 3.1]) (X, τ), X 6= ∅, есть хаусдорфово ТП, (K, t), K 6= ∅, —
компактное ТП, m ∈ KI , а g ∈ XK — непрерывное в смысле (K, t) и (X, τ) отображение, то

(AS)
[
I;X; τ ; g ◦m;J

]
= g1

(
(AS)

[
I;K; t;m;J

])
∀J ∈ β[I],

где символ ◦ используется при обозначении композиции отображений. Используем ИП с по-
луалгебрами множеств. При I ∈ π[I], A ∈ P(I) и n ∈ N

∆n(A,I)
△
=

{
(Σi)i∈1,n ∈ In

∣∣
(
A =

n⋃

i=1

Σi

)
&
(
Σp ∩ Σq = ∅ ∀ p ∈ 1, n ∀ q ∈ 1, n \ {p}

)}
. (1.6)

Кроме того, при I ∈ π[I] и A ∈ P(I) полагаем, что

D(A,I)
△
=

{
K ∈ Fin(I)

∣∣
(
A =

⋃

Σ∈K

Σ
)
&
(
∀A ∈ K ∀B ∈ K (A ∩B 6= ∅) ⇒ (A = B)

)}
. (1.7)

Итак, для заданного (широко понимаемого) ИП (I,I) введены семейства всех упорядоченных
(см. (1.6)) и неупорядоченных (см.(1.7)) конечных разбиений A ∈ P(I). При этом

Π[I]
△
=

{
I ∈ π[I] | ∀Σ ∈ I ∃n ∈ N : ∆n(I \ Σ,I) 6= ∅

}
∈ P ′(π[I])

есть семейство всех полуалгебр п/м I. Алгебры и σ-алгебры п/м I являются частными случа-
ями полуалгебр. Фиксируем до конца настоящего раздела полуалгебру I ∈ Π[I]. Тогда

(add)[I]
△
=

{
µ ∈ R

I
∣∣ µ(L) =

n∑

i=1

µ(Li) ∀L ∈ I ∀n ∈ N ∀ (Li)i∈1,n ∈ ∆n(L,I)
}

есть линейное пространство всех вещественнозначных (в/з) к.-а. мер на I ; здесь и ниже (см.
[16, гл. 2, 3]) линейные операции, умножение и порядок в пространствах в/з функций опреде-

ляются поточечно. Конус (add)+[I]
△
=

{
µ ∈ (add)[I] | 0 6 µ(Σ) ∀Σ ∈ I

}
всех неотрицательных

в/з к.-а. мер на I играет в дальнейшем важную роль; в виде

A(I)
△
=

{
µ ∈ (add)[I]

∣∣ ∃ c ∈ [ 0,∞ [ :

n∑

i=1

|µ(Li)| 6 c ∀n ∈ N ∀ (Li)i∈1,n ∈ ∆n(I,I)
}

(1.8)

имеем линейное пространство всех в/з к.-а. мер на I ограниченной вариации. Вообще при
µ ∈ R

I и L ∈ I определено множество

(I −VAR)L[µ]
△
=

{
ξ ∈ R+

∣∣ ∃n ∈ N ∃ (Li)i∈1,n ∈ ∆n(L,I) : ξ =

n∑

i=1

|µ(Li)|
}
∈ P ′(R+).

С учетом (1.8) получаем, что при µ ∈ A(I) ∃ c ∈ R+ : (I − VAR)I [µ] ∈ P ′([0, c]); это свой-

ство доставляет полную вариацию к.-а. меры µ: Vµ[I]
△
= sup((I − VAR)I [µ]) ∈ R+. При

µ ∈ (add)+[I] непременно (I − VAR)I [µ] = {µ(I)}, а потому µ ∈ A(I); при этом Vµ[I] = µ(I).
Итак, (add)+[I] ⊂ A(I). При µ ∈ A(I) и Σ ∈ I непременно (I − VAR)Σ[µ] ⊂ [ 0, Vµ[I]]; тогда

vµ
△
= (sup((I −VAR)Σ[µ]))Σ∈I ∈ (R+)

I ; более того (см. [16, (4.11.7), (4.11.8)]) vµ ∈ (add)+[I],

(
µ+ △

= (1/2) (vµ + µ) ∈ (add)+[I]
)
&
(
µ− △

= (1/2) (vµ − µ) ∈ (add)+[I]
)

реализуют равенства µ = µ+ − µ− и vµ = µ+ + µ− (простое следствие разложения Жордана).
В виде µ 7→ Vµ[I] : A(I) → R+ имеем сильную норму на A(I).
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2. Банахово пространство ярусных функций и его сопряженное

В настоящем разделе I — непустое множество и I ∈ Π[I]. В виде B(I)
△
= {g ∈ R

I | ∃ c ∈
R+ : |g(x)| 6 c ∀x ∈ I} имеем линейное пространство ограниченных в/з функций на I с

оснащением в виде sup-нормы ‖ · ‖I , задаваемой выражением ‖h‖I
△
= sup

(
{|h(x)| : x ∈ I}

)
∈

R+ ∀h ∈ B(I); итак, ‖ · ‖I есть отображение g 7→ ‖g‖I : B(I) → R+, причем (B(I), ‖ · ‖I)
— банахово пространство (см. [16, § 2.6]). Если H ∈ P(I), то χH [I] ∈ B(I) — индикатор H,

рассматриваемого как п/м I: (χH [I](x)
△
= 1 ∀x ∈ H)& (χH [I](x̃)

△
= 0 ∀x̃ ∈ I \H). В виде

B0(I,I)
△
=

{
f ∈ R

I
∣∣ ∃n ∈ N ∃ (αi)i∈1,n ∈ R

n ∃ (Σi)i∈1,n ∈ ∆n(I,I) : f =

n∑

i=1

αi χΣi
[I]

}

имеем (см. [16, следствие 2.7.1]) линейную оболочку {χL[I] : L ∈ I}; B0(I,I) ⊂ B(I). Через
II обозначим топологию B(I), порожденную нормой ‖ · ‖I ; тогда (см. [16, (2.6.11), (2.7.24),
(2.7.25)])

B(I,I)
△
= cl (B0(I,I),II) =

{
f ∈ B(I) | ∃ (fi)i∈N ∈ B0(I,I)

N : (fi)i∈N ⇒ f
}
,

где ⇒ обозначает равномерную сходимость (см. [16, (2.6.9)]). Элементы B0(I,I) называем
ступенчатыми, а элементы B(I,I) — ярусными функциями на (I,I). Тогда B(I,I) с нор-
мой, индуцированной из (B(I), ‖ · ‖I), является банаховым пространством; по сути дела, это
вариант известного пространства B(S,Σ) (см. [18, гл. IV]). Следуя [16, (3.5.1)], через B∗(I,I)
обозначим множество всех ограниченных линейных функционалов на B(I,I) с традиционной
нормой ‖ · ‖∗I (см. [16, (3.5.4)]) пространства, сопряженного к банахову. Используем для це-
лей интегрирования функций из B(I,I) по к.-а. мерам из A(I) простейшую конструкцию из
[16, § 3.3] и свойство [16, (3.5.2)]. Для наших целей важно положение (см. [16, теорема 3.6.1)])
о том, что

µ 7→
(∫

I

f dµ
)
f∈B(I,I)

: A(I) → B∗(I,I) (2.1)

есть изометрический изоморфизм A(I) в сильной норме на (B∗(I,I), ‖·‖∗I) (см. также [18, гл. IV,
разд. 5]). Полагаем при µ ∈ A(I), K ∈ Fin(B(I,I)) и ε ∈ ] 0,∞ [

N∗
I(µ,K, ε)

△
=

{
ν ∈ A(I)

∣∣
∣∣∣
∫

E

f dµ−

∫

E

f d ν
∣∣∣ < ε ∀f ∈ K

}
; (2.2)

тогда ∗-слабая топология τ∗(I) ∈ (top)[A(I)] имеет вид τ∗(I)
△
=

{
G ∈ P(A(I)) | ∀µ ∈ G ∃K ∈

Fin(B(I,I)) ∃ ε ∈ ] 0,∞ [ : N∗
I (µ,K, ε) ⊂ G

}
. Cемейство всех множеств (2.2) образует базу ТП

(
A(I), τ∗(I)

)
,

которое есть локально выпуклый σ-компакт (счетное объединение компактов). Потребуются
две топологии на A(I), отвечающие подпространствам тихоновской степени R с индексным
множеством I при оснащении R обычной | · |-топологией τR и дискретной топологией τ∂ (под-

робнее см. [10, разд. 3.5]). Если µ ∈ A(I), K ∈ Fin(I) и ε ∈ ] 0,∞ [, то N⊗
I (µ,K, ε)

△
=

{
ν ∈

A(I)
∣∣ |µ(L)− ν(L)| < ε ∀L ∈ K}. Тогда

τ⊗(I)
△
=

{
G ∈ P(A(I)) | ∀µ ∈ G ∃K ∈ Fin(I) ∃ε ∈]0,∞[ : N⊗

I (µ,K, ε) ⊂ G
}
∈ (top)[A(I)]

(топология поточечной сходимости в A(I)). В виде (A(I), τ⊗(I)) имеем требуемое ТП.
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Далее, при µ ∈ A(I) и K ∈ Fin(I) полагаем, что N
(∂)
I (µ,K)

△
= {ν ∈ A(I) | µ(L) = ν(L)

∀L ∈ K}. Далее, с учетом построений [9, § 4.2] получаем, что

τ0(I)
△
=

{
G ∈ P(A(I)) | ∀µ ∈ G ∃K ∈ Fin(I) : N

(∂)
I (µ,K) ⊂ G

}
∈ (top)[A(I)]. (2.3)

В виде (A(I), τ0(I)) имеем подпространство тихоновской степени R в дискретной топологии.
Легко видеть (см. [11, (4.6.19), (4.6.21)]), что (τ⊗(I) ⊂ τ0(I))& (τ⊗(I) ⊂ τ∗(I)). Эти свойства
определяют нужные в дальнейшем взаимосвязи ТП (A(I), τ∗(I)), (A(I), τ⊗(I)) и (A(I), τ0(I));
первое из упомянутых ТП имеет “хорошие” условия компактности подпространств, характе-
ризуемые теоремой Алаоглу (см. [18, гл. IV]).

3. Слабая абсолютная непрерывность

В настоящем и последующих разделах фиксируем непустое множество E, полуалгебру
L ∈ Π[E] и к.-а. меру η ∈ (add)+[L]. В виде

(add)+[L; η]
△
=

{
µ ∈ (add)+[L] | ∀L ∈ L (η(L) = 0) ⇒ (µ(L) = 0)

}
(3.1)

имеем выпуклый конус в A(L), а в виде (см. [11, (4.9.4)])

Aη[L]
△
=

{
µ ∈ A(L) | ∀L ∈ L (η(L) = 0) ⇒ (µ(L) = 0)

}
=

{
µ ∈ A(L) | vµ ∈ (add)+[L; η]

}

=
{
µ ∈ A(L) | (µ+ ∈ (add)+[L; η])& (µ− ∈ (add)+[L; η])

} (3.2)

— подпространство A(L), порожденное конусом (3.1). Элементы (3.2) называем слабо абсо-

лютно η-непрерывными к.-а. мерами на L. В связи с (3.1), (3.2) понадобится понятие неопре-
деленного η-интеграла функций из B(E,L); отметим, в частности, что η ∈ A(L). Напомним
построения из [16, § 3.7], используя [16, предложение 2.7.7]: fg ∈ B(E,L) при f ∈ B(E,L) и
g ∈ B(E,L). В силу [16, (3.7.2)] имеем по свойствам (2.1), что ∀f ∈ B(E,L) ∃ ! ν ∈ A(L)

∫

E

u f d η =

∫

E

u d ν ∀u ∈ B(E,L).

Последнее свойство позволяет при f ∈ B(E,L) ввести к.-а. меру f ∗ η ∈ A(L) со свойством∫

E

u f d η =

∫

E

u d (f ∗ η) ∀u ∈ B(E,L); при этом (см. [16, (3.7.3), предложение 3.7.2])

f ∗ η =
( ∫

L

f d η
)

L∈L
∈ Aη[L]. (3.3)

Используем положения из [10, § 3.7] и [9, § 4.3] о свойствах плотности множеств, элементами
которых являются неопределенные интегралы, но ограничиваемся применением в (3.3) сту-
пенчатых функций с целью использования в качестве обычных управлений. Сейчас отметим
только два положения из [9; 10]. Так (см. [10, теорема 3.7.4]),

Aη[L] = cl
(
{f ∗ η : f ∈ B0(E,L)}, τ∗(L)

)
= cl

(
{f ∗ η : f ∈ B0(E,L)}, τ⊗(L)

)

= cl
(
{f ∗ η : f ∈ B0(E,L)}, τ0(L)

)
.

Далее учитываем, что |f |
△
= (|f(x)|)x∈E ∈ B+

0 (E,L) при f ∈ B0(E,L), где B+
0 (E,L) = {h ∈

B0(E,L) | 0 6 h(x) ∀x ∈ E}. Полагаем при b ∈ R+, что Ξb(L, η)
△
= {µ ∈ Aη[L] | Vµ[L] 6 b} и

Mb(L, η)
△
=

{
f ∈ B0(E,L)

∣∣
∫

E

|f | d η 6 b
}
; (3.4)
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тогда согласно [10, теорема 3.7.5] имеем

Ξb(L, η) = cl
(
{f ∗ η : f ∈ Mb(L, η)}, τ∗(L)

)
= cl

(
{f ∗ η : f ∈ Mb(L, η)}, τ⊗(L)

)

= cl
(
{f ∗ η : f ∈ Mb(L, η)}, τ0(L)

)
.

(3.5)

В связи с [10, (6.2.10)] потребуется специальная направленность ступенчатых функций (см.

(1.7)). При µ ∈ Aη[L] введем функционал θ[µ] ∈ R
L: полагаем при L0

△
= {L ∈ L | η(L) 6= 0},

что (
θ[µ](L)

△
=

µ(L)

η(L)
∀L ∈ L0

)
&
(
θ[µ](L)

△
= 0 ∀L ∈ L \ L0

)
.

Cледуя [10, с. 244], при µ ∈ Aη[L] и K ∈ D(E,L) вводим Θµ[K] ∈ B0(E,L) посредством правила:

Θµ[K](x)
△
= θ[µ](L) ∀L ∈ K ∀x ∈ L. Наделяем D(E,L) направлением ≺∈ (DIR)[D(E,L)],

определяемым посредством вписанности: (U ≺ V)
def
⇔ (∀V ∈ V ∃U ∈ U : V ⊂ U) при U ∈

D(E,L) и V ∈ D(E,L); тем самым определены непустое НМ (D(E,L),≺) и, при µ ∈ Aη[L],
направленность (D(E,L),≺,Θµ[·]) в B0(E,L), где Θµ[·] есть K 7→ Θµ[K] : D(E,L) → B0(E,L).
Напомним ключевое свойство из работы [10, (6.2.10)], полагая при µ ∈ Aη[L], что Θµ[·] ∗ η ∈
Aη[L]

D(E,L) является (см. (3.3)) отображением K 7→ Θµ[K] ∗ η : D(E,L) → Aη[L] :

(
(D(E,L),≺,Θµ[·] ∗ η)

τ∗(L)
→ µ

)
&
(
(D(E,L),≺,Θµ[·] ∗ η)

τ⊗(L)
→ µ

)

&
(
(D(E,L),≺,Θµ[·] ∗ η)

τ0(L)
→ µ

)
.

(3.6)

Предложение 1. Если µ ∈ Aη[L], n ∈ N и (h̃i)i∈1,n ∈ B0(E,L)n, то

∃K̃ ∈ D(E,L) ∀K ∈ D(E,L) (K̃ ≺ K) ⇒
(∫

E

h̃jΘµ[K] d η =

∫

E

h̃j dµ ∀j ∈ 1, n
)
.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из (2.3) и (3.6) с учетом определения элементарного ин-
теграла в [16, § 3.2] (см. также [16, (3.3.8)]). �

Отметим следствие первого положения в (3.6), полагая при k ∈ N, что τ
(k)
R

∈ (top)[Rk] —
это топология покоординатной сходимости в R

k.

Предложение 2. Если µ ∈ Aη[L], n ∈ N и (hi)i∈1,n ∈ B(E,L)n, то для отображения H

вида K 7→
(∫

E

hiΘµ[K] d η
)

i∈1,n
: D(E,L) → R

n реализуется сходимость

(D(E,L),≺,H)
τ
(n)
R→

( ∫

E

hi dµ
)
i∈1,n

.

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из определения τ∗(L) (см. (2.2)) и первого положения
в (3.6). �

В заключение раздела напомним (см. [10, (3.7.7), (6.2.9)]): при µ ∈ Aη[L] и K ∈ D(E,L)

∫

E

∣∣Θµ[K]
∣∣ d η = VΘµ[K] ∗ η[L] 6 Vµ[L]. (3.7)

Заметим здесь же, что (см. [10, (3.7.6)]) при b ∈ R+ множество Ξb(L, η) компактно в ТП

(
A(L), τ∗(L)

)
;
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в нашем случае это означает, что (см. (1.1)) топология

τ∗b (L, η)
△
= τ∗(L)|Ξb(L,η) = {Ξb(L, η) ∩G : G ∈ τ∗(L)} ∈ (top)[Ξb(L, η)] (3.8)

превращает множество Ξb(L, η) в непустой компакт

(
Ξb(L, η), τ

∗
b (L, η)

)
, (3.9)

т. е. в компактное хаусдорфово ТП. Отметим, что из (3.7) непосредственно следует, что

Θµ[K] ∈ Mb(L, η) ∀b ∈ R+ ∀µ ∈ Ξb(L, η) ∀K ∈ D(E,L). (3.10)

4. Задача о достижимости при ограничениях асимптотического характера

Ниже рассматривается постановка, моделирующая линейную задачу о достижимости при
импульсных ограничениях и краевых условиях. Фиксируем b ∈ R+, m ∈ N, n ∈ N,

(
(hi)i∈1,m ∈ B(E,L)m

)
&
(
(si)i∈1,n ∈ B(E,L)n

)
; (4.1)

в этих терминах определяем вектор-функционалы:

f 7→
(∫

E

hif d η
)
i∈1,m

: Mb(L, η) → R
m, (4.2)

f 7→
( ∫

E

sif d η
)
i∈1,n

: Mb(L, η) → R
n, (4.3)

обозначаемые через h и s соответственно (далее в разд. 5, 6 обозначения h1, . . . , hm, s1, . . . , sn,
h и s понимаются, если не оговорено противное, в смысле (4.1)–(4.3)). Мы полагаем, что в R

n

задано непустое замкнутое множество Y :

Y ∈ CRn [τ
(n)
R

] \ {∅}. (4.4)

Указанное множество (4.4) формирует ограничение на f ∈ Mb(L, η):

s(f) =
(∫

E

sif d η
)
i∈1,n

∈ Y. (4.5)

Нас будет интересовать вопрос о том, какие значения h(f) ∈ R
m можно получить в классе

f ∈ Mb(L, η) со свойством (4.5). Ясно, что ответ на данный вопрос доставляет множество

h1(s−1(Y )) ∈ P(Rm). (4.6)

С практической точки зрения может представлять, однако, интерес вопрос о соотношении
множеств (4.6) и h1(s−1(Ỹ )), где Ỹ ∈ P ′(Rn) “близко” к Y (см. (4.4)). Асимптотическую версию
вопроса получаем, используя в качестве Ỹ множества из того или иного направленного (см.
(1.4)) семейства Y ∈ β[Rn], реализующего Y в виде пересечения всех своих множеств. Это
приводит к замене (4.6) на МП (см. (1.5)). Понятно, что семейство Y проявляет себя в данной
конструкции посредством системы прообразов s−1(Ỹ ), Ỹ ∈ Y, формирующей ограничения

асимптотического характера (ОАХ). В связи с (4.4) заметим, что топология τ
(k)
R

∈ (top)[Rk],
где k ∈ N, порождается нормой ‖ · ‖k вида z 7→ max

l∈1,k
|z(l)| : Rk → R+, тогда ‖z̃‖k ∈ R+ есть при

z̃ ∈ R
k наибольшее из чисел |z̃(l)|, l ∈ 1, k. Естественный вариант подмены Y надмножеством Ỹ

можно связать с использованием ε-окрестностей Y при ε > 0. Итак, при ε ∈] 0,∞ [ полагаем,
что

O[Y ; ε]
△
= {z ∈ R

n | ∃ y ∈ Y : ‖y − z‖n < ε}, (4.7)
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получая открытую ε-окрестность Y ; в случае (4.7) условие (4.5) заменяется требованием s(f) ∈
O[Y ; ε]. Соответственно, теперь множество (4.6) логично заменить на

h1
(
s−1(O[Y ; ε])

)
, (4.8)

где ε ∈] 0,∞ [, рассматривая (4.8) как достижимое множество (ДМ) при ε-ослаблении усло-
вия (4.5). Допуская вариацию параметра точности, приходим к направленному семейству

N
△
=

{
s−1(O[Y ; ε]) : ε ∈] 0,∞ [

}
∈ β[Mb(L, η)], (4.9)

порождающему ОАХ, которым естественным образом сопоставляется МП

Y
△
= (AS)[Mb(L, η);R

m; τ
(m)
R

;h;N] =
⋂

ε∈] 0,∞ [

cl
(
h1(s−1(O[Y ; ε])), τ

(m)
R

)
∈ P(Rm). (4.10)

Следуя [9; 10], будем рассматривать и другой, вообще говоря, вариант ослабления (4.5).
Для этого мы зафиксируем множество J ∈ P(1,n) со свойством

sj ∈ B0(E,L) ∀j ∈ J (4.11)

(случай J = ∅ не исключается). Если ε ∈] 0,∞ [, то

Ô[Y ; ε]
△
=

{
z ∈ R

n | ∃ y ∈ Y :
(
y(j) = z(j) ∀j ∈ J

)
&
(
|y(j)− z(j)| < ε ∀j ∈ 1,n \ J

)}
; (4.12)

рассматриваем следующий вариант ослабления (4.5): s(f) ∈ Ô[Y ; ε]. Ясно, что (см. (4.7), (4.12))

Ô[Y ; ε] ⊂ O[Y ; ε] ∀ ε ∈] 0,∞ [. (4.13)

В соответствии с (4.12) формируем направленное семейство

N̂
△
=

{
s−1(Ô[Y ; ε]) : ε ∈] 0,∞ [

}
∈ β[Mb(L, η)] (4.14)

и отвечающее ему МП Ŷ:

Ŷ
△
= (AS)[Mb(L, η);R

m; τ
(m)
R

;h; N̂] =
⋂

ε∈] 0,∞ [

cl
(
h1(s−1(Ô[Y ; ε])), τ

(m)
R

)
∈ P(Rm). (4.15)

Заметим, что из (4.10), (4.13) и (4.15) легко следует вложение

Ŷ ⊂ Y. (4.16)

Используя к.-а. меры из Ξb(L, η) в качестве ОЭ, введем вектор-функционалы:

µ 7→
(∫

E

hi dµ
)
i∈1,m

: Ξb(L, η) → R
m, (4.17)

µ 7→
( ∫

E

sj dµ
)
j∈1,n

: Ξb(L, η) → R
n, (4.18)

обозначаемые через h̃ и s̃ соответственно; Y (см. (4.4)) формирует ограничение на µ ∈ Ξb(L, η):

s̃(µ) =
(∫

E

sj dµ
)
j∈1,n

∈ Y.

Следовательно, h̃1(s̃−1(Y )) играет роль обобщенного ДМ. Рассмотрим связь Y, Ŷ и h̃1(s̃−1(Y ))

(см. [17, разд. 6]). Триплеты (Rm, τ
(m)
R

,h) и (Rn, τ
(n)
R

, s) удовлетворяют условиям [17, разд. 6];

в частности, (Rm, τ
(m)
R

) и (Rn, τ
(n)
R

) — хаусдорфовы ТП. Далее (см. (3.5)),

p
△
= (f ∗ η)f∈Mb(L,η) ∈ Ξb(L, η)

Mb(L,η) (4.19)
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обладает тем свойством, что (см. (3.5))

Ξb(L, η) = cl
(
p1(Mb(L, η)), τ∗(L)

)
= cl

(
p1(Mb(L, η)), τ0(L)

)
, (4.20)

причем (см. (3.8), (3.9)) в виде (
Ξb(L, η), τ

∗
b(L, η)

)
(4.21)

имеем непустой компакт. Отметим здесь же, что согласно (4.19) при f ∈ Mb(L, η)

h(f)(i) =

∫

E

hif d η =

∫

E

hi d(f ∗ η) =

∫

E

hi dp(f) = h̃(p(f))(i) = (h̃ ◦ p)(f)(i) ∀i ∈ 1,m.

Получили равенство h = h̃ ◦ p. Аналогичным образом s = s̃ ◦ p. В итоге

(
h = h̃ ◦ p

)
&
(
s = s̃ ◦ p

)
. (4.22)

В силу (3.8) и (3.9) вектор-функционал h̃ (см. (4.17)) непрерывен как отображение из ТП (4.21)

в (Rm, τ
(m)
R

), а s̃ (см. (4.18)) непрерывен как отображение из (4.21) в (Rn, τ
(n)
R

). Согласно (3.5)
и (4.20)

cl
(
p1(Mb(L, η)), τ

∗
b(L, η)

)
= cl

(
p1(Mb(L, η)), τ∗(L)

)
∩ Ξb(L, η) = Ξb(L, η). (4.23)

Тогда (см. (4.21)–(4.23)) (Ξb(L, η), τ
∗
b
(L, η),p, h̃, s̃) — компактифицируемая модель расширения

для (Rm, τ
(m)
R

,h) и (Rn, τ
(n)
R

, s) (см. [17, определение 6.1]). Поскольку ∀z ∈ R
n \ Y ∃ ε ∈] 0,∞ [:

{z̃ ∈ R
n | ‖z̃ − z‖n < ε} ∩O[Y ; ε] = ∅ (см. [17, (5.4)]), то согласно [17, теорема 6.1]

Y = h̃1
(
s̃−1(Y )

)
. (4.24)

Теорема 1. Справедлива цепочка равенств h̃1(s̃−1(Y )) = Y = Ŷ.

Д о к а з а т е л ь с т в о. В силу (4.16) и (4.24) достаточно установить, что

h̃1(s̃−1(Y )) ⊂ Ŷ. (4.25)

Воспользуемся [17, (3.1),(3.2)]. Выберем произвольно z0 ∈ h̃1(s̃−1(Y )), после чего подберем
µ0 ∈ s̃−1(Y ) со свойством z0 = h̃(µ0); z0 ∈ R

m и согласно (4.18) µ0 ∈ Ξb(L, η). Кроме того,

s̃(µ0) =
(∫

E

sj dµ0

)
j∈1,n

∈ Y. (4.26)

Рассмотрим направленность (D(E,L),≺,Θµ0 [·]) в B0(E,L) со свойствами (3.6) при µ = µ0.
Из (3.4) и (3.10) получаем, что Θµ0 [K] ∈ Mb(L, η) при K ∈ D(E,L). Поэтому (D(E,L),≺,Θµ0 [·])
есть направленность в Mb(L, η). В силу ∗-слабой непрерывности h̃ получаем, что

(
D(E,L),≺, h̃ ◦ (Θµ0 [·] ∗ η)

) τ
(m)
R→ h̃(µ0).

При этом (см. (4.22)) в случае K ∈ D(E,L)

(
h̃ ◦ (Θµ0 [·] ∗ η)

)
(K) = h̃

(
Θµ0 [K] ∗ η

)
= h̃

(
p(Θµ0 [K])

)

=
(
h̃ ◦ p

)(
Θµ0 [K]

)
= h

(
Θµ0 [K]

)
=

(
h ◦Θµ0 [·]

)
(K).

Поэтому h̃ ◦ (Θµ0 [·] ∗ η) = h ◦Θµ0 [·], а следовательно, имеем сходимость

(
D(E,L),≺,h ◦Θµ0 [·]

) τ
(m)
R→ z0. (4.27)
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Выберем произвольно Y0 ∈ N̂. Тогда согласно (4.14) для некоторого ε0 ∈] 0,∞ [

Y0 = s−1
(
Ô[Y ; ε0]

)
. (4.28)

Напомним (4.26). В силу непрерывности s̃ имеем из первого положения (3.6) сходимость

(D(E,L),≺, s̃ ◦ (Θµ0 [·] ∗ η))
τ
(n)
R→ s̃(µ0). При K ∈ D(E,L) ввиду (4.22)

(
s̃ ◦ (Θµ0 [·] ∗ η)

)
(K) = s̃

(
Θµ0 [K] ∗ η)

)
= s̃

(
p(Θµ0 [K])

)

=
(
s̃ ◦ p

)(
Θµ0 [K]

)
= s

(
Θµ0 [K]

)
=

(
s ◦Θµ0 [·]

)
(K).

Поэтому s̃ ◦ (Θµ0 [·] ∗ η) = s ◦ Θµ0 [·] и, как следствие, (D(E,L),≺, s ◦ Θµ0 [·])
τ
(n)
R→ s̃(µ0). Это

означает, в частности, что для некоторого K0 ∈ D(E,L) при K ∈ D(E,L) истинна импликация
(K0 ≺ K) ⇒ (‖(s ◦ Θµ0 [·])(K) − s̃(µ0)‖n < ε0). При этом (s ◦ Θµ0 [·])(K) = s(Θµ0 [K]) при K ∈
D(E,L); тогда (K0 ≺ K) ⇒ (‖s(Θµ0 [K]) − s̃(µ0)‖n < ε0). Иными словами, ∀K ∈ D(E,L)

(
K0 ≺ K

)
⇒

(
|s(Θµ0 [K])(j) − s̃(µ0)(j) | < ε0 ∀j ∈ 1,n

)
.

При j ∈ J (см. (4.11)) sj ∈ B0(E,L). Для некоторого K̃0 ∈ D(E,L) имеем ∀K ∈ D(E,L)

(
K̃0 ≺ K

)
⇒

( ∫

E

sjΘµ0 [K] dη =

∫

E

sj dµ0 ∀j ∈ J
)

(см. предложение 1). Выберем мажоранту K∗ для множества {K0; K̃0}; итак, K∗ ∈ D(E,L):
(K0 ≺ K∗)& (K̃0 ≺ K∗). Пусть L ∈ D(E,L) таково, что K∗ ≺ L. Тогда s(Θµ0 [L]) ∈ R

n обладает
свойствами (s(Θµ0 [L])(j) = s̃(µ0)(j) ∀j ∈ J)& (|s(Θµ0 [L])(j)− s̃(µ0)(j)| < ε ∀j ∈ 1,n \ J). В си-

лу (4.26) s(Θµ0 [L]) ∈ Ô[Y ; ε], т. е. Θµ0 [L] ∈ Y0 согласно (4.28). Так как L ∈ D(E,L) со свойством
K∗ ≺ L выбиралось произвольно, установлено следующее положение: ∃K ∈ D(E,L) ∀K ∈
D(E,L) (K ≺ K) ⇒ (Θµ0 [K] ∈ Y0). Итак, ∀Y ∈ N̂ ∃K ∈ D(E,L) ∀K ∈ D(E,L) (K ≺ K) ⇒
(Θµ0 [K] ∈ Y). Поскольку (D(E,L),≺,Θµ0 [·]) — направленность в Mb(L, η), то (см. [17, (3.1),

(3.2)] с учетом (4.27)) z0 ∈ (AS)[Mb(L, η);R
m; τ

(m)
R

;h; N̂] и (см. (4.15)) z0 ∈ N̂; имеем (4.25). �

Заметим, что равенство Y = Ŷ означает свойство асимптотической нечувствительности
при ослаблении условия (4.5) в направлениях, определяемых индексами из J (см. (4.12)). Рас-
смотрим некоторые частные случаи. Отметим следующее очевидное свойство

cl
(
h1(s−1(Y )), τ

(m)
R

)
⊂ h̃1

(
s̃−1(Y )

)
. (4.29)

Предложение 3. Истинна импликация

(
sj ∈ B0(E,L) ∀j ∈ 1,n

)
⇒

(
h̃1(s̃−1(Y )

)
= cl(h1(s−1(Y )), τ

(m)
R

)
)
. (4.30)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть истинна посылка доказываемой импликации (4.30), т. е.

sj ∈ B0(E,L) ∀j ∈ 1,n. (4.31)

Покажем, что справедливо равенство

h̃1
(
s̃−1(Y )

)
= cl

(
h1(s−1(Y )), τ

(m)
R

)
. (4.32)

В силу (4.29) для этого достаточно установить вложение

h̃1
(
s̃−1(Y )

)
⊂ cl

(
h1(s−1(Y )), τ

(m)
R

)
. (4.33)
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Итак, пусть z0 ∈ h̃1(s̃−1(Y )). Тогда z0 ∈ R
m и для некоторой к.-а. меры µ0 ∈ s̃−1(Y )

z0 = h̃(µ0) =
( ∫

E

hi dµ0

)
i∈1,m

; (4.34)

µ0 ∈ Ξb(L, η) по определению s̃, а потому (см. (3.7), (3.10)) Θµ0 [K] ∈ Mb(L, η) при K ∈ D(E,L).

Из (3.6) и (3.8) следует, что (D(E,L),≺, h̃ ◦ (Θµ0 [·] ∗ η))
τ
(m)
R−→ h̃(µ0); используется свойство

непрерывности h̃. При K ∈ D(E,L) имеем (см. (4.3)), что

(
h̃ ◦ (Θµ0 [·] ∗ η)

)
(K) = h̃

(
Θµ0 [K] ∗ η

)
=

(∫

E

hi d (Θµ0 [K] ∗ η)
)
i∈1,m

=
( ∫

E

hi Θµ0 [K] d η
)
i∈1,m

= h
(
Θµ0 [K]

)
=

(
h ◦Θµ0 [·]

)
(K),

а потому реализуется сходимость (D(E,L),≺,h ◦Θµ0 [·])
τ
(m)
R−→ h̃(µ0). Как следствие (см. (4.34)),

получаем сходимость (D(E,L),≺,h ◦Θµ0 [·])
τ
(m)
R−→ z0. По выбору µ0 имеем включение

s̃(µ0) ∈ Y. (4.35)

Далее, в силу (4.31) и предложения 1 получаем для некоторого K̃ ∈ D(E,L), что ∀K ∈ D(E,L)

(
K̃ ≺ K

)
⇒

( ∫

E

sj Θµ0 [K]dη =

∫

E

sj dµ0 ∀j ∈ 1,n
)
.

С учетом (4.3), (4.18) получаем следующее свойство: ∀K ∈ D(E,L)

(
K̃ ≺ K

)
⇒

(
s(Θµ0 [K]) = s̃(µ0)

)
.

Исходя из (4.35), имеем теперь, что ∀K ∈ D(E,L)

(
K̃ ≺ K

)
⇒

(
Θµ0 [K] ∈ s−1(Y )

)
. (4.36)

Пусть ε ∈] 0,∞ [. Тогда Π∗
△
=

{
z ∈ R

m | ‖z0 − z‖m < ε∗
}
∈ N0

τ
(m)
R

(z0), а потому для некоторого

K∗ ∈ D(E,L) имеем при K ∈ D(E,L), что (K∗ ≺ K) ⇒ ((h ◦Θµ0 [·])(K) ∈ Π∗). Иными словами,
при K ∈ D(E,L) со свойством K∗ ≺ K

h
(
Θµ0 [K]

)
∈ Π∗. (4.37)

При этом K̃ ∈ D(E,L) и K∗ ∈ D(E,L), и по свойствам НМ (K̃ ≺ K∗)& (K∗ ≺ K∗) для неко-
торого K∗ ∈ D(E,L). В силу (4.36) Θµ0 [K

∗] ∈ s−1(Y ), причем (см. (4.37)) h(Θµ0 [K
∗]) ∈ Π∗. Из

упомянутых включений имеем h(Θµ0 [K
∗]) ∈ h1(s−1(Y )) ∩ Π∗. Поскольку выбор ε∗ ∈] 0,∞ [

был произвольным, ∀ε ∈] 0,∞ [ ∃ z ∈ h1(s−1(Y )) : ‖z0 − z‖m < ε. Но в этом случае z0 ∈

cl(h1(s−1(Y )), τ
(m)
R

), чем и завершается проверка (4.33), а следовательно, и (4.32). Итак (см.
(4.31), (4.32)), требуемая импликация (4.30) установлена. �

Предложение 4. Истинна импликация

(
(hi ∈ B0(E,L) ∀i ∈ 1,m )& (sj ∈ B0(E,L) ∀j ∈ 1,n )

)
⇒

(
h̃1(s̃−1(Y )) = h1(s−1(Y ))

)
. (4.38)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть истинна посылка доказываемой импликации, т. е.
(
hi ∈ B0(E,L) ∀i ∈ 1,m

)
&
(
sj ∈ B0(E,L) ∀j ∈ 1,n

)
. (4.39)

Согласно предложению 3 имеем (см. (4.39)) равенство h̃1(s̃−1(Y )) = cl(h1(s−1(Y )), τ
(m)
R

), из
которого вытекает следующее вложение

h1
(
s−1(Y )

)
⊂ h̃1

(
s̃−1(Y )

)
. (4.40)

Выберем произвольно z∗ ∈ h̃1(s̃−1(Y )). Тогда z∗ ∈ R
m и для некоторой к.-а. меры µ∗ ∈ s̃−1(Y )

z∗ = h̃(µ∗) =
( ∫

E

hi dµ∗

)
i∈1,m

. (4.41)

Рассмотрим направленность (D(E,L),≺,Θµ∗
[·]) в B0(E,L). При этом µ∗ ∈ Ξb(L, η) (см. (4.18)),

а потому µ∗ ∈ Aη[L] и Vµ∗
[L] 6 b. С учетом (3.7) и (3.10) получаем, что Θµ∗

[K] ∈ Mb(L, η)
при K ∈ D(E,L). Итак, (D(E,L),≺,Θµ∗

[·]) есть направленность в Mb(L, η). Далее, из (4.39) и
предложения 1 вытекает, что для некоторого K∗ ∈ D(E,L) реализуется следующее положение:
при K ∈ D(E,L) со свойством K∗ ≺ K

h
(
Θµ∗

[K]
)
= h̃(µ∗) = z∗ (4.42)

(см. (4.41)). Вместе с тем из предложения 1 и (4.39) следует, что для некоторого K̃ ∈ D(E,L)
реализуется свойство: ∀K ∈ D(E,L) (K̃ ≺ K) ⇒ (s(Θµ∗

[K]) = s̃(µ∗)).

При этом K∗ ∈ D(E,L) и K̃ ∈ D(E,L). Тогда по свойствам НМ для некоторого K̃∗∈ D(E,L)
реализуется (K∗ ≺ K̃∗)& (K̃ ≺ K̃∗). Для Θµ∗

[K̃∗] ∈ Mb(L, η) имеем свойство

s
(
Θµ∗

[K̃∗]
)
= s̃(µ∗) ∈ Y (4.43)

(напомним, что µ∗ ∈ s̃−1(Y ), причем (см. (4.42)) h(Θµ∗
[K̃∗]) = z∗). Поэтому (см. (4.43))

Θµ∗
[K̃∗] ∈ s−1(Y ), а в таком случае z∗ ∈ h1(s−1(Y )), чем и завершается проверка вложе-

ния h̃1(s̃−1(Y )) ⊂ h1(s−1(Y )). С учетом (4.40) получаем требуемое равенство h̃1(s̃−1(Y )) =
h1(s−1(Y )). Итак (см. (4.39)), установлена истинность импликации (4.38). �

Следует подчеркнуть, что в силу (1.5), (4.10), (4.15) и теоремы 1 h̃1(s̃−1(Y )) ∈ CRm [τ
(m)
R

], а
потому предложение 4 указывает условия, достаточные для замкнутости множества h1(s−1(Y )).

5. Окрестностная реализация свойства асимптотической
нечувствительности

В настоящем разделе мы рассмотрим полезное следствие теоремы 1, а затем и предложе-
ний 3 и 4. Здесь опираемся на работу [19, следствие 3.1.5]. В этой связи заметим, что h̃ есть

непрерывное отображение компакта (4.21) в хаусдорфово ТП (Rm, τ
(m)
R

). Поэтому (см. [19, тео-

рема 3.1.12]) отображение h̃ замкнуто. Кроме того, h̃1(Ξb(L, η)) — компактное множество (см.

[11, (2.8.5)]). Отметим следствие положения [19, следствие 3.1.5]: если X ∈ P ′(CRm [τ
(m)
R

]) и

G ∈ τ
(m)
R

, то в случае, когда в семействе X имеется компактное (в смысле τ
(m)
R

) множество

и
⋂

X∈X

X ⊂ G, непременно ∃ k ∈ N ∃ (Xi)i∈1,k ∈ X k :
k⋂

i=1
Xi ⊂ G; называем данное положение

свойством C. По аналогии с (4.7) введем при D ∈ P(Rm) и ε ∈] 0,∞ [ открытую ε-окрестность

O[D; ε]
△
=

{
z ∈ R

m | ∃ d ∈ D : ‖d− z‖m < ε
}
∈ τ

(m)
R

(5.1)

множества D; множество (5.1) используем в качестве G в свойстве C (само множество D можно

конструировать в виде пересечения множеств непустого подсемейства CRm [τ
(m)
R

]).
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Предложение 5. Если ε ∈] 0,∞ [, то

∃ ζ ∈] 0,∞ [ : h̃1(s̃−1(Y )) ⊂ cl
(
h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)

⊂ cl
(
h1(s−1(O[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂ O[h̃1(s̃−1(Y )); ε].

(5.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем ε0 ∈] 0,∞ [; определим в свойстве (C) G в виде
O[h̃1(s̃−1(Y )); ε0]. Далее будем использовать (4.10) и (4.15). В самом деле,

h̃1
(
s̃−1(Y )

)
⊂ O[h̃1(s̃−1(Y )); ε0],

а потому (см. (4.10), теорема 1)
⋂

ε∈] 0,∞ [

cl
(
h1(s−1(O[Y ; ε])), τ

(m)
R

)
⊂ O[h̃1(s̃−1(Y )); ε0];

X
△
= {cl(h1(s−1(O[Y ; ε])), τ

(m)
R

) : ε ∈] 0,∞ [} есть непустое семейство замкнутых множеств.

Каждое из этих множеств содержится в компакте h̃1(Ξb(L, η)) и замкнуто в ТП

(
h̃1(Ξb(L, η)), τ

(m)
R

|
h̃1(Ξb(L,η))

)
,

которое компактно; X ∈ X компактно в упомянутом ТП и в силу транзитивности операции

перехода к подпространству компактно в (Rm, τ
(m)
R

). Итак, условия, обеспечивающие свой-
ство (C), в нашем случае выполнены и для некоторых k ∈ N и (εi)i∈1,k ∈] 0,∞ [k

k⋂

i=1

cl
(
h1(s−1(O[Y ; εi])), τ

(m)
R

)
⊂ O[h̃1(s̃−1(Y )); ε0].

Тогда ζ
△
= min

i∈1,k
εi ∈] 0,∞ [ и, как легко видеть,

cl
(
h1(s−1(O[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂

k⋂

i=1

cl
(
h1(s−1(O[Y ; εi])), τ

(m)
R

)
⊂ O[h̃1(s̃−1(Y )); ε0]. (5.3)

Далее, из (4.13) и (5.3) следует цепочка вложений

cl
(
h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂ cl

(
h1(s−1(O[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂ O[h̃1(s̃−1(Y )); ε0]. (5.4)

Согласно (4.15) и теореме 1 h̃1(s̃−1(Y )) ⊂ cl(h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ
(m)
R

), откуда (см. (5.4)) вытекает
(5.2) при ε = ε0. Поскольку ε0 ∈] 0,∞ [ выбиралось произвольно, предложение доказано. �

Следствие 1. Если ε ∈] 0,∞ [, то

∃ ζ ∈] 0,∞ [ : cl
(
h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂ cl

(
h1(s−1(O[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)

⊂ O[cl(h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ
(m)
R

); ε].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем ε ∈] 0,∞ [; подберем (см. (5.2)) ζ ∈] 0,∞ [ так, что

h̃1(s̃−1(Y )) ⊂ cl
(
h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂ cl

(
h1(s−1(O[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂ O[h̃1(s̃−1(Y )); ε]. (5.5)

Из (5.5) вытекает, однако, что

O[h̃1(s̃−1(Y )); ε] ⊂ O[cl(h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ
(m)
R

); ε]. (5.6)

Теперь из (5.5) и (5.6) получаем цепочку вложений

cl
(
h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂ cl

(
h1(s−1(O[Y ; ζ])), τ

(m)
R

) ⊂ O[cl(h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ
(m)
R

); ε]. �
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Предложение 6. Истинна импликация

(
J = 1,n

)
⇒

(
∀ε ∈] 0,∞ [ ∃ ζ ∈] 0,∞ [ : h1(s−1(Y )) ⊂ h1(s−1(O[Y ; ζ]))

⊂ O[h1(s−1(Y )); ε]
)
.

(5.7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть J = 1,n. Тогда sj ∈ B0(E,L) ∀j ∈ 1,n. Фиксируем
ε ∈] 0,∞ [. С учетом следствия 1 подберем ζ ∈] 0,∞ [ со свойством

cl
(
h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂ cl

(
h1(s−1(O[Y ; ζ])), τ

(m)
R

)
⊂ O[cl(h1(s−1(Ô[Y ; ζ])), τ

(m)
R

); ε]. (5.8)

Для нас существенно последнее вложение. В силу (4.12) Y ⊂ Ô[Y ; ζ], а потому, как следствие,
h1(s−1(Y )) ⊂ h1(s−1(Ô[Y ; ζ])). Учтем (4.13). Тогда

h1
(
s−1(Y )

)
⊂ h1

(
s−1(Ô[Y ; ζ])

)
⊂ h1

(
s−1(O[Y ; ζ])

)
. (5.9)

В нашем случае (ступенчатых функций s1, . . . , sn) из (4.12) следует равенство Ô[Y ; ζ] = Y.

В соответствии с (5.8) h1(s−1(Ô[Y ; ζ])) ⊂ cl(h1(s−1(O[Y ; ζ])), τ
(m)
R

) ⊂ O[cl(h1(s−1(Y )), τ
(m)
R

); ε],

где O[h1(s−1(Y )); ε] = O[cl(h1(s−1(Y )), τ
(m)
R

); ε]. Поэтому (см. (5.9), (4.15))

h1(s−1(Y )) ⊂ h1(s−1(O[Y ; ζ])) ⊂ O[h1(s−1(Y )); ε].

Поскольку ζ ∈] 0,∞ [, а ε ∈] 0,∞ [ выбиралось произвольно, получаем утверждение следствия
импликации (5.7). �

6. Пример (причаливание к неподвижной точке)

Рассмотрим теперь простейший пример задачи управления материальной точкой (МТ)

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = f(t), (6.1)

t ∈ [0, 1], полагая для простоты, что x1(0) = x2(0) = 0. Итак, в начальный момент времени
МТ покоится в нуле. В качестве f в (6.1) будем использовать кусочно-постоянные (к.-п.) и
непрерывные справа (н. спр.) в/з функции на [ 0, 1 [ со свойством

1∫

0

|f(t)| dt 6 2. (6.2)

Через F обозначаем сейчас множество всех к.-п. и н. спр. в/з функций на [ 0, 1 [ со свой-
ством (6.2). Рассмотрим вопрос о переводе МТ (6.1) в состояние

x1(1) = 1, x2(1) = 0; (6.3)

такой перевод можно рассматривать как причаливание данной МТ к точке 1 по координате.

Легко видеть (при условии (6.2)), что (6.3) неосуществимо. С другой стороны,

∀ ε ∈] 0,∞ [ ∃ f ∈ F :
( ∣∣∣

1∫

0

(1− t)f(t) dt− 1
∣∣∣ < ε

)
&
( 1∫

0

f(t) dt = 0
)
.

Данное свойство может быть реализовано в классе управлений fδ ∈ F, где δ ∈] 0, 1/2 [, вида

(fδ(t)
△
= 1/δ ∀ t ∈ [ 0, δ [)& (fδ(t)

△
= 0 ∀ t ∈ [ δ, 1 − δ [)& (fδ(t)

△
= −(1/δ) ∀ t ∈ [ 1− δ, 1 [).
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Полагаем до конца настоящего раздела, что E = [ 0, 1 [ и L = {[pr1(z),pr2(z) [ : z ∈ [0, 1] ×
[0, 1]}, получая в виде (E,L) ИП с полуалгеброй множеств, т. е. L ∈ Π[E]. Данное ИП рассмат-
ривалось в работах [16, § 3.9] и [20, гл. 8]. В частности, в [16, с. 184] введена функция длины,
определенная на L и являющаяся, конечно, неотрицательной к.-а. мерой. В этой связи усло-
вимся, что в настоящем разделе к.-а. мера η из разд. 4 есть упомянутая функция длины, т. е.

η ∈ (add)+[L] такова, что η(∅)
△
= 0 и η(L)

△
= sup(L) − inf(L) при L ∈ L \ {∅}. Более того (см.

[20, замечание 8.4.1]), данная мера η счетно-аддитивна и является сужением на L меры Ле-
бега. Укажем на очевидную связь η-интегрирования в смысле [16, гл. 3] и интегрирования по
Риману непрерывных функций на [0, 1], отмеченную в работе [21, § 8] (см. [21, (8.8)]), которая
на самом деле реализуется не только в случае непрерывных функций. Вернемся к (6.3). Тогда

F∂
△
=

{
f ∈ F

∣∣
( 1∫

0

(1− t)f(t) dt = 1
)
&
( 1∫

0

f(t) dt = 0
)}

= ∅ (6.4)

(используемые в (6.4) римановские интегралы совпадают здесь с соответствующими η-интегра-
лами в смысле [16, гл. 3]; подобные обстоятельства учитываются и в дальнейшем; см. [16, § 3.4]).

Напомним, что (6.3) может быть реализовано на F с любой степенью точности. Рассмотрим
теперь вопросы, связанные с реализацией (6.3) в классе ОУ; речь пойдет о мерах из Ξ2(L, η).
Если t ∈ E, то через δt обозначаем далее в настоящем разделе след меры Дирака, сосредото-
ченной в t, на полуалгебру L : δt ∈ (add)+[L], и при этом ∀L ∈ L

(
(t ∈ L) ⇒ (δt(L) = 1)

)
&
(
(t /∈ L) ⇒ (δt(L) = 0)

)
; (6.5)

мера δt счетно-аддитивна. Семейство F0
△
= {[a, 1 [ : a ∈ E} ∈ P ′(L) есть ультрафильтр ИП

(E,L), и мы полагаем, что ν0 ∈ (add)+[L] обладает (см. [16, с. 180, 181]) представлением

(ν0(L)
△
= 1 ∀L ∈ F0)& (ν0(L)

△
= 0 ∀L ∈ L \ F0). При g ∈ B(E,L) в виде ν0-интеграла g

имеем (см. [16, (3.9.37), (3.9.48)]) предел слева функции g в точке 1, т. е.

∫

E

g dν0 = lim
t↑1

g(t) ∈ R (6.6)

(см. [16, определение 3.9.1]). Тогда с учетом (6.5) получаем, что

∫

E

(1− t)(δ0 − ν0) (dt) =

∫

E

(1− t)δ0 (dt)−

∫

E

(1− t)ν0 (dt) = 1− 0 = 1.

Более того, имеет место равенство (получаем синглетон)

{
µ ∈ Ξ2(L, η)

∣∣
( ∫

E

(1− t)µ (dt) = 1
)
&(µ(E) = 0)

}
= {δ0 − ν0}. (6.7)

7. Область достижимости и релаксация краевых условий

В настоящем разделе рассматривается одна конкретизация построений разд. 5, 6; она от-
вечает вопросу, связанному со свойствами ОД линейной системы при релаксации краевых
условий в случае импульсных ограничений на выбор управления.

Итак, фиксируем t0 ∈ R и ϑ0 ∈ R со свойством t0 < ϑ0. Полагаем в данном разделе,
что E = [ t0, ϑ0 [ (в предыдущем разделе анализировался частный случай t0 = 0, ϑ0 = 1).
Полагаем также, что полуалгебра L ∈ Π[E] состоит только из множеств, измеримых по Лебегу,
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и [ c, d [∈ L при c ∈ [t0, ϑ0] и d ∈ [t0, ϑ0]. Фиксируем n ∈ N в качестве размерности фазового
вектора системы

ẋ(t) = f(t)m(t), (7.1)

функционирующей на промежутке [t0, ϑ0]; итак, x(t) ∈ R
n. В (7.1) m = m(·) есть отображение

из E в R
n с компонентами mj

△
= (m(t)(j))t∈E ∈ R

E ∀ j ∈ 1, n. Полагаем, что все эти компоненты
суть ярусные функции на (E,L), т. е. mj ∈ B(E,L) ∀j ∈ 1, n. Следовательно, вектор-функция
m в (7.1) ярусна покомпонентно.

Выбор системы вида (7.1) не является экзотическим, поскольку рассматривается задача
управления с фиксированным моментом окончания и скалярным управлением. Можно вос-
пользоваться в случае линейной системы более общего вида известным преобразованием (см.,
например, [22, c. 85, 86]). В качестве меры η используем след меры Лебега на полуалгебру L;
она счетно-аддитивна. Исходим из того, что начальное состояние системы (7.1) совпадает с
началом координат, т. е. x(t0) = x0, где x0(j) = 0 ∀ j ∈ 1, n (в противном случае можно ис-
пользовать сдвиг множества, аналогичного (4.4)). Сохраняем ресурсное ограничение b ∈ R+

и полагаем в (7.1), что f ∈ Mb(L, η). Сопоставляем управлению f ∈ Mb(L, η) траекторию xf

в виде непрерывной функции из [t0, ϑ0] в R
n со значениями

xf (t)
△
= x0 +

∫

[ t0,t [

f(τ)m(τ)η (dτ) ∀ t ∈ [t0, ϑ0], (7.2)

определяя интеграл вектор-функции как вектор интегралов ее скалярных компонентов. Впро-
чем, нам потребуется только терминальное состояние (7.2):

xf (ϑ0) = x0 +

∫

E

f(τ)m(τ)η (dτ) =
(∫

E

f(τ)mi(τ)η (dτ)
)
i∈1,n

∈ R
n ∀ f ∈ Mb(L, η) (7.3)

(учтено зануление x0). Cогласно (7.3) имеем тогда, что

xf,i(ϑ0)
△
= xf (ϑ0)(i) =

∫

E

f(τ)mi(τ)η (dτ) =

∫

E

f mi dη ∈ R ∀ f ∈ Mb(L, η) ∀ i ∈ 1, n.

Пусть q ∈ 1, n и r ∈ 1, n. Фиксируем Y ∈ CRq [τ
(q)
R

] \ {∅} и определяем краевое условие в виде

(
xf,j(ϑ0)

)
j∈1,q

∈ Y, (7.4)

где f ∈ Mb(L, η). Кроме того, полагаем p
△
= n−r+1, получая p ∈ N и равенство {(r−1)+i : i ∈

1, p} = r, n. Тогда результатом действия f полагаем вектор

(
xf,(r−1)+i(ϑ0)

)
i∈1,p

∈ R
p. (7.5)

Определяем ОД по части координат как множество всех векторов (7.5) при переборе f ∈
Mb(L, η) со свойством (7.4).

Теперь мы введем аналоги (4.2), (4.3) при m = p и n = q. Итак,

(
hi

△
= m(r−1)+i ∀ i ∈ 1, p

)
&
(
sj

△
= mj ∀ j ∈ 1, q

)
. (7.6)

Далее вводим вектор-функционалы h : Mb(L, η) → R
p, s : Mb(L, η) → R

q; при f ∈ Mb(L, η)

(
h(f)

△
=

( ∫

E

hi f dη
)
i∈1,p

=
(
xf,(r−1)+i(ϑ0)

)
i∈1,p

)

&
(
s(f)

△
=
( ∫

E

sj f dη
)
j∈1,q

=
(
xf,j(ϑ0)

)
j∈1,q

)
,

(7.7)
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где учитывается (7.6). Согласно (7.7) нужная ОД есть h1(s−1(Y )); получаем (при m = p и
n = q) вариант задачи, исследуемой в разд. 5 и 6. Соответственно, все положения разд. 5, 6
здесь сохраняют силу (рассматриваем МП (4.10) и (4.15), отвечающие ОАХ (4.9), (4.14) при
упомянутой конкретизации m и n; вводим варианты h̃ и s̃; создаем ОД h̃1(s̃−1(Y )) (по части
координат) в классе ОУ, совпадающую с каждым из упомянутых МП ввиду теоремы 1, после
чего получаем положения разд. 6 относительно свойств асимптотической нечувствительности
и устойчивости ОД при ослаблении ограничения (7.4)).

Теперь вернемся к обсуждению примера предыдущего раздела, полагая в дальнейшем
t0 = 0 и ϑ0 = 1. Кроме того, напомним, что полуалгебра L ∈ Π[E], где E = [ 0, 1 [, сейчас

определяется в виде L
△
= {[pr1(z),pr2(z) [ : z ∈ [0, 1] × [0, 1]}. Далее, при 2 < n введем некото-

рую детализацию компонент вектор-функции m (продолжаем изучение системы (7.1), полагая
t0 = 0 и ϑ0 = 1). Пусть q = 2 и при t ∈ E

(
m1(t) = 1− t

)
&
(
m2(t) = 1

)
. (7.8)

Итак (см. (7.8)), мы фактически рассматриваем (6.1) как подсистему (7.1). Полагаем, что J =
{2} (выделили в число “особых” координат фазового вектора только одну). Далее, множество Y
(см. (4.4)), где n = q = 2, в нашем случае состоит из одного вектора y ∈ R

2 с координатами

y(1)
△
= 1 и y(2)

△
= 0. При ε ∈] 0,∞ [ множество O[Y ; ε] является фактически прямоугольником

] 1−ε, 1+ε [×]−ε, ε [, а множество Ô[Y ; ε] отождествимо с ] 1−ε, 1+ε [×{0}. Посредством (7.8)

определяются функции s1 и s2 соответственно; имеем b
△
= 2, ε ∈] 0,∞ [,

s−1(O[Y ; ε]) =
{
f ∈ M2(L, η)

∣∣
( ∣∣∣

∫

E

(1− t)f(t)η (dt)− 1
∣∣∣ < ε

)

&
( ∣∣∣

∫

E

f(t)η (dt)
∣∣∣ < ε

)}
∈ P(M2(L, η)),

(7.9)

s−1(Ô[Y ; ε]) =
{
f ∈ M2(L, η)

∣∣
( ∣∣∣

∫

E

(1− t)f(t)η (dt)− 1
∣∣∣ < ε

)

&
( ∫

E

f(t) η (dt) = 0
)}

∈ P(M2(L, η)).

(7.10)

Сохраняем предположения относительно r и p, а также соглашения (7.6). Посредством пер-
вого условия в (7.7) формируется вектор-функционал h (учитывается первое положение в
(7.6)). С учетом (4.9) и (7.9) формируем направленное семейство N в M2(L, η); аналогично
с использованием (4.14) и (7.10) получаем направленное семейство N̂. Как следствие, реали-
зуются варианты МП Y и Ŷ (см. (4.10), (4.15)). Рассмотрим конкретный вариант множества
h̃1(s̃−1(Y )), используя (4.17) и (4.18). Исходя из одноэлементности Y , имеем (см. (6.7), (7.8))

s̃−1(Y ) =
{
µ ∈ Ξ2(L, η)

∣∣
( ∫

E

(1− t)µ (dt) = 1
)
&(µ(E) = 0)

}
= {δ0 − ν0},

получая синглетон, отвечающий к.-а. мере δ0 − ν0. Поэтому в нашем случае

h̃1
(
s̃−1(Y )

)
=

{
h̃(δ0 − ν0)

}
, (7.11)

т. е. ОД в классе ОУ есть синглетон, отвечающий элементу h̃(δ0 − ν0), где согласно (7.6)

h̃(δ0 − ν0) =
(∫

E

hi d(δ0 − ν0)
)
i∈1,p

=
(∫

E

m(r−1)+i d(δ0 − ν0)
)
i∈1,p

∈ R
p. (7.12)
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В силу (7.11) и теоремы 1 вектор (7.12) определяет МП Y и Ŷ: в нашем случае

Y = Ŷ = h̃1
(
s̃−1(Y )

)
=

{
h̃(δ0 − ν0)

}
, (7.13)

причем согласно (7.12) и [16, предложение 3.4.1] имеем

h̃(δ0 − ν0) =
(∫

E

hi dδ0 −

∫

E

hi dν0

)
i∈1,p

=
(
hi(0)−

∫

E

hi dν0

)
i∈1,p

=
(
hi(0) − lim

t↑1
hi(t)

)
i∈1,p

=
(
m(r−1)+i(0)− lim

t↑1
m(r−1)+i(t)

)
i∈1,p

,

где учтены представления (6.6) и (7.6). Напомним в связи с (7.13), что F∂ = ∅. При этом
согласно (6.4) и (7.8)

s−1(Y ) = s−1
(
{y}

)
=

{
f ∈ M2(L, η)

∣∣
( 1∫

0

(1− t)f(t) dt = 1
)
&
( 1∫

0

f(t) dt = 0
)}

= F∂.

Поэтому в рассматриваемом случае s−1(Y ) = ∅, а тогда h1(s−1(Y )) = ∅ = cl(h1(s−1(Y )), τ
(p)
R

).

С учетом (7.13) получаем, что (в примере) h̃1(s̃−1(Y )) 6= cl(h1(s−1(Y )), τ
(p)
R

). Возвращаясь к
(7.13), отметим (см. (7.9), (7.10)), что требование зануления x2(1) следует признать “грубым”:
ε-ослабление данного условия не влияет (при ε ↓ 0) на структуру МП. C использованием
предложения 5 и следствия 1 упомянутому свойству “грубости” (асимптотической нечувстви-
тельности) можно придать окрестностную форму.
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