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Для широкого класса линейных систем с последействием рассматривается задача о достижимости за-
данной системы целевых значений при полиэдральных ограничениях на управление. Цель управления
задается конечной системой линейных функционалов ℓi, i = 1, . . . , N . С учетом этого в работе исполь-
зуется более точный термин “ℓ-достижимость”. Общий вид функционалов позволяет охватить в качестве
частных случаев терминальные, многоточечные, интегральные целевые условия и их линейные комби-
нации. Для рассматриваемого класса систем задача об ℓ-достижимости сводится к варианту проблемы
моментов. Одна из особенностей рассматриваемой задачи заключается в учете случайных возмущений
элементов моментной матрицы. Эти возмущения приводят к искажению нижних и верхних по включению
аппроксимаций множества ℓ-достижимости. Для получения гарантированного результата предлагаются
специальные процедуры, позволяющие строить программные управления со следующими свойствами.
Во-первых, реализация таких управлений приводит к траекториям, на которых целевые функционалы
принимают достижимые значения. Во-вторых, вычисление достижимых значений удается сопровождать
гарантированными оценками погрешностей, связанных с возмущениями элементов моментной матрицы.
При этом каждой координате вектора целевых значений сопоставляется не только отрезок возможных
значений, но и соответствующая плотность вероятности их распределения. Последнее свойство позволяет
дать погрешностям вероятностные характеристики.
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1. Введение

В настоящей работе для широкого класса линейных систем с последействием рассматри-
вается задача о достижимости заданной системы целевых значений при полиэдральных огра-
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ничениях на управление. Цель управления задается конечной системой линейных функциона-
лов ℓi, i = 1, . . . , N . Имея это в виду, мы используем более точный термин “ℓ-достижимость”.
Общий вид функционалов позволяет охватить в качестве частных случаев терминальные,
многоточечные, интегральные целевые условия и их линейные комбинации. Для рассматри-
ваемого класса систем задача об ℓ-достижимости сводится к варианту проблемы моментов,
фундаментальная роль которой в исследовании задач управления линейными системами опи-
сана Н.Н.Красовским в классической монографии [1]. Одна из особенностей рассматриваемой
задачи заключается в учете случайных возмущений элементов моментной матрицы. Эти воз-
мущения приводят к искажению нижних и верхних по включению аппроксимаций множества
ℓ-достижимости. В силу этого для получения гарантированного результата требуются спе-
циальные процедуры, позволяющие строить программные управления, реализация которых
приводит к траекториям, на которых 1) целевые функционалы принимают достижимые зна-
чения и 2) вычисление таких значений удается сопровождать гарантированными оценками
погрешностей, связанных с возмущениями элементов моментной матрицы. При этом каждой
координате вектора целевых значений сопоставляется не только отрезок возможных значений,
но и соответствующая плотность вероятности их распределения, что позволяет дать погреш-
ностям вероятностные характеристики.

Несмотря на значительное число работ отечественных и зарубежных авторов, посвящен-
ных различным аспектам исследования множеств достижимости, активность специалистов в
этой сфере не убывает и круг рассматриваемых вопросов как в части фундаментальной теории,
так и в части приложений продолжает расширяться. В обзоре [2] дано описание современного
состояния проблем конструктивной аппроксимации множеств достижимости для непрерывных
и гибридных систем. В центре внимания находятся методы, основанных преимущественно на
распространении множеств. Начиная с набора начальных состояний, эти методы итеративно
распространяют последовательность множеств в соответствии с динамикой системы. Отдель-
ный раздел этой работы посвящен некоторым классам множеств, удобных для компьютерной
реализации описываемых алгоритмов. Обсуждаются примеры успешного применения анализа
достижимости к актуальным прикладным задачам.

Все большее внимание привлекают задачи достижимости с неполной информацией. Так, в
работе [3] рассматриваются задачи достижимости и построения оценок множеств достижимо-
сти для линейных систем с дискретным временем и неопределенностями в начальных услови-
ях, матрицах коэффициентов и аддитивных воздействиях. Неопределенности стеснены задан-
ными параллелепипедозначными, интервальными и интегральными неквадратичными огра-
ничениями соответственно. Предлагаются способы построения параметризованных семейств
внешних и внутренних полиэдральных оценок множеств достижимости в виде политопов спе-
циального типа. На их основе строятся внешние параллелепипедозначные и внутренние парал-
лелотопозначные оценки. Все оценки находятся по явным формулам из систем рекуррентных
соотношений.

Авторы статьи [4] исследуют проблему стохастической достижимости для линейных систем
с аддитивной стохастической неопределенностью, стремясь при этом вычислить максималь-
ную вероятность того, что состояния достигнут целевого набора в конечное время. Исполь-
зуются методы, основанные на выборке, и предлагается нижняя граница количества сцена-
риев, гарантирующих, что эта оценка дает заниженное приближение. Из-за вероятностного
характера методов сама гарантия занижения является вероятностной и может быть использо-
вана для удовлетворения предписанного вероятностного уровня достоверности. Для уменьше-
ния вычислительной сложности предлагается использовать разбиение Вороного при проверке
ограничений. Авторы предлагают систематический подход к отбору репрезентативных ячеек
и поиска компромисса между количеством ячеек, необходимым для обеспечения точности, и
вычислительными затратами.

Особое внимание уделяется компромиссу между точностью описания множества дости-
жимости и временем, затрачиваемым на решение этой задачи. Так, в работе [5] используются
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методы машинного обучения для разработки алгоритмов на основе запросов для приближенно-
го, но в режиме реального времени решения проблемы достижимости. В частности, показано,
что с помощью обучающего набора предварительно решенных двухточечных краевых задач
можно классифицировать достижимые с учетом затрат множества, используя либо локально
взвешенную линейную регрессию, либо механизм опорных векторов. При этом ошибки клас-
сификации порядка 10 процентов в среднем достигаются за время меньшее на 4 порядка по
сравнению с точными методами.

В ряде актуальных прикладных задач, например в робототехнике, требуется строить удо-
влетворительное приближение для множеств достижимости в реальном времени, одно из ре-
шений этой проблемы связано с применением параллельных вычислений. Отметим работу [6],
в которой исследуется эффективность применения технологии параллельных вычислений на
многопроцессорных системах с общей памятью для задач приближенного построения мно-
жеств достижимости нелинейных управляемых систем в конечномерном евклидовом простран-
стве. В рамках исследования предложен параллельный алгоритм, основанный на пошаговой
вычислительной схеме с использованием узлов “кубических” сеток для аппроксимации мно-
жеств. Предложенный алгоритм предназначен для проведения расчетов на ЭВМ архитектуры
SMP и решает вопросы разделения задачи на отдельные подзадачи, синхронизации работы па-
раллельных частей алгоритма и равномерного распределения нагрузки между процессорами.
Численное моделирование примеров на ЭВМ с двумя 4-ядерными процессорами с использо-
ванием предложенного в статье параллельного алгоритма показало высокую эффективность
применения технологии параллельных вычислений для расчета множеств достижимости се-
точными методами.

В статье [7] предлагается новый сеточный алгоритм построения множеств достижимости
нелинейных управляемых систем. Основная идея предложенного алгоритма состоит в том,
чтобы вычислять граничные точки с максимально возможной точностью.

Сложность исследования задач достижимости приводит к попыткам привлечь методы сто-
хастического моделирования и методы глубокого машинного обучения. Примером может слу-
жить работа [8]. В этой статье предлагается простой, но эффективный подход, основанный на
выборке, для выполнения анализа достижимости произвольных динамических систем. Ключе-
вая новая идея здесь состоит в использовании теории случайных множеств, чтобы дать стро-
гую интерпретацию предлагаемого метода и доказать, что он возвращает множества, которые
гарантированно сходятся к выпуклой оболочке достижимых множеств. Кроме того, использу-
ются новые результаты по глубокому обучению и предлагается новый подход к состязательной
выборке, чтобы повысить надежность алгоритма и ускорить его сходимость. Авторы демон-
стрируют, что разработанный метод быстрее и менее консервативен, чем ранее известные, а
также представляют результаты анализа приближенной достижимости для нейронных сетей
и робастной оптимизации траекторий многомерных нелинейных систем с неопределенной раз-
мерностью.

Сложность построения аппроксимаций множеств достижимости существенно зависит от
характера ограничений на фазовые и управляющие переменные. Среди работ, предлагающих
алгоритмы для разнотипных ограничений, отметим работу [9], в которой рассматривается
задача приближенного построения множеств достижимости линейной управляемой системы,
когда управляющее воздействие стеснено одновременно геометрическим и несколькими ин-
тегральными ограничениями. Предлагается вариант перехода от непрерывной к дискретной
системе путем равномерного разбиения временного отрезка и замене управлений на шаге раз-
биения их средними значениями. Доказана сходимость множества достижимости аппроксими-
рующей системы к множеству достижимости исходной системы в хаусдорфовой метрике при
стремлении шага дискретизации к нулю, получена оценка скорости сходимости. Предложен
алгоритм построения границы множеств достижимости, основанный на решении семейства
задач конического программирования.

Отдельное направление связано с параметризацией исследуемого семейства систем управ-
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ления и изучением зависимости от параметра множеств достижимости и интегральных воро-
нок [3; 10].

Следует отметить устойчивую тенденцию разработки и сравнительного анализа компью-
терного инструментария для исследования задач достижимости (см., например, [11] и [12]).

2. Постановка задачи

При описании рассматриваемой непрерывно-дискретной системы управления мы следуем
обозначениям работы [13].

Фиксируем отрезок [0, T ] ⊂ R. Через Ln = Ln[0, T ] обозначим пространство суммируемых

функций y : [0, T ] → R
n с нормой ‖y‖Ln =

∫ T

0
|y(s)|n ds, где | · |n — норма в пространстве R

n;

Ln
2 = Ln

2 [0, T ] — пространство суммируемых с квадратом функций u : [0, T ] → R
r, в кото-

ром скалярное произведение определено равенством (u, v) =

∫ T

0
u′(s)v(s) ds, (·)′ — символ

транспонирования.
Пространство ACn = ACn[0, T ] — пространство абсолютно непрерывных функций x :

[0, T ] → R
n с нормой ‖x‖ACn = ‖ẋ‖Ln + |x(0)|n.

Для определения значений дискретного аргумента фиксируем множество J={t0, t1, . . . , tµ},
0 = t0 < t1 < . . . < tµ = T. Пространство фазовых компонент с дискретным временем
FDν(µ) = FDν{t0, t1, . . . , tµ} определяется как пространство функций z : J → R

ν с нормой

‖z‖FDν(µ) =

µ
∑

i=0

|z(ti)|ν .

Рассмотрим систему управления

ẋ = T11x + T12z + Fu,

z = T21x + T22z + Gu,
(2.1)

где линейные ограниченные вольтерровы операторы Tij, i, j = 1, 2, определены следующими
соотношениями.

• Оператор T11 действует из ACn в Ln,

(T11x)(t) =

t
∫

0

K1(t, s)ẋ(s) ds +A1(t)x(0), t ∈ [0, T ].

Здесь элементы k1ij(t, s) ядра K1(t, s) удовлетворяют условию K: k1ij(t, s), i, j = 1, . . . , n,
измеримы на множестве 0 ≤ s ≤ t ≤ T , и существует суммируемая неотрицательная функция
κ(·) ∈ L1[0, T ], такая что |k1ij(t, s)| ≤ κ(t), t ∈ [0, T ], i, j = 1, . . . , n; (n × n)-матрица A1 имеет
суммируемые на [0, T ] элементы.

• Оператор T12 действует из FDν(µ) в Ln,

(T12z)(t) =
∑

{j:tj≤t}

B1
j (t)z(tj), t ∈ [0, T ],

элементы матриц B1
j , j = 0, , . . . , µ, суммируемы на [0, T ].

• Оператор T21 действует из ACn в FDν(µ),

(T21x)(ti) =

ti
∫

0

K2
i (s)ẋ(s)ds + A2

i x(0), i = 0, 1, . . . , µ,
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элементы матриц K2
i измеримы и ограничены в существенном на [0, T ], A2

i , i = 0, 1, . . . , µ, —
постоянные (ν × n)-матрицы.

• Оператор T22 действует из FDν(µ) в FDν(µ),

(T22z)(ti) =
i−1
∑

j=0

B2
ijz(tj), i = 1, . . . , µ,

B2
ij — постоянные (ν × ν)-матрицы.

Операторы F и G, отвечающие за реализацию управляющих воздействий, определены сле-
дующим образом. Оператор F : Lr

2 → Ln линеен, ограничен и вольтерров. Напомним, что опе-
ратор F является вольтерровым, если для каждого τ ∈ (0, T ) равенство (Fu)(t) = 0, t ∈ [0, τ ],
имеет место для всех u ∈ Lr

2, таких что u(t) = 0 на [0, τ ]. Оператор G : Lr
2 → FDν(µ) —

линейный ограниченный и вольтерров. Всякий такой оператор имеет представление

(Gu)(ti) =

ti
∫

0

Gi(s)u(s) ds,

где Gi(s), i = 1, . . . , µ, — (ν × r)-матрицы с квадратично суммируемыми элементами.

Без ограничения общности считаем нулевым заданное начальное состояние системы (2.1):

x(0) = 0, z(0) = 0. (2.2)

Для задания цели управления используется линейный ограниченный вектор-функционал ℓ :
ACn × FDν(µ) → R

N , который будем называть целевым. Общий вид такого вектор-функцио-
нала определяется равенством

ℓ(x, z) = Ψx(0) +

T
∫

0

Φ(s)ẋ(s) ds+

µ
∑

i=0

Γi z(ti),

где Ψ — постоянная (N × n)-матрица, (N × n)-матрица Φ имеет измеримые и ограниченные в
существенном элементы, Γi — постоянные (N × ν)-матрицы.

Цель управления задается как достижение заданного вектора целевых значений β ∈ R
N

на траекториях системы (2.1), удовлетворяющих начальным условиям (2.2):

ℓ(x, z) = β (2.3)

под действием допустимых управлений, т. е. управлений u ∈ Lr
2 , удовлетворяющих системе

ограничений в виде системы линейных неравенств

Λu(t) ≤ γ, t ∈ [0T ]. (2.4)

Здесь Λ и γ — заданные постоянные (N × r)-матрица и (N × 1)-вектор соответственно. Всюду
ниже предполагается, что множество V решений линейной системы неравенств Λv ≤ γ непусто
и ограничено.

Множеством ℓ-достижимости в задаче (2.1), (2.3), (2.4) называется множество всех таких β,
для каждого из которых найдется допустимое управление, порождающее траекторию, на ко-
торой целевой вектор-функционал принимает значение β. Обозначим это множество через S.
Точное построение этого множества требует точного решения бесконечного числа экстремаль-
ных задач, поэтому на практике приходится довольствоваться его нижними аппроксимация-
ми S и верхними аппроксимациями S: S ⊂ S ⊂ S.
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Использование представления решения системы (2.1) с помощью ее оператора Коши [13]
и представления целевого вектор-функционала ℓ позволяет свести задачу об ℓ-достижимос-
ти (2.1), (2.3), (2.4) к обобщенной проблеме моментов [14, с. 370–371]:

µ(u) ≡

T
∫

0

M(t)u(t) dt = β, u(t) ∈ V, t ∈ [0, T ], (2.5)

в которой требуется найти множество всех правых частей β, достижимых на допустимых
управлениях. Элементы моментной (N × r)-матрицы M(t) выражаются через элементы опе-
ратора Коши, операторов F,G и целевого вектор-функционала ℓ; соотношения, определяющие
эти элементы и обоснование проводимых преобразований представлены в [15;16]. Отметим, что
даже в случае, когда для элементов моментной матрицы получены точные аналитические вы-
ражения, как, например, для непрерывно-дискретных систем с дискретной памятью (см. [17]),
реальные вычисления связаны с погрешностями округлений и необходимостью численного ин-
тегрирования. Фактически это означает, что элементы моментной матрицы известны прибли-
женно. Имея это в виду, в дальнейших рассуждениях мы используем представление моментной
матрицы M(t) задачи (2.5) в виде

M(t) = M0(t) + ∆M(t),

где матрица M0(t) известна точно и допускает точное вычисление значений вектор-функ-

ционала µ0(u) =

∫ T

0
M0(t)u(t) dt на кусочно постоянных управлениях u(t), а ∆M(t) игра-

ет роль аддитивного возмущения моментной матрицы и определяет возмущение ∆µ(u) =
∫ T

0
∆M(t)u(t) dt вектор-функционала µ0(u). Считаем, что возмущение ∆M(t) аккумулиру-

ет случайные возмущения, которым подвергаются параметры системы управления, и ошибки,
возникающие при приближенном построении оператора Коши.

Ниже вектор-функционалы µ0 и ∆µ рассматриваются на нижней аппроксимации (внутрен-
ней оценке) множества ℓ-достижимости, полученной, как это описано в работе [16] , в классе
кусочно постоянных управлений, соответствующем разбиению 0 = τ0 < τ1 < . . . < τK = T ос-
новного отрезка [0, T ]. В нашем случае это множество строится по моментной матрице M0(t)
и по построению является выпуклым многогранником; обозначим его через P0, с извест-
ными угловыми точками ρk, k = 1, . . . ,m. Этим угловым точкам соответствуют управле-
ния uk(t) =

∑K
j=1 κ

k
j χj(t), где χj(t) — характеристическая функция промежутка [τj−1, τj).

Обозначим через ωρ
k, k = 1, . . . ,m, барицентрические координаты точки ρ ∈ P0: ρ =

∑m
i=1 ω

ρ
k ρk.

Для управления uρ(t), соответствующего этой линейной комбинации, имеем

uρ(t) =

m
∑

i=1

ω
ρ
k uk(t) =

m
∑

i=1

ω
ρ
k

K
∑

j=1

κ
k
j χj(t). (2.6)

Отсюда для возмущения ∆µ(uρ) получаем

∆µ(uρ) =

T
∫

0

∆M(t)uρ(t) dt =

K
∑

j=1

τj
∫

τj−1

∆M(t) dt

{ m
∑

k=1

ω
ρ
k κ

k
j

}

. (2.7)

Определим (N × r)-матрицу Ξj равенством Ξj =

∫ τj

τj−1

∆M(t) dt. Ниже всюду будем предпо-

лагать, что элементы ξikj этой матрицы — независимые случайные величины, распределенные

равномерно на известных отрезках [aikj , bikj ]. Это предположение можно считать естествен-
ным, если иметь в виду значительное число вычислений при построении элементов моментной
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матрицы M(t), связанных по необходимости с округлениями числовых значений. Подробное
обсуждение вопросов о распределении ошибок округлений можно найти в книге [18] (теоре-
ма 2, с. 287, гипотеза, с. 290).

Задача состоит в описании погрешностей, возникающих при вычислении значений целевого
вектор-функционала с учетом возмущений моментной матрицы.

3. Основная теорема

Возвращаясь к представлению (2.7) и обозначая выражение в фигурных скобках через
αj(ρ), запишем (2.7) в виде

∆µ(uρ) =
K
∑

j=1

Ξj αj(ρ).

Каждая компонента вектора ∆µ(uρ) представляет собой линейную комбинацию независи-
мых равномерно распределенных случайных величин. Используя терему 4.1 [19], можно найти
ее плотность вероятности f i(·) и ее конечный носитель — отрезок [ai, bi].

Для того чтобы воспользоваться этой теоремой, дадим явное представление упомянутой
линейной комбинации. Для i-й компоненты вектора ∆µ(uρ) имеем

(∆µ(uρ))i =

K
∑

j=1

r
∑

k=1

ξikj αk
j (ρ).

Занумеруем все слагаемые этой двойной суммы с помощью единого символа q по следующе-
му правилу: начинаем с j = 1 и нумеруем по k присваивая q значения 1, . . . , r, затем для
j = 2 нумеруем по k, присваивая q значения r + 1, . . . , 2r, и так далее, заканчивая для j = K

присвоением q значения K · r. При этом сами последовательно занумерованные случайные
величины ξikj обозначаем через d

q
i , а коэффициенты при них — ϕ

q
i (ρ), q = 1, . . . ,K ·r. При этом

поразумевается, что правило перенумерации относится и к отрезкам [aikj , bikj ], на которых рав-

номерно распределены ξikj . В результате (∆µ(uρ))i принимает вид

(∆µ(uρ))i =
K·r
∑

q=1

ϕ
q
i (ρ) d

q
i , (3.1)

где dqi ∼ U [aqi , b
q
i ] (здесь и ниже запись ξ ∼ U [a, b] означает принадлежность случайной величи-

ны ξ равномерному распределению на отрезке [a, b]). Представим d
q
i в виде d

q
i = (bqi −a

q
i )c

q
i +a

q
i ,

где c
q
i ∼ U [0, 1]. Подставляя это выражение в (3.1), получаем для (∆µ(uρ))i представление в

виде суммы линейной комбинации случайных величин, распределенных равномерно на отрез-
ке [0, 1], и детерминированного числа

(∆µ(uρ))i =

N ·r
∑

q=1

ϕ
q
i (ρ)(b

q
i − a

q
i )c

q
i + σi(ρ) , (3.2)

где

σi(ρ) =

N ·r
∑

q=1

ϕ
q
i (ρ)a

q
i . (3.3)

Для каждого y1 ∈ R определим в R
N ·r−1 полиэдральное множество Mi(y1, ρ) :

Mi(y1, ρ) =

{

(y2, . . . , yN ·r)
′ ∈ R

N ·r−1 : 0 ≤ yq ≤ 1, q = 2, . . . , N ;

1

ϕ1
i (ρ)(b

1
i − a1i )

y1 − 1 ≤

N ·r
∑

q=2

ϕ
q
i (ρ)(b

q
i − a

q
i )

ϕ1
i (ρ)(b

1
i − a1i )

yq ≤
1

ϕi
1(ρ)(b

1
i − a1i )

y1

}

.

(3.4)
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При условии ϕ1
i (ρ) 6= 0 в силу теоремы 4.1 [19] плотность вероятности i-й компоненты воз-

мущения (∆µ(uρ))i, соответствующая точке ρ ∈ P, функция fi(y1, ρ), определяется равенством

fi(y1, ρ) =
V

N ·r−1[Mi(y1 − σi(ρ), ρ)]

|ϕ1
i (ρ)| (b

1
i − a1i )

, (3.5)

где V
N ·r−1[M] — мера Лебега множества M ⊂ R

N ·r−1.
Следует отметить, что требование ϕ1

i (ρ) 6= 0 носит формальный характер, если это условие
не выполняется, следует перенумеровать коэффициенты при случайных величинах, присвоив
индекс 1 коэффициенту, не равному нулю. Допущение, что таковой не найдется, означает
полное отсутствие случайных возмущений.

Теорема 1. Пусть функции fi(·, ρ), i = 1, . . . , N, — плотности вероятности, опреде-

ленные равенством (3.5), где множество Mi определено равенством (3.4) по представле-

нию (3.2), (3.3), и Ii(ρ) = [ai(ρ), bi(ρ)] — их конечные носители.

Тогда для каждого ρ ∈ P0 значения ρ̃ целевого вектор-функционала ℓ, соответствующие

управлению uρ (2.6), могут быть найдены с покомпонентной погрешностью ∆i в пределах

промежутка Ii(ρ) для его i-й компоненты: ρ̃i = ρi + ∆i, ∆i ∈ [ai(ρ), bi(ρ)]. При этом для

любого [αi(ρ), βi(ρ)] ⊂ Ii(ρ) имеет место равенство

P (∆i ∈ [αi(ρ), βi(ρ)]) =

βi(ρ)
∫

αi(ρ)

fi(s, ρ) ds. (3.6)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Конечность отрезка [ai(ρ), bi(ρ)] для каждого i = 1, . . . , N и
каждого ρ ∈ P0 следует из определяющего функцию fi(·, ρ) равенства (3.5). ℓ-достижимость
приближенных значений ρ̃i вытекает из допустимости управления uρ, нацеленного на зна-
чение ρ по невозмущенной моментной матрице M0. Равенство (3.6) следует из определения
функции fi(·, ρ).

Теорема доказана.
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