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Исследуется задача отслеживания неизвестного негладкого по времени распределенного возмущения

параболического включения, описывающего двухфазную задачу Стефана. Задача сводится к пробле-

ме позиционного управления некоторой, подобранной подходящим образом, вспомогательной системой.

Управление в последней, конструируемое по результатам неточных измерений решений заданного вклю-

чения, а также вспомогательной системы, отслеживает в среднем квадратичном неизвестное возмущение.

Указываются два алгоритма решения задачи, устойчивые к помехам и погрешностям вычислений. Ал-

горитмы основаны на соответствующей модификации известного в теории гарантированного управления

принципа экстремального сдвига Н.Н. Красовского.
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parabolic inclusion describing the two-phase Stefan problem.

The problem of tracking an unknown nonsmooth in time distributed disturbance of a parabolic inclusion

describing the two-phase Stefan problem is studied. The problem is reduced to the problem of open-loop control

of some appropriately chosen auxiliary system. The control in this system tracks the unknown disturbance in

the mean square, and its construction is based on the results of inaccurate measurements of solutions to the

given inclusion and to the auxiliary system. Two algorithms for solving the problem that are stable to noise

and calculation errors are presented. The algorithms are based on an appropriate modification of Krasovskii’s

principle of extremal shift known in the theory of guaranteed control.
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1. Введение

Управляемые системы с неопределенностями возникают во многих практически важных
задачах. Наличие различного типа неопределенностей приводит к дефициту информации,
что, в свою очередь, является толчком к развитию теории гарантирующего управления по
принципу обратной связи. Цель такой теории — обеспечение заданного качества управляемо-
го процесса при наличии того или иного рода неполноты информации. Одной из важных в
теории гарантирующего управления является задача слежения, решение которой значительно
усложняется в условиях дефицита информации. В классической задаче слежения необходимо
сконструировать закон формирования управления заданной системой, обеспечивающий от-
слеживание решением этой системы решения другой, часто называемой эталонной, системы.
Задача существенно усложняется, во-первых, в случае, когда речь идет о системе с распреде-
ленными параметрами и, во-вторых, когда наряду с решением эталонной системы необходимо
отследить неизвестное возмущение.

В настоящее время имеется разнообразие подходов к исследованию задач управления в
условиях неполноты информации. Так, в случае, когда возмущение трактуется как управле-
ние некоторой противоборствующей стороны, задача отслеживания решения может быть ре-
шена с помощью известного в теории позиционных дифференциальных игр метода стабильных
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дорожек [1; 2]. Среди других подходов к исследованию задач управления системами с возму-
щениями можно выделить, например, теорию робастного управления [3], метод управления,
основанный на наблюдении за возмущениями (DOBC–метод) [4], метод активного подавления
возмущений (ADRC–метод) [5] и т. д. Одним из интенсивно развивающихся в настоящее время
является метод управления с интерактивным обучением (ILC–метод) [6; 7]. И это далеко не
полный список.

В данной работе обсуждается задача отслеживания изменяющегося во времени негладко-
го распределенного возмущения, действующего на параболическое включение, используемого
для формализации двухфазной задачи Стефана. Суть последней состоит в организации про-
цесса отслеживания возмущения при условии, что в дискретные (достаточно частые) моменты
неточно измеряется, с ошибкой, решение включения. Рассматриваемая задача близка к зада-
чам, исследуемым в рамках теории некорректных задач [8–10]. Для ее решения мы применяем
подход, предложенный в [11] и развитый в работах [12–16]. Согласно этому подходу алгоритм
отслеживания возмущения представляет по своей сути алгоритм управления по принципу об-
ратной связи некоторой вспомогательной динамической системой, часто называемой моделью;
управление в которой строится на базе текущих измерений решений как системы, подвержен-
ной влиянию возмущения, так и модели. При этом построенное управление в модели (при его
реализация во времени) приближает неизвестное возмущение. В данной статье, продолжающей
отмеченные выше исследования, приводятся два алгоритма решения указанной выше задачи
для распределенной системы, используемой при формализации двухфазной задачи Стефана.

В работе приняты обозначения: Ω ⊂ R
n — ограниченная область c достаточно гладкой гра-

ницей Γ, n = 2, 3, ∆ — оператор Лапласа, отображение β(·) : R → R переводит ограниченные
множества в ограниченные и является максимально монотонным со следующими свойствами:
0 ∈ β(0),

(β(r)− β(s))(r − s) ≥ ω|r − s|2 ∀ r, s ∈ R, ω > 0, (1.1)

символ | · | означает модуль числа, H = L2(Ω), V = H1
0 (Ω) и V ∗ = H−1(Ω) — стандартные

соболевские пространства, W 1,2(T ;H) = {x(·) ∈ L2(T ;H) : xt(·) ∈ L2(T ;H)}, ∇x(η) — градиент
функции x(η), ∇x(η)∇y(η) =

∑n
j=1 xηj (η)yηj (η), индекс t внизу означает производную функции

по этому аргументу. Далее мы работаем со значениями функции β, которые могут быть либо
точками, либо множествами. Из контекста будет ясно, с каким типом значений мы работаем
в каждом конкретном случае.

Пусть задано семейство разбиений

∆h = {τh,i}
mh

i=0

промежутка T на полуинтервалы [τh,i, τh,i+1), τh,i+1 = τh,i + δ, δ = δ(h), τh,0 = 0, τh,mh
= ϑ.

2. Постановка задачи. Метод решения

На промежутке времени T = [0, ϑ], ϑ ∈ (0,+∞) рассматривается дифференциальное вклю-
чение

β(y(t, η))t −∆y(t, η) ∋ u(t, η), (t, η) ∈ T ×Ω,

y(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ T × Γ,

y(0, η) = y0(η), η ∈ Ω.

(2.1)

Включение (2.1) используется для формализации двухфазной задачи Стефана (см., напри-
мер, [17–19]) в случае, когда

β(r) =











c1r, r < 0,

[0, c2], r = 0,

c3r + c2, r > 0.
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Следуя [18;19], пару функций {y(·), v(·)}, y(·) = y(·; v0, u(·)), v(·) = v(·; v0, u(·)), удовлетворяю-
щую соотношениям

vt(t, η) −∆y(t, η) = u(t, η), (t, η) ∈ T × Ω,

y(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ T × Γ,

v(t, η) ∈ β(y(t, η)), (t, η) ∈ T × Ω,

v(0, η) = v0(η) ∈ β(y0(η)), η ∈ Ω,

(2.2)

будем называть решением включения (2.1), если

y(·) ∈W 1,2(T ;H) ∩ L2(T ;V ), v(·) ∈W 1,2(T ;V ∗) ∩ L∞(T ;H).

Скалярные произведения в пространствах V и V ∗ определяются следующим образом:

(x, y)V =

∫

Ω

{x(η)y(η) +∇x(η)∇y(η)}dη ∀x, y ∈ V,

(x, y)V ∗ = −〈∆−1x, y〉V ×V ∗ ∀x, y ∈ V ∗,

где символ 〈·, ·〉V ×V ∗ означает двойственность пространств V и V ∗. Здесь оператор ∆ действует
из пространства H1

0 (Ω) в сопряженное H−1(Ω) (канонический изоморфизм H1
0 (Ω) на H−1(Ω)).

Ниже, как это обычно принято, мы используем свойство троек Гельфанда:

(v, u)H = 〈v, u〉V ×V ∗ ∀u ∈ H ⊂ V ∗, v ∈ V ⊂ H.

Таким образом, двойственность между V и V ∗ равносильна скалярному произведению в про-
странстве H.

Имеет место

Теорема 1 [18, с. 152]. Если η → v0(η) ∈ L2(Ω) и y0(η) = β−1(v0(η)) ∈ H1
0 (Ω), то для

любых u(·), v(·) ∈ L2(T ;L2(Ω)) существует единственное решение включения (2.1).

Следует отметить, что при выполнении неравенства (1.1) функция β−1 однозначная и лип-
шицевая. Поэтому, полагая, что y0(η) удовлетворяет условию теоремы 1, можно сделать вывод:
каждой паре u(·), v(·) из L2(T ;H) отвечает единственное решение включения (2.1).

Задача слежения состоит в следующем. Имеется включение (2.1), на которое действует
возмущение стесненное мгновенными ограничениями

u(·) ∈ P (·) = {u(·) ∈ L2(T ;H) : u(t) ∈ P при п.в. t ∈ T}.

Здесь P ⊂ H — выпуклое, ограниченное и замкнутое множество. Промежуток T разбит на
полуинтервалы [τi, τi+1), i ∈ [0 : m − 1], τi+1 = τi + δ, τ0 = 0, τm = ϑ. В узловых точках
этих полуинтервалов τi измеряются (с ошибкой) состояния v(τi), т. е. вычисляются функции
ξhi ∈ V ∗:

|v(τi)− ξhi |V ∗ ≤ h. (2.3)

Параметр h ∈ (0, 1) задает уровень погрешности вычисления. В начальный момент полагаем
ξh0 = v0. Требуется организовать процесс отслеживания возмущения u(·), используя в качестве
входной информации результаты неточного измерения v(τi).

Для решения задачи введем вспомогательную систему (модель), описываемую следующи-
ми соотношениями:

wh
t (t, η)−∆zh(t, η) = uh(t, η), (t, η) ∈ T × Ω,

zh(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ T × Γ,

wh(t, η) ∈ β(zh(t, η)), (t, η) ∈ T × Ω,

wh(0, η) = v0(η) ∈ β(y0(η)), η ∈ Ω.

(2.4)
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Таким образом, по своей структуре модель — это копия (2.1), но имеется одно отличие.
В модели функция uh(·) является управлением, которое необходимо формировать по прин-
ципу обратной связи, с тем чтобы при h→ 0 имела место сходимость uh(·) → u(·) в L2(T ;H).

Управление uh(·) в модели будем формировать по правилу

uh(t) = uhi (τi, ξ
h
i , w

h(τh,i)) при t ∈ [τh,i, τh,i+1), i ∈ [0 : mh − 1]. (2.5)

3. Первый алгоритм решения задачи

Приведем алгоритм решения рассматриваемой задачи. Фиксируем некоторую функцию
α = α(h) : (0, 1) → (0, 1), α(h) → 0 при h→ 0. Элементы uhi зададим следующим образом:

uhi = argmin{(wh(τi)− ξhi , u)V ∗ + α|u|2H : u ∈ P}, (3.1)

где α = α(h).

Работа алгоритма разбивается на mh − 1 однотипных шагов. Прежде всего фиксируем по-
грешность h, число α = α(h) и разбиение ∆ = ∆h = {τi}

m
i=0 (τi = τh,i, m = mh). Во время i-го

шага, который выполняется на промежутке [τi, τi+1), сначала находим приближенное значе-
ние фазового состояния v(τi), т. е. определяем ξhi ∈ V ∗, удовлетворяющий (2.3). После этого,
используя величины wh(τi) и ξhi , согласно (2.5), (3.1) вычисляем управление uh в модели (2.4).
Затем наряду с решением {wh(t), zh(t)} модели на отрезке времени t ∈ [0, τi] определяем реше-
ние {wh(t), zh(t)} на следующем полуинтервале t ∈ (τi, τi+1], т. е. осуществляем корректировку
памяти. Процедура формирования uh(·) заканчивается в момент ϑ.

Ниже нам понадобится следующая теорема.

Теорема 2 ([19, с. 125], предложение 1.3). При выполнении условий теоремы 1 имеют

место сходимости

y(·; v0, uj(·)) → y(·; v0, u(·)) в C(T ;H),

v(·; v0, uj(·)) → v(·; v0, u(·)) в C(T ;V ∗),

если uj(·) → u(·) слабо в L2(T ;H) при j → ∞. Для любой функции u(·) ∈ L2(T ;H) верны

оценки

|yt(·; v0, u(·))|L2(T ;H) + |y(·; v0, u(·))|L∞(T ;V ) ≤ b1(1 + |u(·)|L2(T ;H)),

|vt(·; v0, u(·))|L2(T ;V ∗) + |v(·; v0, u(·))|L∞(T ;H) ≤ b2(1 + |u(·)|L2(T ;H)),

где bj = bj(|y0|V , |v0|H), j = 1, 2.

Заметим, что встречающиеся в настоящей работе постоянные bj , dj , cj , Cj зависят от струк-
туры системы (2.1) и не зависят от h, α, ε, δ, u(·).

Имеет место

Теорема 3. Справедливы неравенства

ε∗(t) + ω

t
∫

0

|zh(τ)− y(τ)|2Hdτ ≤ d1(h+ δ + α) при п.в. t ∈ T, (3.2)

ϑ
∫

0

|uh(t)|2Hdt ≤

ϑ
∫

0

|u(t)|2Hdt+ d2α
−1(h+ δ), (3.3)

где ε∗(t) = 1/2|wh(t)− v(t)|2V ∗ .
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычитая (2.2) из (2.4) и умножив (скалярно в V ∗) полученное
выражение на разность wh(t)− v(t), получим

(wh
t (t)− vt(t), w

h(t)− v(t))V ∗ + I0(t) = I1(t), (3.4)

где I0(t) = (∆(zh(t)− y(t)), wh(t)− v(t))V ∗ , I1(t) = (wh(t)− v(t), uh(t)− u(t))V ∗ . Учитывая вид
скалярного произведения в пространстве V ∗, заключаем, что верно равенство

I0(t) = (zh(t)− y(t), wh(t)− v(t))H .

Также, имея ввиду (1.1), устанавливаем неравенство

ω|zh(t)− y(t)|2H ≤ I0(t). (3.5)

Из (3.4), в соответствии с (3.5), выводим оценку

ε∗(t)− ε∗(τi) + ω

t
∫

τi

|y(τ)− zh(τ)|2Hdτ + α

t
∫

τi

{|uh(τ)|2H − |u(τ)|2H}dτ

≤ Ji(t) + α

t
∫

τi

{|uh(τ)|2H − |u(τ)|2H}dτ + φhi (t),

(3.6)

где t ∈ [τi, τi+1], i ∈ [0 : m− 1],

Ji(t) =

t
∫

τi

(wh(τi)− v(τi), u
h(τ)− u(τ))V ∗dτ, φhi (t) = c1(t− τi)

t
∫

τi

{|wh
τ (τ)|V ∗ + |vτ (τ)|V ∗}dτ.

В силу (2.3) при t ∈ [τi, τi+1]

Ji(t) ≤

t
∫

τi

(wh(τi)− ξhi , u
h(τ)− u(τ))V ∗dτ + c2(t− τi)h. (3.7)

В свою очередь, согласно теореме 2

mh−1
∑

i=0

φhi (τi+1) ≤ c3δ. (3.8)

В этом случае из (3.6), учитывая (3.7), (3.8), а также правило выбора управления uh(·)
(см. (2.5) и (3.1)), получаем (i ∈ [0 : m])

ε∗(τi) + ω

τi
∫

0

|y(t)− zh(t)|2Hdt+ α

τi
∫

0

{|uh(t)|2H − |u(t)|2H}dt ≤ c4(δ + h).

Отсюда следуют оценки (3.2), (3.3).

Теорема доказана.

Теорема 4. Пусть α(h) → 0, (h+ δ(h))α−1(h) → 0 при h→ 0. Тогда имеет место сходи-

мость

uh(·) → u(·) в L2 = L2(T ;H) при h→ 0.
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Д о к а з а т е л ь с т в о этой теоремы мы опустим. Оно аналогично доказательству при-
веденной ниже теоремы 8. �

Установим оценку скорости сходимости алгоритма. В дальнейшем нам понадобится

Лемма 1 [13, с. 29]. Пусть заданы две функции: t → a(t) ∈ L2(T ;W
∗) и t→ b(t) ∈W,

t ∈ T , причем b(·) является функцией с ограниченной вариацией. Если верны неравенства

∣

∣

∣

t
∫

0

a(τ)dτ
∣

∣

∣

W ∗

≤ ε, |b(t)|W ≤ d, t ∈ T,

то справедлива оценка
ϑ
∫

0

〈b(t), a(t)〉W×W ∗ dτ ≤ ε(varT b(t) + d).

Здесь W — банахово пространство с нормой | · |W ; символ varT b(t) означает полную вариацию
функции b(t) на промежутке T , а символ 〈·, ·〉W×W ∗ — двойственность между W ∗ и W .

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 4 и функция t → u(t) ∈ V при t ∈ T
является функцией с ограниченной вариацией. Тогда справедлива следующая оценка скорости

сходимости алгоритма:

ϑ
∫

0

|u(t)− uh(t)|2V ∗ dt ≤ C1

{

(δ + α+ h)1/2 + (h+ δ)α−1
}

. (3.9)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что каково бы ни было v ∈ V , справедливо равенство

(∆(y(t)− zh(t)), v)V ∗ = (y(t)− z(t), v)H (t ∈ T ).

Поэтому

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

(u(τ)− uh(τ)) dτ

∣

∣

∣

∣

V ∗

= sup
v∈V,|v|V ≤1

〈

v,

t
∫

0

{vτ (τ)− wh
τ (τ)−∆(y(τ)− zh(τ))} dτ

〉

V×V ∗

≤ |v(t)− wh(t)|V ∗ + sup
v∈V,|v|V ≤1

(

t
∫

0

(y(τ)− zh(τ))dτ, v

)

H

.

(3.10)

В силу непрерывности вложения пространства V в пространство H найдется такое число
d∗ > 0, что при всех x ∈ V

|x|H ≤ d∗|x|V .

Значит, d−1
∗ |x|H ≤ |x|V ; в таком случае

sup
v∈V,|v|V ≤1

(

t
∫

0

(y(τ)− zh(τ))dτ, v

)

H

≤ sup
v∈H,|v|H≤d∗

(

t
∫

0

(y(τ)− zh(τ))dτ, v

)

H

= d∗

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

(y(τ)− zh(τ))dτ

∣

∣

∣

∣

H

.

(3.11)

Из (3.10), учитывая (3.11), получаем

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

(u(τ) − uh(τ))dτ

∣

∣

∣

∣

V ∗

≤ |v(t) − wh(t)|V ∗ + d∗

t
∫

0

|y(τ)− zh(τ)|Hdτ. (3.12)
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В свою очередь, из (3.12), (3.2) выводим

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

(u(τ)− uh(τ))dτ

∣

∣

∣

∣

V ∗

≤ C2(δ + h+ α)1/2, t ∈ T.

Воспользовавшись неравенством (3.3), имеем

|u(·)− uh(·)|2L2(T ;H) ≤ 2|u(·)|2L2(T ;H) − 2

ϑ
∫

0

(u(τ), uh(τ))H dτ + d2(h+ δ)α−1

= 2

ϑ
∫

0

〈u(τ), u(τ)) − uh(τ)〉V ×V ∗ dτ + d2(h+ δ)α−1.

(3.13)

В силу леммы 1 из (3.13) получаем (3.9).
Теорема доказана.

4. Второй алгоритм решения задачи

Прежде чем перейти к описанию второго алгоритма решения рассматриваемой задачи,
приведем некоторые вспомогательные построения. Символом βε : R → R обозначим аппрокси-
мацию Иосиды отображения β, т. е.

βε(r) =
r − (1 + εβ)−1r

ε
∈ β((1 + εβ)−1r) ∀r ∈ R.

По поводу свойств такой аппроксимации монотонных отображений см., например, рабо-
ты [18–20]. Следуя [18], введем регуляризацию β следующего вида:

βε(r) =

∫

R

βε(r − ε2σ)ρ(σ) dσ, r ∈ R. (4.1)

Здесь ρ : R → R — множитель Фридрихса, т.е. функция со свойствами

ρ(·) ∈ C∞(R), ρ(r) ≥ 0, ρ(−r) = ρ(r),

ρ(r) = 0 для |ρ| ≥ 1,

∞
∫

−∞

ρ(r) dr = 1,

βε(z) = djε(z)/dz, jε(z) = inf{|z − w|2/2ε + j(w) : w ∈ R}

(jε(z) — аппроксимация Иосиды функции j(z)).
Отметим некоторые свойства функции βε, которые нетрудно проверить. Эта функция

а) липшицева с постоянной Липшица ε−1, б) сильно монотонна и радиально непрерывна
в) существует обратная функция, которая также липшицева и сильно монотонна. Оператор
Bε : H → H вида Bε(x)(η) = βε(x(η)), η ∈ Ω, является потенциальным.

Рассмотрим уравнение

βε(yε(t, η))t −∆yε(t, η) = u(t, η), (t, η) ∈ T × Ω,

yε(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ T × Γ,

βε(yε(0, η)) = v0(η), η ∈ Ω.

(4.2)

Имеет место
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Теорема 6 ([19, с. 129], лемма 2.1). Для любых u(·) ∈ L2(T ;H), v0(η) ∈ L2(Ω) существу-

ет единственное решение

t→ yε(t; v0, u(·)) ∈W 1,2(T ;H) ∩ L∞(T ;V ),

t→ vε(t; v0, u(·)) = βε(yε(t; v0, u(·))) ∈W 1,2(T ;V ∗) ∩ L∞(T ;H)

уравнения (4.2). Кроме того,

yεj(·; v0, uj(·)) → y(·; v0, u(·)) сильно в C(T ;H),

y
εj
t (·; v0, uj(·)) → yt(·; v0, u(·)) слабо в L2(T ;H),

vεj(·; v0, uj(·)) → v(·; v0, u(·)) сильно в C(T ;V ∗),

v
εj
t (·; v0, uj(·)) → vt(·; v0, u(·)) слабо в L2(T ;V

∗),

если εj → 0, uj(·) → u(·) слабо в L2(T ;H) при j → ∞.

Лемма 2. Пусть ω > 1, тогда можно указать такое положительное число C =
C(v0, P (·)), что равномерно по всем ε ∈ (0, 1) и u(·) ∈ P (·) верны неравенства

|βε(yε(t; v0, u(·))) − v(t; v0, u(·))|V ∗ ≤ Cε1/2 при t ∈ T,

ϑ
∫

0

|yε(t; v0, u(·)) − y(t; v0, u(·))|
2
H dt ≤ Cε.

Здесь {v(· : v0, u(·)), y(·; v0, u(·))} — решение системы (2.2).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем два числа ε > 0, µ > 0. Наряду с уравнением (4.2)
рассмотрим уравнение

βµ(y(t, η))t −∆y(t, η) = u(t, η), (t, η) ∈ T × Ω,

y(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ T × Γ,

βµ(y(0, η)) = v0(η), η ∈ Ω.

(4.3)

Уравнение (4.3) получается из (4.2), если заменить число ε числом µ. Символами yε(t) и yµ(t)
обозначим решения уравнений (4.2) и (4.3) соответственно. Вычтем (4.3) из (4.2) и полученное
выражение умножим скалярно (в V ∗) на разность βε(yε(t))− βµ(yµ(t)). Будем иметь

(βε(yε(t))− βµ(yµ(t)), βε(yε(t))t − βµ(yµ(t))t) + It = 0, (4.4)

где It = (∆(yε(t, η)−yµ(t, η)), βε(yε(t, η))−βµ(yµ(t, η)))V ∗ . Заметим, что справедливо равенство

It = (yε(t)− yµ(t), βε(yε(t))− βµ(yµ(t)))H = |yε(t)− yµ(t)|2H + Iε,µ(t), (4.5)

где
Iε,µ(t) = (yε(t)− yµ(t), γε(yε(t))− γµ(yµ(t)))H ,

γε(yε(t)) = βε(yε(t))− yε(t), γµ(yµ(t)) = βµ(yµ(t))− yµ(t).

Рассмотрим величину Iε,µ(t). Пусть

β̃ε(r) = βε(r)−

∞
∫

−∞

βε(−ε
2τ)ρ(τ)dτ − βε(0).
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Справедливо неравенство ([18, с. 75], формула (3.47))

|β̃ε(r)− βε(r)| ≤ 2ε ∀ r ∈ R.

Заметим, что функция βε(r) липшицива с константой Липшица ε−1. Поэтому имеет место
соотношение

∣

∣

∣

∣

βε(0)−

+∞
∫

−∞

βε(−ε
2τ)ρ(τ)dτ

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1
∫

−1

[βε(0)− βε(−ε
2τ)]ρ(τ)dτ

∣

∣

∣

∣

≤ ε.

Следовательно, |βε(r)− βε(r)| ≤ 2ε ∀ r ∈ R. В таком случае

|γε(r)− γε(r)| ≤ 2ε ∀r ∈ R, (4.6)

где γ(r) = β(r) − r. Обозначим Jγ
ε r = (1 + εγ)−1r. В силу равенства r − εγε(r) = Jγ

ε r при
п.в. t ∈ T справедливо соотношение yε(t)− yµ(t) = εγε(y

ε(t))− µγµ(y
µ(t)) + Jγ

ε yε(t)− Jγ
µyµ(t).

Поэтому
(γε(y

ε(t))− γµ(y
µ(t)), yε(t)− yµ(t))H

= (γε(y
ε(t)) − γµ(y

µ(t)), εγε(y
ε(t))− µγµ(y

µ(t)))H + ψ(t),

где ψ(t) = (γε(y
ε(t))− γµ(y

µ(t)), Jγ
ε yε(t)− Jγ

µyµ(t))H . Ввиду неравенства ω > 1 и (1.1) имеем

(γ(r)− γ(s))(r − s) ≥ (ω − 1)|r − s|2 ≥ 0.

В свою очередь, согласно включению γε(r) ∈ γ(Jγ
ε r)

ψ(t) ≥ 0 при п.в. t ∈ T.

Отсюда при п.в. t ∈ T имеет место неравенство

(γε(y
ε(t))− γµ(y

µ(t)), yε(t)− yµ(t))H ≥ (γε(y
ε(t))− γµ(y

µ(t)), εγε(y
ε(t))− µγµ(y

µ(t)))H . (4.7)

Проверим равномерную ограниченность множества

Y (·) = {yµ(·; v0, u(·)) : µ ∈ (0, 1), u(·) ∈ P (·)}

в метрике пространства C(T ;H). Предполагая противное заключаем, что найдутся последо-
вательности чисел µj → 0, Kj → +∞ при j → ∞ и управлений uj(·) ∈ P (·) со свойством

sup
t∈T

|yµj (t; v0, uj(·))|H ≥ Kj . (4.8)

Не нарушая общности, считаем

uj(·) → u∗(·) слабо в L2(T ;H) при j → ∞.

Тогда ввиду выпуклости и замкнутости множества P (·): u∗(·) ∈ P (·). Кроме того, в силу
теоремы 6

yµj (·; v0, uj(·)) → y(·; v0, u∗(·)) в C(T ;H) при j → ∞. (4.9)

Значит, найдется K∗ ∈ (0,+∞) такое, что supt∈T |y(t; v0, u∗(·))|H ≤ K∗. Последнее неравенство
ввиду (4.9) противоречит (4.8). Ограниченность множества Y (·) установлена. Как известно,
аппроксимация Иосиды обладает свойством |βε(r)| ≤ |β0(r)| ∀ r ∈ R, где β0(r) = inf{|y| : y ∈
β(r)}. В таком случае из (4.6), (4.7) выводим

Iε,µ(t) ≥ −c(µ + ε), (4.10)
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где постоянная c не зависит от u(·), h, ε и µ. Таким образом, проинтегрировав (4.4) и восполь-
зовавшись (4.5)–(4.10), будем иметь

|βε(yε(t))− βµ(yµ(t))|2V ∗ +

t
∫

0

|yε(τ)− yµ(τ)|2H dτ ≤ c(µ + ε). (4.11)

Осталось перейти в неравенстве (4.11) к пределу (при µ→ 0) и воспользоваться теоремой 3.
Лемма доказана.

Численные методы решения параболических уравнений разработаны значительно лучше
методов решения параболических включений, тем более не разрешенных относительно про-
изводной. Поэтому естественно попытаться использовать в качестве модели не саму копию
включения (2.1), а ее некоторую аппроксимацию. Ниже мы так и поступим, взяв в качестве
модели аппроксимацию, предложенную в работах [18;19]. Заметим, что в монографии [20] при-
веден численный способ решения включения (2.1), основанный на методе конечных элементов.

Фиксируем функцию ε = ε(h) ∈ (0, 1), ε(h) → 0 при h→ 0.
Перейдем к описанию второго алгоритма решения рассматриваемой задачи. Этот алгоритм

аналогичен описанному выше, т. е. последовательность действий при его реализации та же
самая, что и в первом алгоритме. Но имеются два отличия. Во-первых, в качестве модели
возьмем уравнение

βε(yε,h(t, η))t −∆yε,h(t, η) = uh(t, η), (t, η) ∈ T × Ω,

yε,h(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ T × Γ,

βε(yε,h(0, η)) = v0(η), η ∈ Ω,

(4.12)

где ε = ε(h). Во-вторых, отображение Uh зададим следующим образом:

Uh(p
h
i ) = argmin{(βε(yε,h(τi))− ξhi , u)V ∗ + α|u|2H : u ∈ P}. (4.13)

Всюду ниже полагаем ω > 1.

Теорема 7. Справедливы неравенства

ε̃(t) + ω

t
∫

0

|Jεy
ε,h(τ)− Jεy

ε(τ)|2Hdτ ≤ d3(h+ δ + α+ ε1/2), t ∈ T, (4.14)

ϑ
∫

0

|uh(t)|2Hdt ≤

ϑ
∫

0

|u(t)|2Hdt+ d4α
−1(h+ δ + ε1/2), (4.15)

где

ε̃(t) = 1/2|βε(yε,h(t))− βε(yε(t))|2V ∗ , (4.16)

yε(·) — решение уравнения (4.2), yε,h(·) — решение уравнения (4.12), Jεy
ε(τ) = (1+εβ)−1yε(τ),

Jεy
ε,h(τ) + (1 + εβ)−1yε,h(τ).

Д о к а з а т е л ь с т в о. Вычтем (4.2) из (4.12) и полученное выражение умножим (ска-
лярно в V ∗) на разность βε(yε,h(t))− βε(yε(t)). Будем иметь

(

βε(yε,h(t))t − βε(yε(t))t, β
ε(yε,h(t))− βε(yε(t))

)

V ∗
+ Jt = J1(t), (4.17)

где
Jt =

(

∆(yε,h(t)− yε(t)), βε(yε,h(t))− βε(yε(t))
)

V ∗
,
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J1(t) =
(

uh(t)− u(t), βε(yε,h(t)) − βε(yε(t))
)

V ∗
.

Заметим, что справедливо равенство

Jt =
(

yε,h(t)− yε(t), βε(yε,h(t))− βε(yε(t))
)

H
.

Далее, имеем Jt ≥
(

yε,h(t) − yε(t), βε(y
ε,h(t)) − βε(y

ε(t))
)

H
− 4ε|yε,h(t) − yε(t)|H . Для всякого

максимально монотонного оператора β(1)(·) : H → H справедливо равенство

(

x− y, β(1)ε (x)− β(1)ε (y)
)

H
= q1 + q2 ∀x, y,∈ H, (4.18)

где β
(1)
ε — аппроксимация Иосиды β(1),

J (1)
ε x = (I + εβ(1))−1x, q1 =

(

J (1)
ε x− J (1)

ε y, β(1)ε (x)− β(1)ε (y)
)

H
,

q2 =
(

(x− J (1)
ε x)− (y − J (1)

ε y), β(1)ε (x)− β(1)ε (y)
)

H
.

Если оператор β(1)(·) обладает свойством

(

β(1)(x)− β(1)(y), x − y
)

H
≥ ω|x− y|2H (ω > 0) ∀x, y ∈ H,

то в силу включения β
(1)
ε (x) ∈ β(1)(J

(1)
ε x) справедливо неравенство q1 ≥ ω|J

(1)
ε x − J

(1)
ε y|2H .

В свою очередь, ввиду того, что β
(1)
ε (x) = (x − J

(1)
ε (x))ε−1, q2 ≥ 0. Таким образом, учитывая

последние два неравенства, а также равенство (4.18) и неравенство (1.1), получаем

Jt ≥ ω|Jεy
ε,h(t)− Jεy

ε(t)|2H − 4ε|yε,h(t)− yε(t)|H при п.в. t ∈ T. (4.19)

Далее, имеем при п.в. t ∈ [τi, τi+1]

|βε(yε,h(t))− βε(yε,h(τi))|V ∗ ≤

t
∫

τi

|βε(yε,h(τ))τ |V ∗dτ. (4.20)

В свою очередь, в силу (4.20) и леммы 2 при п.в. t ∈ [τi, τi+1]

J1(t) ≤ (uh(t)− u(t), βε(yε,h(t))− v(t))V ∗ + c1ε
1/2 (4.21)

≤ (uh(t)− u(t), βε(yε,h(τi))− v(τi))V ∗ + c2

t
∫

τi

{|βε(yε,h(τ))τ |V ∗ + |vτ (τ)|V ∗}dτ + c1ε
1/2.

Заметим, что для любого v ∈ V ∗ при п.в. t ∈ T справедливо равенство

(βε(yε,h(t))t, v)V ∗ = (yε,h(t), v)H + (uh(t), v)V ∗ .

Поэтому при п.в. t ∈ T

|βε(yε,h(t))t|V ∗ ≤ c3{|y
ε,h(t)|H + |uh(t)|H}. (4.22)

Учитывая (4.22), ограниченность (в L2(T ;H)) множества P (·), лемму 2 и теорему 2, заключа-
ем, что справедливо неравенство

ϑ
∫

0

|βε(yε,h(t))t|
2
V ∗dt ≤ c4 + c5

ϑ
∫

0

|yε,h(t)|2Hdt ≤ c6. (4.23)
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Из (4.17) согласно (4.16), (4.19), (4.21), (4.23) устанавливаем оценку

ε̃(t)− ε̃(τi) + ω

t
∫

τi

|Jεy
ε,h(τ)− Jεy

ε(τ)|2Hdτ + α

t
∫

τi

{|uh(τ)|2H − |u(τ)|2H}dτ

≤ 4ε

t
∫

τi

|yε,h(τ)− yε(τ)|HdτJ̃i(t) + α

t
∫

τi

{|uh(τ)|2H − |u(τ)|2H}dτ

+ φ̃hi (t) при п.в. t ∈ [τi, τi+1],

(4.24)

где

J̃i(t) =

t
∫

τi

(βε(yε,h(τi))− ξhi , u
h
i − u(τ))V ∗dτ,

φ̃hi (t) = c7(t− τi)

t
∫

τi

{|βε(yε,h(τ))τ |V ∗ + |vτ (τ)|V ∗}dτ + c8(t− τi)(h+ ε1/2), t ∈ [τi, τi+1].

В свою очередь, в силу той же теоремы, а также (4.23)

4ε

ϑ
∫

0

|yε,h(t)− yε(t)|Hdt+

mh−1
∑

i=0

φ̃hi (τi+1) ≤ c9(δ + h+ ε1/2). (4.25)

В данном случае, из (4.24), учитывая (4.25), а также правило выбора управления uh(·) (см.
(2.5) и (4.13)), выводим справедливое при всех i ∈ [0 : m] неравенство

ε̃(τi) + ω

τi
∫

0

|Jεy
ε,h(t)− Jεy

ε(t)|2Hdt+ α

τi
∫

0

{|uh(t)|2H − |u(t)|2H}dt ≤ c10(δ + h+ ε1/2). (4.26)

Из (4.26) следуют оценки (4.14), (4.15).

Теорема доказана.

Теорема 8. Пусть α(h) → 0, δ(h) → 0, (h + δ(h) + ε1/2(h))α−1(h) → 0 при h → 0. Тогда

имеет место сходимость

uh(·) → u(·) в L2 = L2(T ;H) при h→ 0.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Покажем, что, какова бы ни была последовательность чисел

hj → 0+ при j → ∞, а также последовательность элементов ξ
hj

i со свойствами (2.3) (в (2.3)
мы полагаем h = hj), имеет место сходимость

uhj (·) → u(·) в L2 при j → ∞.

Здесь и ниже управления uhj(·) определяются согласно (2.5), (4.13), где полагается
h = hj. Предполагая противное, заключаем: найдется подпоследовательность последователь-
ности uhj (·) (для простоты обозначаем ее тем же символом, т. е. uhj (·)) такая, что

uhj (·) → u0(·) слабо в L2 при j → ∞, (4.27)

u0(·) 6= u(·). (4.28)
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Пусть qj(t) = zj(t) − ỹεj(t), pj(t) = wj(t) − ṽεj(t), где ṽεj(t) = βεj(ỹεj (t)), wj(t) =
βε(hj)(yε(hj),hj (t)) и zj(t) = yε(hj),hj (t) — решение уравнения (4.12) при h = hj , а ỹεj(·) —
решение уравнения

βεj(yεj (t, η))t −∆yεj(t, η) = u0(t, η), (t, η) ∈ T × Ω,

yεj(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ T × Γ,

βε(yε(0, η)) = v0(η), η ∈ Ω.

(4.29)

Пусть также {v0(·), y0(·)} — решение системы

v0t (t, η) −∆y0(t, η) = u0(t, η), (t, η) ∈ T × Ω,

y0(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ T × Γ,

v0(t, η) ∈ β(y0(t, η)), (t, η) ∈ T × Ω,

v0(0, η) = v0(η) ∈ β(y0(η)), η ∈ Ω.

В силу теоремы 6
ṽεj(·) → v0(·) в C(T : V ∗), (4.30)

ỹεj(·) → y0(·) в C(T ;H) при j → ∞.

Вычтем (4.29) из (4.12) (в (4.12) мы полагаем h = hj). После этого умножим (скалярно в V ∗)
полученную разность на pj(t). Будем иметь

dε̃j(t)/dt+ Ĩj1t ≤ Ĩj2t при п.в. t ∈ T, (4.31)

где

ε̃j(t) = 1/2|pj(t)|2V ∗ , Ĩj1t =

t
∫

0

(qj(τ), pj(τ))Hdτ, Ĩj2t =

t
∫

0

(uhj (τ)− u0(τ), w
j(τ)− ṽεj (τ))V ∗ dτ.

Учитывая монотонность функции βε(·), заключаем, что верно неравенство

Ĩ
hj

1t ≥ 0 при п.в. t ∈ T. (4.32)

Кроме того, Ĩj2t ≤ Ij3t + Ij4t. Здесь

Ij3t =

t
∫

0

(wj(τ)− v0(τ), uhj (τ)− u0(τ))V ∗dτ, Ij4t =

t
∫

0

(ṽεj (τ)− v0(τ), uhj (τ)− u0(τ))V ∗dτ.

Согласно (4.30)
sup
t∈T

Ij4t → 0 при j → ∞. (4.33)

Рассмотрим Ij3t. Имеем

Ij3t =

t
∫

0

(wj(τ)− v(τ), uhj (τ)− u0(τ))V ∗dτ +

t
∫

0

(v(τ)− y0(τ), uhj (τ)− u0(τ))V ∗dτ.

В силу теоремы 7 (см. (4.14), (4.16)), а также сходимости βεj(yεj (t)) → v(t) в C(T ;V ∗) при
j → ∞ получаем

wj(·) → v(·) в C(T ;V ∗) при j → ∞. (4.34)
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Тогда
sup
t∈T

|Ij3t| → 0 при j → ∞. (4.35)

Этот факт вытекает из слабой сходимости последовательности функций uhj (·) к u0(·)
(см. (4.27)). В таком случае из (4.31)–(4.35) следует

lim
j→∞

sup
t∈T

ε̃j(t) → 0.

Отсюда, учитывая (4.34), (4.30), устанавливаем справедливость равенств

sup
t∈T

|v0(t)− v(t)|V ∗ = 0.

Ввиду свойств графа β из этого равенства получаем y0(·) = y(·). Поэтому u0(·) = u(·). Послед-
нее противоречит (4.27), (4.28). Следовательно,

uhj (·) → u(·) слабо в L2 при j → ∞. (4.36)

Ввиду известного свойства слабого предела из (4.36) вытекает неравенство

lim
j→∞

|uhj (·)|L2
≥ |u(·)|L2

. (4.37)

Кроме того, в силу (4.15) имеет место оценка |uhj (·)|2L2
≤ |u(·)|2L2

+d2(h+ δ(h)+ ε
1/2(h))α−1(h).

В таком случае
lim
j→∞

|uhj (·)|L2
≤ |u(·)|L2

. (4.38)

Значит (см. (4.37), (4.38)), lim
j→∞

|uhj(·)|L2
≤ |u(·)|L2

≤ lim
j→∞

|uhj(·)|L2
. Отсюда следует сходимость

|uhj (·)|L2
→ |u(·)|L2

при j → ∞. (4.39)

Учитывая (4.36) и (4.39), заключаем

uhj (·) → u(·) в L2 при j → ∞.

Теорема доказана.
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